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Je n'ä eu d'autre but, en traduisant cet Ouvrage, que 


de contribuer à répandre les excellentes Recherches. de 


M. Gauss, sur la Théorie des nombres. Je mabstiendrai 
d'en faire ici l'éloge; déjà sa place a été assignée par Le 


jugement des plus illustres Géomètres, et il y aurait de 


la présomption de ma part à joindre ma voix à la leur. 


Je ne me suis permis aucune altération du texte, parceque 
Jai voulu donner äw Pub Fouvrage de M. Gauss, et 
non me l’approprier. C’est par cette raison, et d’après 
des conseils que j'aurais dû respecter, quand même ils 
auraient été contraires à mon opinion, que j'ai conservé 
rigoureusement les dénominations et la notation, qui 
peuvent étonner au premier abord. Mon intention était 
même de ne mettre aucune note; le très-petit nombre de 


celles que l’on rencontrera signées du traducteur, fait voir 


avec quelle réserve j'ai cru devoir user de cette faculté ; 


_ leur nature indique assez le motif qui m’a déterminé, et 


S53/54 -@ 


le lecteur jugera si c’est avec raison. 


Il m'aurait été possible de remplacer quelques-unes des 
démonstrations que l’auteur a supprimées, dans l'intention 
d’abréger; mais par-là je serais tombé dans l'inconvénient 
qu'il a voulu éviter. Enfin, conduit naturellement par 
mon travail même, à quelques considérations nouyelles, 
javais été tenté de les placer à la fin des Recherches 
arithmétiques; mais j'ai préféré attendre que le temps et 

, a 


la méditation me mmssent dans le cas de les présenter aux 
Géomètres d’une manière plus complète et plus digne de 
leurs regards. 


. Je prie le lecteur de corriger d'avance, d’après l’Errata, 
les fautes d'impretsion qui n’ont pu manquer de se glisser 
dans un ouvrage de ce genre. 
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À MONSIEUR LAPLACE, 


Chancelier du Sénat-Conservateur; Grand-Offcier 
de la Légion d'Honneur ; Membre de l'Institut et 
du Bureau des Longitudes; des Sociétés Royales 
de Londres et de Gottingue; des Académies des 
Sciences de Danemarck , de Suède, d’Espagne, 
d'Itahe, etc, 


MoxsIEUR, 


LE mérite de l'Ouvrage dont j'ai l'honneur de vous 
offrir la traduction, et l'intérêt que vous avez daigné 
accorder à mon entreprise, sont les seuls titres qui 
la rendent digne de vous être présentée; mais quoique 
je sente combien cet intérêt doit influer sur l'accueil 


que mon travail pourra recevoir, ce n’est pas pour 
m'appuyer de votre illustre nom que j'ai desiré vous 
en faire hommage. Cet hommage était dû à l'homme 
de génie qui, pénétré d’un noble amour pour la 
science , non content d'en reculer chaque jour les 
limites, accueille tous les travaux utiles, encourage 
les talens, applaudit à leurs efforts et n’aspire qu'à 


répandre le feu qui l’anime. C'est à celui qui aime 
la science pour elle-même , que doivent s'adresser ceux 


qui les cultivent ; et si l’on recherche avec orgueil à 
mériter son approbation , on s’estime heureux d’être 
en quelque sorte, auprès de lui, l'interprète de la 
reconnaissance et de l'admiration publique. Tel est, 
Moxsteur, le double motif qui m'a fait ambitionner 
l'honneur que je recois aujourd'hui; mais je sens aussi 
toute l’étendue des engagemens qui en résultent pour 
moi : en consacrant ma vie entière à cette science 
sublime, mon seul desir est de prouver un jour que 


je n'étais pas tout-à-fait indigne d’une aussi grande 
faveur. 


Je suis avec le plus profond respect, 


MONSIEUR, 


Votre très-humble et 
très-obéissant serviteur, 


POULLET-DELISLE. 


ÉPITRE 


_ ÉPITRE DÉDICATOIRE DE L'AUTEUR. 


A SON ALTESSE SÉRÉNISSIME, 
MONSEIGNEUR CHARLES-GUILLAUME-FERDINAND; 
DUC DE BRUNSWICK ET DE LUNEBOURG: 


PRINCE SÉRÉNISSIME, 


LORSQUE la reconnaissance m’impose le devoir sacré de 
vous offrir cet Ouvrage, vous mettez le comble à ma félicité, 
. en me permettant de placer à la tête votre nom illustre 

et respectable. En effet, PRINCE SÉRÉNISSIME, eussé-je pu 
me dévouer tout entier aux sciences mathématiques, vers 
lesquelles unè ardeur irrésistible m’a toujours emporté, si 
votre faveur ne m’en eût ouvert l'entrée, si vos bienfaits 
continuels n’eussent incessamment soutenu mes travaux. 
_ Par vos seules bontés, libre des soins étrangers, et maître 
de consacrer mon temps à l'étude, j'ai pu entreprendre les 
recherches dont cet Ouvrage renferme une partie, et m'y 
livrer pendant plusieurs années. Lorsque j'ai desiré de le 
mettre au jour, votre munificence a écarté tous les obstacles 
qui en retardaient la publication. Il m'est plus facile de 


conserver au fond de mon cœur et d'admirer en silence, 
b 


x] PRÉFAC E. 

que les recherches générales sur les affections particulières 
aux nombres: entiers sont revendiquées DE l'Arithimétique 
transcendante. 

Ce qu'Euclide a présenté dans le Livre VII de ses Élé- 
mens , avec l'élégance et la rigueur ordinaires aux anciens, 
appartient à l'Arithmétique transcendante, mais se borne 
aux premiers élémens. Le célèbre Ouvrage dé Diophante, 
qui est consacré tout entier aux problèmes indéterminés , 
contient un grand nombre de questions qui, par leur diff- 
culté et la subtilité des artifices, donnenf une grande idée 
du génie et de la pénétration de l’auteur, surtout quand 
on considère le peu de ressources qu'il pouvait employer; 
mais comme ces problèmes demandent plutôt de l’adresse 
et des procédés ingénieux que des principes difficiles, et 
qu’en outre ils sont trop particuliers et conduisent rare- 
ment à des conclusions. générales, cet Ouvrage semble 
plütôt avoir fait époque dans l’histoire des Mathématiques 2 
parcequ'il fixé les premiers vestiges de Algèbre, qu'avoir 
‘enrichi l'Arithmétique transcendante par de nouvelles dé- 
couvertes. La Science est bien plus redevable aux modernes, 
parmi lesquels peu. d’hommes à la vérité, mais tous dignes 
d'une gloire immortelle, FERMAT, EULER, LAGRANGE ) 
LEGENDRE (et un petit nombre d'éutres), ont ouvert 
Pentrée de cette science divine , et ont découvert la mine 
‘inépuisable de richesses RSC renferme. Je n'entre pas 
ici dans lénumération des découvertes de ces géomètres, 
d’autant qu’on peut les connaître par la Préface des Addi- 
tions dont Lagrange a enrichi V Algèbre d'Euler > et par 
celle de lOuvrage de Legendre, dont nous parlerons 
bientôt. D'ailleurs nous rendrons hommage à ces différentes 
découvertes, lorsque Foccasion s’en présentera dans nos 
Recherches. 


Mon but en publiant cet Ouvrage, annoncé depuis cinq 
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ans, à été de faire connaître les recherches dont je m'étais 
occupé avant cette époque , et celles que j'ai faites depuis. 
Mais afin que l’on ne s'étonne pas de voir ici la Science 
prise presque dès son principe, et que je sois revenu sur 
des recherches faites déjà par plusieurs autres, j'ai cru 
_ qu'il n’était pas inutile d’avertir que, lorsqu’en 1795, j'ai 
commencé à m’appliquer à ce genre de considérations , je 
n’avais absolument aucune idée de tout ce qui avait été 
fait sur ce sujet, même par les modernes, et que jétais 
privé de tous les secours que j'aurais pu tirer de leurs 
travaux. Occupé dans ce temps d’une autre matière , je 
tombai par hasard sur une vérité importante de l’Arith- 
métique (c'était, si je ne me trompe , le théorème du 
n° 108); comme elle me sembla très-belle par elle-même, 
et que je la soupçonnais liée à d’autres plus importantes, 
j'employai toute la contention d’esprit dont j'étais suscep- 
tible, à découvrir les principes sur lesquels elle s’appuyait, 
et à en trouver une démonstration rigoureuse; le succès 
ayant répondu à mes vœux, je me sentis tellement en- 
traîné par l'attrait de ces questions, qu’il me fut impos- 
sible de les abandonner, et comme une vérité me conduisait 
à une autre, la plus grande partie des quatre premières 
Sections était déjà terminée avant que j'eusse rien vu des 
travaux des autres géomètres sur,ce sujet. M’étant ensuite 
trouvé à même de lire les ouvrages de ces hommes de 
génie, je ne tardai pas à reconnaître que j'avais employé 
la plus grande partie de mes méditations à des choses faites 
depuis long-temps; mais animé d’une nouvelle ardeur, je 
m'efforçai, en suivant leurs pas, de cultiver plus avant le 
champ de l’Arithmétique, et telle a été l’origine des Sec- 
tions V, VI et VII. Quelque temps après, je demandai des 
conseils sur le projet que j'avais de publier le fruit de mes 
veilles, et d’après le desir de plusieurs personnes, je me 
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laissai d'autant plus facilement persuader de ne rien supprie | 
mer de mes premières recherches, qu'à cette époque il 
n'existait aucun ouvrage dans lequel on pût trouver les 
travaux des autres géomètres, épars dans les Mémoires des 
Académies; que d’ailleurs elles renfermaient un grand 
nombre de choses nouvelles, et d’autres présentées d’une 
manière qui m’appartenait; qu’enfin toutes ces recherches 
étaient tellement hées entre elles, et avec celles qui leur 
étaient postérieures, qu’il aurait été très-difficile d’expliquer 
les choses nouvelles sans reprendre les autres dès leur 
principe. | 
“Dans cet intervalle , il a paru un excellent ouvrage d’un 
homme qui avait déjà rendu de très-grands services à 
l'Arithmétique transcendante ( Essai sur la Théorie des 
nombres, Legendre, an PT), dans lequel il a non-seule- 
ment rassemblé et mis en ordre tout ce qui a paru jusqu’à 
présent sur cette science, mais ajouté beaucoup de choses 
nouvelles qui lui sont propres. Comme éet ouvrage m'est 
parvenu trop tard, et lorsque la plus-grande partie de mes 
Recherches était imprimée, je n’ai pu. en faire mention 
dans les endroits où l’analogie des matières m'en aurait 
donné loccasion. Les Additions renferment seulement 
quelques observations qu’il m'a paru nécessaire d’y placer, 
et J'espère que son indulgence et sa franchise les lui feront 
interpréter avec bienveillance. 
Pendant l'impression, que différens obstacles ont plu- . 
sieurs fois interrompue, et qui s’est proces pendant 
quatre années entières, non-seulement j'ai continué les re- 
cherches entreprises auparavant, et dont je m'étais décidé 
à retarder la publication, dans la crainte que l'ouvrage ne 
devint trop volumineux, mais jen ai entrepris de nou- 
velles. Plusieurs points que je n’ai fait, par la même raison, 
que toucher légérement (par exemple, aux n° 37, 82 et sui- 


2 TPS 


PREFACE. | xv 
vins, et en d'autres endroits), ont été repris ensuite, et 


m'ont donné lieu de faire des recherches plus générales, 


qui me semblent mériter d’être connues. ( J’oyez encore 
ce qui est dit dans les Additions, par rapport au n° 306.) 
Enfin, comme le volume devenait plus considérable Re je 
ne m’y étais attendu, surtout à cause de la Section V, j'ai été 
forcé de retrancher He de choses que je me proposais 
d’y faire entrer, et particulièrement la Section VIII toute 
entière, qui traite en général des congruences algébriques 
de tous 1 degrés, et qui se trouve souvent citée. Tout cela 


formera facilement un volume égal à celui-ci, que je pu- 


blierai lorsque les circonstances me le Penn 

Si, dans plusieurs questions difficiles, j’ai employé des dé- 
monstrations SOIENT et He l'analyse qui my 
avait conduit, je m’y suis déterminé par le desir d’abréger , 
auquel je devais me conforiner autant qu'il était possible. 

La théorie de la divisiou du cercle, ou des polygones 
réguliers, qui compose la Section VII, n'appartient pas par 
elle-même à Y Arithmétique, mais ses principes ne peuvent 
être puisés que dans l’Arithmétique transcendante, Ce ré; 
sultat pourra sembler aux géomètres, aussi inattendu que 
les vérités nouvelles qui en dérivent, et qu’ils verront, j’es- 
père, avec plaisir. 

T'elles sont les choses dont j'ai cru devoir prévenir le lec- 


teur. Quant à Ouvrage lui-même, il ne m’appartient pas 


de le juger; ce que je desire surtout, c’est qu'il plaise à ceux 
qui s'intéressent aux progrès des sciences, soit en ne laissant 
plus rien à desirer sur quelques points qui manquaïent jus- 
qu’à présent, soit en frayant la route pour d’autres décou- 
vertes. 
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ARITHMÉTIQUES. 


SECTION PREMIERE 
Des Nombres congrus . général. 


1. Si un nombre a divise la différence des nombres bete, bete 
sont dits congrus suivant a, sinon zzcongrus. a s'appellera le mo- 
dule ; chacun des nombres betc, résidus de l’autre dans le premier 


_€as, et zon résidus dans le second. 


Les nombres peuvent être positifs ou négatifs, mais entiers. 
Quant au module il doit évidemment être pris absolument, c'est-à- 
dire, sans aucun signe. - 

Ainsi —9 et 16 sont congrus par rapport au module 5; — 7 
est résidu de 15 par rapport au module 11, et zon résidu par 
rapport au module 3. 

Au reste o étant divisible par tous les nombres, ils’ensuit qu’on 


* peut regarder tout nombre comme congru avec lui-même par rap- 


port à un module quelconque. 

2. Tous les résidus d’un nombre donné æ suivant le module", 
sont compris dans la formule a+ £m, k étant un entier indé- 
terminé, Les plus faciles des propositions que nous allons exposer 

A 
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penvent sans peine se démontrer par-là; mais chacun en senfira la 
vérité au premier aspect. 


Nous désignérons dorénavant la congruence de deux nombres par 
ce signe =, en y'joignant, lorsqu'il sera nécessaire, le module 
renfermé entre parenthèses; ainsi —16=9 (mod. 5), —7=15 


(mod. 11) (*). 


3. TuÉukèME. Soient m mombres entiers successifs a, A1, 
a—2,....akm— x efun autre À, un des premiers Sera COZSTU 
avec À , suivant le module m, et il n’y en aura qu'un. 


En effet, si. 


soit # le nombre entier. immédiatement plus grand ou plus petit, 
a— A 
mn 
tention ausigne, Æ--km tnmbera nécegsairement entre a et «+71; 
ce sera donc le nombre cherché. Or il est évident que les quotiens 
c— À a+1i— A 
FMI etre 
seul d’entr’eux peut. être entier, 


a— A 


est entier, onaura a= À; s’il estfractionnaire, 
m 


suivant que 


sera positif ou négatif, en ne faisant point d’at- 


» etc., sont compris entre k—1 et #1, donc un 


4. Il suit de là que chaque nombre aura un résidu , tant dans la 
suiteo,1,2,...(m—1), que dans celle-cio,—1,—2,...—(m—1); 
nous les appellerons résidus mirima; et il est clair qu’à moins que 
0 ne soit résidu, il y en auratoujours deux, l’un positif, l’autre né- 


gatif. S'ils sont inégaux, l’un d'eux sera <—: s’ils sont égaux, cha- 
cun d’eux == — sans avoir égard au signe; d’où il suit qu’un nombre 


quelconque a un résidu qui ne surpasse pas la moitié du module, 
et que nons appellerons résidu rninieuum absoæ. 


‘Par exemple — 15 suivant le module 5 , a pour résidu r1nimum 


nent ou 


h ï ë « x 4 1 « ; 
e ) Nous avons adopté ce signe à cause de Ja, grande analogie œui existe entre 
l'égalité et la congruence. C'est pour la méine raison que Legendre, dans des 
MEMOITES que nous aurons souvent occasion de citer, a employé le signe niême‘de 


l égalité ; Pour désigner la congrugnce; nous en avons préféré ua autre, pour pré 
venir toute ambiguité. 
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positif 2, qui est en même temps minimum absolu , et —5 pour ré 
sidu rninimum négatif; + 5, suivant le module 7, est lui-même son 
résidu minimum positif; —2 est le résidu minimum négatif et 
en mème temps le rri7imum absolu. 

5. Des notions que nous venons d'établir, nous tirerons d'abord 
les conséquences suivantes : 

Les nombres qui sont congrus suivant un module composé, le 
sont également suivant un quelconque de ses diviseurs. 

Si plusieurs nombres sont congrus à un même suivant le même 


module, ils seront congrus entre eux (toujours suivant le même 
module ). 


On doit supposer la même identité de module dans ce qui suit. 
Les nombres congrus ont les mêmes résidus minima; les nom- 
bres incongrus les ont différens. 

6. Si les nombres À, B, C, etc.; a, b,c, etc. sont congrus 
chacun à chacun, c’est-à-dire , si A=a, B=b, eic. on aura... 
A+B<+C<+etc. =a+b<+c+ etc. 

Si4=a, B=Db, on a ans 4A— B=a—b. 

7. Si A=a, on a aussi kA = ka. 

Si k est positif, ce n’est qu’un cas particulier de l’article précé- 
dent, en posant 4—B=C, etc, a=b=c, etc. 

Si k est Hop — k sera positif; donc— A4 =— ka, et par- 

Si FHBe B=b, AB=ab; cax AB= Àb= ba. 

8. Si les nombres 4, B, C,etc., a, b, c, etc. sont congrus cha- 
cun à chacun , les produits BC , etc., et abc, etc. seront congrus. 

Par l’article précédent, AB—=ab; parlamêmeraison 4BC=abc, 
et ainsi de suite. 

En prenant tous les nombres 4, B, C, etc., éganx entr’eux, 
ainsi que les correspondans a, b, c,.etc., on déduit ce théorème: 

Si Az a et que k soit entier positif, on aura A'= a*. 

9. Soit X une fonction de l’indéterminée x, de cette forme... . 
Ax°+ Bx' + Cx°, etc., À, B, C, etc, étant des nombres entiers 


quelconques, a, b, c, etc. des or es entiers positifs. Si l'on 
A * 
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donne à x des valeurs congrues, suivant un certain module, les 
valeurs résultantes pour X, le seront ausst. 


Soient f et g les valeurs congrues de +; par les articles précédens 
f°=g et Ay°= Ag; de mème Bf'= Bg, etc. : donc 


Af:+ Bf'+ Cf° + ete. = Ag° + Be + C° + ete. 


Au reste on conçoit-aisément que-ce théorème peut s'étendre à des 
fonctions de plusieurs indéterminées. 


10. Si donc on substitue à la place de x tous les nombres entiers 
consécutifs, et que l’on cherche les résidus minima des valeurs de X, 
ils formeront une suite dans laquelle, après un intervalle de 77 termes 
(mm étant le module) , les mêmes termes se représenteront; c’est-à- 


dire que cette suite sera formée d’une période de 71 termes répétée . 


indéfiniment. 


Soitparexemple: X=2°—81-+6etm—5, pourz=—0, 1, 2, 3,etc. 
les valeurs de X donnent pour résidus mirima positifs : 1, 4,3,4, 
3,1,4, etc., où les cinq premiers 1, 4, 5, 4, 5 se répètent in- 
définiment; et si l’on continue la série en sens contraire , c’est-à- 

-dire, si l’on donne à x des valeurs négatives , la même période 
reparaît en sens inverse; d’où il suit que la série ne renferme pas 
d’autres termes que ceux qui composent la période. 


11, Donc dans cet exemple, X ne peut devenir 0, ni=», 
(mod. 5), et encore moins — 0 ou — 2, d’où il suit que les équations 
x — 8x +6—0 et z—8x+4—0 n’ont point de racines entières, 
et parconséquent point de racines rationnelles. On voit en général 
que lorsque X est de la forme "+ 4x" Bas -Letc. EN; 
A,8B, C, etc. étant entiers, et x entier positif , l'équation X—o, 
(Forme à laquelle touté équation algébrique peut se ramener) n’aura 
aucune racine rationnelle, s’il arrive que pour un certain module 
la congruence X= 0 ne soit pas satisfaite; mais ce caractère qui 
se présente ici de lui-même, sera développé davantage dans la 


section VIIT, On peut au moins se former par cette esquisse une 


idée de l'utilité de nos recherches. 


12, Plusieurs des théorèmes que l’on a coutume d'exposer dans 
les traités d’arithmétique , s’appuient sur ceux que nous avons pré- 
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sentés ; par exemple, la règle pour reconnaître si un nombre est di- 
| visible par 9, 11, ou tout autre nombre. Suivant le module 9 

toutes les puissances de 10 sont congrues à f’unité; donc si le 
nombre est de la forme a—+10b—-+ 1000-1000 2-<+-etc., il aura, 
suivant le module 9, le même résidu minimum que a+b+c+etc, 

Il est clair d’après cela, que si l’on ajoute les figures du nombre, 
sans avoir égard au rang qu’elles occupent , la somme que l’on ob- 
tiendra, et le nombre proposé auront les mêmes résidus minima; si 
donc ce dernier est divisible par 9, la somme des chiffres le sera 
aussi, et seulement dans ce cas. Il en est de même du diviseur 3. 
“ÉNES suivant le module 11, 100=<+ 1, on aura généralement 
10%=1, 10°*+=10=—1, et le nombre de la forme 44-10 bH- 1000 
er , aura le même résidu r7inimum que a— bæ+c— étc.; d'où 
dérive sur-le-champ la règle connue. On déduira facilement du 
même principe toutes les règles semblables. 


Ce qui précède donne encore la raison des règles que l'on prescrit 
drdinairement pour la vérification des opérations arithmétiques ; 
savoir, lorsque de nombrès donnés on doit en déduire d’autres par 
addition ; soustraction , multiplication ou élévation aux püis- 
sances. On n’a qu’à substituer dans les opérations, à la place 
des nombres donnés, leurs résidus m27ma , suivant un module 
quelconque (ordinairement gou11, parceque dans le système dé- 
cimal, comme nous venons de le voir, on trouve facilement les 
résidus relatifs à ces modules }; les nombres résultans devront être 
congrus à ceux qu’on déduirait des nombres donnés, sinon il y 
aurait un. vice dans le calcul. 


. Mais il serait superflu de nous arrêter plus long-temps sur ces ré- 
sultats très-connus , ainsi que sur ceux du même genre. 
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SECTION SECONDE 
Des Congruences du premier degré. 


13. Tuéonius. Le produit de deux nombres positifs plus pa- 
its. qu Des BOTHÈTE premier dornré, ne peutétre divisé par ge nombre 


premiére 


Soit p le nombre premier et a <pet> 0; je dis qu’on ne pourra 
‘trouver aucun nowbre.positif b, plus petit que p, qui rende 


ab=0o ( module p ). 


En effet; s’ilpeut y'en avoit, supposons que ce soient les nombres 
D, ce, d, ett, tous plus petits que p, ensorte qu’on äit ab=0, 
ac=0,'é6te., (mod.p}), soit b le plus petit de tous, desorte 
qu'on n’en puisse supposer un plous pétit que b, on anra évidem- 
ment d > if$carsi br, on aurait ab =a<:p et partant non di- 
visible par p. Orp côntme nombre premier ne peut être divisé par à, 
mais tombera «entre deux multiples de 3, mb et {m1 ) b. Soit 
p—mb= D, b' sera positif et < 2. Or nous‘avons supposé «20 
(mod. p), on aura donc r#ab=0; et retranchant de ep=0, 
on auraa(p—mb) =ab=0; he B' devrait être mis au rang 
des nombres b,c, d, etc., et serait plus petit que le plus petit de 
tous, ce qui est contre la supposition. : 


14. Si aucun des deux nombres a et b n’est divisible par un 
nombre premier p, le produit ab ne Le sera pas non plus. 


Soient « et @ les résidus mrima positifs des nombres a et b, sui- 
vant le module p, aucun d’eux ne sera nul par hypothèse. Or si 
l’on avait ab=0, comme ab= «8, on aurait «8 =0, ce qui serait 
contraire au théorème précédent, 
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La démonstration de ce théorème a déjà été donnée par Enclides 
El. vi, 32. Nous n’avons pas cependant voulu l’omettre, tant parce- 
que plusieurs auteurs modernes ont présenté des raisosnemens vagues 
au lieu de démonstration , ou bien ont.négligé ce théorème ; que 
dans le but de faire mieux saisir, par ce cas très-simple , l'esprit de 
la méthode que nous appliquerons par la suite à des points bien 
difficiles. 

15. Si aucun des nombres a, b,c,d, etc. n'est divisible par 
de nombre premier p, le produit abcd, etc. ne lesera pas non plus: 

Suivant l'article précédent, ab n'est pas divisible par p; dpncil 
en est de même de gbo, et ainsi de suite, 


16. THÉORÈME. Un nombre composé ne peut se résoudre que 
d'une seule manière, en facteurs premiers. - 

Il est évident par les élémens, que l’on peut toujours .décom- 
poser un nombre quelconque en facteurs premiers ; mais on 
suppose à tort tacitement que cette décomposition ne soit pags. 
sible que d’une manière. Imaginons qu’un nombre composé... .. 


AA etc., a, b, c, etc. étant des nombres premiers 
inégaux, soit encore décomposable d’une autre manière en fac- 
teurs premiers. fl est d'abord mamfeste que dans ce second 
système de facteurs il: ne peut entrer d’autres nombres premjers: 
que a, b, c, etc. , puisque quelqu’autre que;ce fût ne pourrait di- 
viser À, qui est composé es premiers. Dé même auçun desnombres 
premiers a, b, c, etc. ne peut y manquer, car sans cela il ne divise- 
rait pas 4 (n° 15); la différence ne peut donc porter que sur les 
éxposans. Or soit un nombre premier p, qui ait dans l’un des sys- 
tèmes l'exposant #7, et dans l’aütre ‘exposant 7, m2 étant > 7: di- 
visons de part et d’autre par p”, p restera dans l’un affecté de l’ex-. 


posant m—n ,'et disparaîtra de l’autre, donc gr pourrait se décom-= 
poser de deux manières, dans l’une desquelles p n’entrerait pas; tan- 


dis qu'il resterait dans l’autre , ce qui est contre ce que nous ayons 
démontré. 


17: Si donc le nombre Æeit le produit de #, C, D, etc. ,1l s'en 
suit que les nombres 2, €, D),etc ne peuvent avoir de facteurs 
premiers différens de ceux de 4, et que chacun de res facteurs doit 
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se trouver aufant de fois dans les nombres B, C, D, etc; pris en- 
semble, que dans 4. On déduit de là le caractère pour reconnaître 
si le nombre 2 divise ou non un autre nombre 4. Il le divisera s’il 
ne contient aucun facteur premier étranger à 4, ni aucune puis- 
sance plus grande d’un des facteurs premiers de 4. Si une de ces 
conditions manque, B ne divisera pas 4. | 

A l’aide du calcul des combinaisons , on verra aisément que si... 


=" # c” etc , 4, b,c, etc. étant comme ci-dessus des nom- 
bres premiers différens , le nombre des diviseurs différens de 4, en 
ycomprenant 1 et.4, est (a+1)(8+1)(7+1) etc. 


18. Si donc À ES E° c? et KT m#° etc., et si tous 
les facteurs &, b, c, etc. diffèrent des facteurs k, Z, m, etc.; 4 et 
K n'auront d'autre diviseur commun que 1, ou bien seront premiers 
entr’eux. 

Le plus grand commun diviseur entre plusieurs nombres donnés 
A, B, C, etc. se trouve de la manière suivante : On décompose 
les nombres en facteurs premiers , et l’on prend ceux qui sont com- 
muus à tous les nombres 4,B, C, etc. ( s’il n’y en avait pas de 
tels, les nombres donnés n’auraient pas de commun diviseur } ; alors 
on remarque quels sont les exposans de ces facteurs, dans chacun 
des nombres 4, B, C’, etc.; on donne à chaque facteur le plus pe- 
tit des exposans qu’il a dans 4, B, C, etc., et l’on compose un pro- 
duit des puissances qui en résultent; ce sera le plus grand commun 
. diviseur cherché. 

_ Si l’on cherchait au contraire le plus petit nombre divisible à-lae 
fois, par les nombres 4, B, C,etc., on prendrait tous les nombres 
premiers qui diviseraient quelqu'un des nombres 4, B, C, etc, 
et on donnerait à chacun d’eux le plus haut exposant qu’il ait dans 


les nombres 4,B, C, etc. Le produit de toutes ces puissances 
serait le nombre cherché. 


Soient, par exemple, 
A=504= 2.5.7; B—12880— 26.3.5; C—864— 25.3. 
Pour trouver le plus grand diviseur commun, on a les facteurs 


premiers 2 et 5, qui doivent être affectés des exposans 3 et 2, d’où il 


vient 2°.5°—72. Quant au plus petit nombre divisible par 4,B,C, 
il sera 2°,3°.5,7 6048. 


Nous 


Me ToULe on 


: Nous Dnellens les démonstrations à cause de leur facilité ; d’ail- 


_ leurs on sait par les élémens comment on résout ces ble 


quand les nombres 4, B, C, etc. ne sont point donnés tout dé- 
composés en facteurs. 


19. Si les nombres a,b,c, etc. sont premiers avec k, leur 
produit l'est aussi. 

En effet, puisqu'’aucun des nombres a, b, c, etc. n’a de fac- 
teurs premiers communs avec #, et que le produit de ces nombres 
ne peut avoir de facteurs premiers qui n’appartiennent à quelqu’un 


d’entr’eux, ce produit n’aura non plus aucun facteur premier commun 
avec 4. 


Si les nombres a,b, c, etc. sont premiers entr'eux, et que k 
soit divisible par Chacun d'eux, il Le sera aussi par leur produit, 


C’est une suite des n° 17 et 18. Soiteneffet p undiviseur premier 
quelconque du produit a bc etc. et qu'il ait l’exposant x, quelqu'un 
des nombres a ,b,c, etc. sera divisible par p”, parconséquent #. 
qui est divisible par ce nombre, le sera aussi par p” : il en sera de 


même des autres diviseurs du produit. 

Donc, si deux nombres m,n sont congrus suivani plusieurs 
ne a,b,c,etc. premiers entr'eux, ils le seront aussi süt- 
vant leur produit. En effet, puisque m-—n est divisible par cha- 
_cun des nombres a, b,c, etc. , il le sera aussi par leur produit, 

Enfin, si aest premier avec b, et que ak soit divisible par b, 
k sera aussi divisible par b. En effet , puisque ak est divisible par 


a et par à , il le sera leur produit ; done Dep sers un entier. 
20. Quand A=a° Fc? ele. ( a, b,c,etc. étant des nombres 


prémiersinégaux) , éStune puissance Dasfite , parexemple;quind 
A—k", tous les exposans a, B,7, etc. sont divisibles par n. 


En eflet, le nombre # n’est pas divisible par d’autres nombres 
premiers que a, b,.c, etc; soit a l’exposant de g dans #, dans 4" ce 


sera zx ; donc n4 = a et. = est unentier. On démontrera de même 
que = se 2, € etc, sont des es entiers. 


21. Quanda,b, ce, etc,sont premiers entr'eux , ol que le produit 
B 
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abc etc. est une puissance parfaite k" , chaque nombre a, b,c, 
etc. est une puissance semblable. 


Soit a—/"m"p" etc., /,m,p, etc. étant des nombres premiers dif- 
férens, dont aucun par hypothèse ne divise les nombres b, ©, etc., 


AE À U 
puisque le produit abc etc.est divisible par lm'p etc., on se con- 
vaincra, comme dans l’article précédent , que À,u, x, etc. sont 


divisibles par #, et partant que V a est entier. Il er sera de même 
pour b, c, etc. | 


Après ces notions nécessaires sur les nombres premiers , nous 
allons nous occuper de ce qui peut nous conduire plus directe- 
_ment à notre but. 


22. Siles nombres a etb divisibles par k sont congrus suivant le 
module m premier avec k, . et : sont congrus suivant le même 
module. 

En effet a—best évidemment divisible par #, et, suivant l’'hy- 
pothèse, par 7; donc _ sera divisible par 72 (19), c’est-à-dire, 

a_b 
que >=} ( mod. ). 
Mais si, toutes choses d’ailleurs égales, mm et Æ ont un divi- 
ER AS m k : 
seur commun €, on aura = (mod.®); ear à et— sont premiers 
entr’eux ; mais a—b est divisible par £ et par m; donc —? est di- 
e 


| visible par set par— » et par conséquent pare; c’est-à-dire que? 
est divisible par » OU que È = : (mod. =). 
23. Si a est premier avec m, que e etf soient des nombres in- 
rongrus suivant le module m, ae et af seront aussi incongrus, 
Cette proposition est l'inverse de celle du n° précédent. 

-IL est évident d’après cela, que si l’on multiplie a par tous les 
ncmbres entiers, depuis o jusqu’à »—=1 , et qu’on cherche lesrestes 
minima des produits, suivant le module ", ils seront tous inégaux; 
mais le nombre de ces résidus est m2 » et comme aucun d'os 
m'est >, ils se trouveront tous dans la série depuis a jusqu’à 3. 


AA 
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24. L'expression axr+b, a et b étänt des nombres donnés et x 
un nombre indéterminé ou variable , peut devenir congrue à un 
nombre donné quelconque , suivant le module "1 ; premier avec a. 
Soit c le nombre auquel l'expression ax+ 8 doit être congrue , et e 
le résidu minimum positif de c— b, Par.le n° précédent on trouvera 
nécessairement une valeur de x < m, telle que le résidu minimum 
du produit ax, suivant le module 72, soite. Nommons # oette va- 
leur, on aura av=e=c—b; donc av+b=c (mod. m). 

25. Nous appelons congruence l'expression de deux quantités 
congrues , à l'instar des équations; si elle rénferme une inconnue, 
la résoudre, c’est trouver pour cette inconnue une valeur qui sa- 
tisfasse à la congruence, c’est-à-dire la racine de cette congruence, 
On conçoit par là ce que c’est qu’une congruence réso/uble , et ung 
congruence érrésoluble. On voit enfin que neus emplof erons les 
mêmes distinctions qui ont lieu dans les équations. Nous. verrons 
plus bas des exemples de congrüences ranscendantes. Quant aux 
congruences algébriques , elles se divisent selon la plus haute puis- 
sance de l’inconnue , en congruences du premier, du second degré, 
etc. On peut même proposer plusieurs congruences qui renferment 
plusieurs inconnues , et de l’élimination desquellès nous traiterons, 

26. La congruence du premier degré az+b=c se résout tou- 
jours par le n° 24, quand le module est premier avec a; et si vest 
la valeur convenable de x, ou la racine de la congruence, il est 
évident que tous les nombres congrus à », suivant le module de Ia 
congruence, seront aussi des racines ( n° 9). Îl n’est pas moins évi- 
dent que toutes les racines doivent être congrues à v: en effet, si £ 
est une autre racine, on auraav + b=at+-b; donc av =at, etpar- 
tant »=1. On peut conclure de là que la congruencez=v (mod.m), 
donne la résolution complète de la congruence ax+b=c. 

Comme les résolutions de la congruence par les valeurs de xcon« 
grues à v, se présentent d’elles-mêmes, et que sous cet aspect les 
nombres congrus doivent être considérés comme équivalens, nous 

regarderons ces solutions comme une seule et même. C’est pourquoi 

nous dirons que la congruenèe ax + b=c, qui n'en admet pas 

d'autres, ne peut être résolue que d’une seule manière ou n’a 

qu'une seule racine. Ainsi, par exemple, la COngTUENCE. re. 

6r+5=153 ( mod. 11), n’admet pas d'autres racines que celles qui 
2 
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sont== 5 ( mod. 11). La même chose n’a pas lieu dans les cons 
gruences des degrés supérieurs, et dans celles du premier degré où 
le coefficient de l’inconnue n’est pas premier avec le module. 


27. Ï] nous reste à donner quelques détails sur la manière de ré- 
soudre ces congruences. Observons d’abord que la congruence..... 
axiz=u, dans laquelle le modale est sapposé premier avec z , dé- 
pend de celle-ci, ax 1. En effet, si x=r satisfait à celle-ci, 
+æ=tr(u—1) satisfera à la première; mais en désignant le mo- 
dule par b; la congruence ax=:t 1 équivaut à l'équation indéter- 
minée ax by 1, dont la solution est connue ; aussi nous nous 
contenterons de donner ici l'algorithme du ealcul. 


© Si les quantités 4, 2, C, etc. dépendent de «, 8,7. etc. de 
manière qu’on ait A=a, BR A4+tr,;C—Y DFA; D—S CHEB, 
etc. ;nouslesreprésenterons pour abréger, par 4=[a1],B—[«, 8, 
C=[a, 8,7], D—[a, 8, y, d'|, éte. (*). Soit maintenant l’équa- 
tion ax by, où a et b sont positifs. Supposons , ce qui esf 
permis, que a n’est pas << . Alors en opérant comme on le fait 
ordinairement pour la recherche du plus grand diviseur commun, 
on formera par la division les équations 


a=ab-bc, b=fc+d, c=7d+e, etc. 


dans lesquelles. CS B,;7»0, etc., sont entiers et positifs : et 
B,c,d,etc. vont en diminuant continuellement jusqu'à ce qu’on 


L 


(*) On peut considérer cette relätion de quantités d’une manière plus géné- 
rale, ainsi que nous pourrons le faire dans une autre occasion. Nous ajouterons 
seulement ici deux propositions qui trouvent leur application dans la question pré- 
sente, savoir: | 

1. Ca,6,, a, T6, y... a,l,y,.…..a1.[6, Vian As Hi =en 


où l’on prendra le signe supérieur, lorsqne le nombre desquantités æ,6,y...A,4, 
sera pair, et le signe inférieur dans le cas contraire. 


a°. On peut renverser l'ordre des quantités æ, €, y, etc. x desorte que 
LCaæ,6,7, A HIJ=EU,A,...7,6,«]. 


Nous supprimons ici les démonstrations qui n’offrent aucune difficulté. 


re... 


> 


Do CARITHMETIQUES. 15: 
parvienne à m=—pn—}1; ce qui doit toujours arriver. Il en 
résultera a=[n,u....7, B,al; b=[(n,u... 7»: Bl;et ‘si l’on! 
prendz={[u,...3,8],7—[u,...7,86, a |, on aura ax=—by#r, 
quand le nombre des lettresa, 8 ,y...u#, nest pair, etaxz=by—1, 

 quandil est impair. PEN Re 
28. Euler est le premier qui ait donné la résolution de ces équa- 

tions ( Comment. de Petersb. T. VII, p. 46). La méthode qu'il 

a employée consiste à substituer d'autres inconnues à la place de x’ 

et de y, elle est d’ailleurs assez connue. Lagrange a traité. le. 

problème d’une manière un peu différente. Il observe que si l'on. 


réduit la fraction 5 en fraction continue ‘ 


+ 


: 
a 


etqu'aprésayoir effacé sa dernière partie =y0n Ja ramène à une frac 
. RS ES à L ; : 
tion ordinaire —, on aura ax=—by=1. Au reste les deux méthodes: 
; . Ù à 


conduisent au même algorithme. Les recherches de Lagrange se 
trouvent dans l'Histoire de, l'Académie de Berlin, année 1767, 
pag. 175, et avec d’autres, dans les Ædditions à l'Algèbre d’Euler. 
-'19. Ls congruence ax+1=u , dans laquelle leumôdtle-ni'est pas 
premier avec a, se rämèné facilement-au cas précédent. Soit m le: 
module et d' le plus grand diviseur commun entre a et m; il est 
clair d’abord que toute valeur de x qui satisfera à la congruence, 
suivant le module #3, y satisfera aussi suivant le module d' (n° 5), 
Mais puisque d'divise a, on a toujours ax =0 ( mod. d'}; donc on 
doit avoir #=u ( mod.d'), ou :—2 divisible par d', pour que le 
congruence soit résoluble. 
Posons donc a=d'e, m—=d\f,t-mu—dk; e et f seront pre- 
miers entr'enx, et la congruence proposée d'ex+d'k=0 (mod.d'f),: 
” équivaudra à celle-ci, ex-k=0(mod.f): c’est-à-dire, que toute 
” valeur de x qui satisfera à la seconde, satisfera aussi à la premiere, 
et vice versé. En effet, ex--K sera divisible par f, quand d'exz+-d'k le 
sera par df,et réciproquement. Mais nous avons résolu la congruence 


\ 
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ex+-K==0 ( no, f); il suit de la que si v est une des valeurs de x, 
la congruencez=» ( mod. f) , donne la résolution complète de la 


proposée. 


30. Quand le module est nt il est toujours avantageux 
d'employer la méthode suivante : 


Soit le module = "17, et la congruence proposée ax =b. Résol- 
vons d’abord la congruence suivant le module 77, et supposons 


qu’elle soit satisfaite si = v (mod. T) ; d' étant le plus grand 


commun diviseur des nombres 71 et a. Or il est évident que toute 
valeur de x qui satisfera à la congruence ax = b (mod.mn), sa- 
tisfera aussi àlacongruence ax—=b(mod. m), et que partant elle sera 


comprise dans la formule + — x’, x’ désignant un nombre indéter- 
miné. La réciproque decette proposition n’estpas vraie; z’doit donc 


; e ee Ë mm . 0 
être déterminé de manière à rendre He x’, racine dela congruence 


ax=b ( mod.rrn ); on aura donc mé à. av = b (mod. mn ). 

a y__b—av 
T = 
gruence quelconque du premier degré, suivant le module 77, peut 
se ramener à celle de deux congruences , suivant les modules 71 et 7. 
On voit facilement que si z est lui -même le produit de deux 
facteurs, la solntion de la congruence, suivant le module z , dé- 
pend de la solution de deux congruences dont ces facteurs sont les 
modules ; et généralement, que la résolution d’une congrnence sui= 
vant un module composé quelconque , dépend de la résolution 
d’autres congruences, dont les modules sont Jes facteurs du pre- 
mier. Ces modules peuvent être choisis de manière à être des ROM 
bres premiers, si on le trouve plus commode. 


ou 


(mod.”). Il suit de là que la résolution d'une con= 


Soit par exemple la congruence 19x7=1 (mod. 140 }; si onla re | 


sout d’abord suivant le module 2, on aura = 1 (mod. 2); en faisant 
T1 22, il viendra 582 = — 18 (mod. 140) ou 192 =—9 
(mod. 70). Si l’on résout celle-ci encore suivant le module 2, on 


aura t'=1 (mod. 2), eten posant x'=1<+2x", on aura 381" = — 28 


(mod. 70) ou 19x "=—14(mod. 35). Cette congruencé résoluesuivant 


le module 5, donne x°=4 ( mod. 5 ); prenant a=—4-+52", il vient: 


& 
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997°=— 090 (mod, 55) ou 192"=—18 ( mod.7), qui donne 2°==4 
(mod. 7), d'où x"=—2+ 72". Or en remontant à la valeur dex, 
on trouve z=59+ 140 x"; donc x = 59. 


31. De la même manière que la racine de l'équation ax =D, 
: b MD RE te ep 
, Fe i 4 1 ’ 3 
s'exprime par =, nous désignerons par = la racine d’une congruence 


ax=b, en y joignantle module pour la spécifier. Ainsi - (mod. 12) 
représente un nombre quelconque qui est = 11. ( mod, 12 ), et qui, 


par analogie , peut s'exprimer par — ( mod. 12 ). 


… Tlsuit de là généralement que le symbole 2 ( mod. c ) ne signifie 


rien de réel , ou si l’on aime mieux, est une expression imaginaire, 
sizet cont un diviseur commun qui ne divise pas D ; mais, ce cas 


excepté, l'expression £ ( mod. c ) a toujours des valeurs réelles, et 
en à même une infinité : elles seront toutes congrues suivant c, sic 
est premier avec a et suivant V quand d'est le plus grand commun 
diviseur de a et de c. | | 
- Ces‘expressions se calculent presque de même que les fractions 
ordinaires , et voici quelques propriétés qui se déduisent facilement 
de ce qu’on a vu. 
1°, Sia=«, b=/fsuivantle module c, les expressions? (mod, c) : 


3( mod, c ) sont équivalentes. 
pate = ( mod. ed\ ) et 7 ( mod. c ) sont équivalentes, 


me GR Ye x 

3 7 ( mod. c)et ps (mod. c), sont équivalentes quand # est 
premier avec c. 

Nous pourrions rapporter plusieurs propositions semblables ; mais 
comme elles .n’ont aucune difficulté , et qu’ellessont inutilespour ce 
. qui suivra , nous passerons à autre chose. | 

/ 82. On pent facilement , au moyen de ce qui précède, trouver 
tous les nombres qui ont des résidus donnés, suivant des modules 
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quelconques ; problème qui sera-d’un fréquent usage dans la suite: 
Soient d’abord deux modules, 4, B, suivant lesquels le nombre 
cherché z doit être congru aux ombres a et b. Toutes les valeurs 
de z sont nécessairement renfermées dans la formule 4x—+a, où x 
seitindéterminé , mais tel que 4x +a=b (mod. B), desorte que 
‘si d'est le plus grand diviseur commun de À et de B, la résolution 


complète de cette congruence Lee cette forme 2=7 Gr +) 


ou ce Avi revient au même, dv © PK étant unnombre entier 


indéterminé; donc la formule at Av+X $ renferme toutes les va- 


leurs de z, ce qui revient à tt mod. Fe). S’il y avait 


un troisième module C, suivant lequel le see cherché aut 
être =c, on suivrait la même marche , après avoir réuni les deux 
ane conditions en une seule. Ainsi soit € le plus grand com- 


-mun -diviseur des nombres # et C, on obtiendra la congruence.… à 
LxpatAv=c (mod. ©), qui sera résolue par une con 


gruence de la forme T=Ww (ms =); et lé:sera par la congruence 


E— a+ Av Ga 


; on Frocéderait dei même » quel que 


fût le nombre des modules. Il convient d'observer que sa F €, ae. 
sont respectivement les plus petits nombres divisibles à la-foùs par 


ÆetB, oupar 4,B et C , et l'on en conclut facilement, quel que 
soit le AoDEe des eee A, B, C, etc., que si l’on représente 
par M le plus petit nombre divisible par chacun d’'eùx, on auïa la 
pe complète, enprenantz=r (mod. M ). Au reste, si l’une 

es congruences n’est pas. résoluble , il faut en conclure que le- pro- 
blème est impossible; mais il est évident que cela ne peut arriver si 
Les nombres Æ, B, C, etc. sont premiers entr'eux. 


‘Soient par exemple A=504,B—35, C=16, a 17, b——4, 
‘c—=#33# ici les den conditions que z2=17 (mod. 504), t=—4 
(mod. 35), se réduisent à une seule‘z = 521 ( mod. 2520 ) S Fi ; 


Jointe à la:troisième z2= 35 (mod, 16), donnera A Z2= SA 
{ mod, 5040 ), 


55, 
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88. Quand tous les nombres 4, 8, C; etc. sont premiers entre 
eüx, leur prodüit est le plus petit be divisiblé par chacund'eux; 


_ ét dañs-ce casilestévident que toufes lesc congruences za (mod. A), 


z=b (mod. 2), éte. se ramèneront à une seule z=r (mod. R) qui 
leur équivaudra , R étant le produit des nombres 4, 2, ©, etc. 


iFsmt de là réciproquement qu’une seule condition z=7 ed R) 


peut être décomposée én plusieurs z=r (mod..4}), z2=7r (mod. B); 
z=r (nid. C),etc. si 4,2, C, etc. sont les différéns facteurs 
premiers entr’eux qui composent R. Cette observation nous donne 
non- seulérent le moyen de découvrir l'impossibilité lorsqu'elle 
existe, mais encore une méthode plus commode et plus élégante 
pour FETES les racines. 


5445 Soient comme ci-dessus les conditions z=# (mod. 4), 
22 b (mod. B) ; 2<c (mod. C), etc. Onrésoudratous lésmodulesen 
facteurs premiers entr'eux; 4 en A'A"A" etc. ; B en B'P"B" etc. ; 


. de manière que les Ho A", A", etc., B’, B", etc. soient pre- 


miers ou puissarices de ndinbtes premiers; si l’un des nombres 
A, B, C, etc. était premier lui-même ou puissance d’un nombre 
premier, n’y aurait, pour lui, aucune décomposition à faire. Alors 
ce qui précède fait voir que l’on peut , aux conditions données , 
substituer les suivantes z2=4 ( mod. 4°), 2 4 (mod. 4"), z=a 
(mod. 4°), ete, z=% ( mod. B°), z2=b (mod. B"), etc., etc.; 
Or, à moins que tous les'howibres 4, , C, etc. ne fussént premiers 
éntr'eux; par éxerhple, si 4 n'est bas preinier avèc B, il est évi- 
dent que tous les diviseurs premiers rie peuvéñt être différés dâns 4 
etdans 8, maisqu’il doit y avoir quelqu’un dés diviseurs 4’, 4",etc., 
qui trouve son égal, son multiple , ou s6n soumultiple parmi les 
diviseufs #', B° , etc. Soit d'abérd 4’: B", lés Conditions z=& 
(mod. 4°), Pers (mod. 3°), doivent être identiques , et'l'on 
doit avoir az b (mod. 4” ou mod. B°); aïñéi l'üne ou’l'æutre 
deces denx conditions peut être réjetée ; mais si l’on n'a pas a=b 


_{ mod. 4’ } ,'le problème ‘est impossible. Soit ensuite 2” un mul- 


tiple de 4’, la condition z==4 ( mod. 4) doit être confenne dans 


cellerci,.z = à (mo dB’ ) ,'ou bien celle-ci, zE= b ( mod. 4 A 


quise déduit de la dernière , doit être équivalente à la première ; 
d'où il suit que fa ‘cotdifionr 2= a ( mod. 4"), peut être rejetée, 
si elle ne conttarfe-pas l’autre , auquel cas lé-problême serait im- 

C 
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possible, Quand toutes les conditions superflues sont ainsi rejetées, 


il est évident que tous les modules qui restent sont premiers 


_entr’eux; on est sûr alors de Ja possibilité du prablème , et on 
peut procéder d’après la manière enseignée plus haut. 


35. Si nous supposons comme au n°32 z= 17 (mod. 504), =—4 
(mod. 35 ),=—=33.( mod. 16 ); ces conditions peuvent se décom- 
poser en celles qui suivent : z= 17 (mod. 8), =17 ( mod.9), 
17 (mod. 7), z2=— 4(mod.5), =—4 (mod. 7 );,z=33 (mod. 16). 
De ces conditions on peut rejeter z=17 (mod. 8) et ==17 (mod. 7), 
car la première est renfermée dans la condition z=33 (mod. 16), 
et la seconde est équivalente à z=—4 ( mod. 7 ) : il reste ainsi 


17 (mod. 9) 
—4 (mod. 5) 
— 4 (mod. 7) 

53 ( mod. 16) 


= 


d'où l’on tire z2= 3041 ( mod. 5040). 


Au reste il est clair qu’il sera souvent plus commode de ramener 
à une seule les conditions qui restent et qui proviennent de la 
même, ce qui se fera sans peine. Par exemple, quand on a rejeté 
quelques-unes des conditions z=a(mod. 4’),z=a (mod. 4”), etc. 
celle qui se composera des conditions restantes sera z=a, suivant 
le module formé par le produit de tous les modules qui restent. 
Ainsi dans notre exemple des conditions z=—4 (mod. 5), 
Z=— 4 (mod. 7); on tire sur-le-champ la condition 2=—4 
(mod. 35), d’où elles dérivent; il s'ensuit qu’il n’est pas indifférent, 
quant à la briéveté du calcul, de rejeter l'une ou l’autre des conditions 
équivalentes; mais il n’entre pas dans notre plan de parler de ces 
détails ni d’autres artifices pratiques que l’usage apprend mieux que 
les préceptes. 


36. Quand tous les modules 4, B, C, etc. sont premiers-entr’eux, 
il est préférable le plus souvent d'employer la méthode suiyante. 
On déterminera un nombre « congru à l'unité suivant 4, et à 0 


suivant le produit des autres modules; c’est-à-dire, que « sera une 


\ 


505 (mod. 4), multipliée 
par BCD etc. (n°32); mais il vaut mieux prendre la plus petite 


valeur quelconque de l'expression 


de ces valeurs, Soit de même B=1 (mod. B).et=0 (mod. 4CDetc.); 
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9=1 ( mod. C),et=o (mod. 4BD etc.). Aloïs si l'on cherche 
un nombre z qui soit congru aux nombres a, b,c, etc. suivant les 
modules 4,B, C, etc. respectivement, on pourra poser. ....... 
Z=4aa+ 8 b+y c+etc. (mod. ABCD etc.); en effet ona évi- 
demment «z=a( mod. 4 ), et les autres termes sont = 0 (mod. 4); 
donc z=a ( mod. 4). La démonstration est la même pour les 
autres modules. Cette solution est préférable à la première ; quand 
on a à résoudre plusieurs problèmes du même genre, pour lesquels 
les valeurs de 4, B, C, etc. sont les mêmes; car alors on trouve pour 
a, B, etc. des valeurs constantes. Ceci s’applique au problème de 
chronologie dans lequel on cherchele quantième de l’année pour la- 
quelle l’indiction , le nombre d’or etle cycle solaire sont donnés. Ici 
A7=15, B=—19, C—28; ainsi comme la valeur de l'expression 


TL mod. 15 )» ou zac ( mod. 15) est 15, DER a—6916; ee 


trouvera de même 8—4200, 3—4845. Donc le nombre cherché 
sera le résidu minimum du nombre 6916 a + 4200 b+ 4845 c, a re- 
présentant l’indiction, b le nombre d’or, et cle cycle solaire. 


37. Nous n’en dirons pas davantage sur les congruënces du pre- 
mier degré, qui ne renferment qu’uneseule inconnue; il nous reste à 
parler des congruences qui renferment plusieurs inconnues; mais, 

comme il faudrait donner trop d’extension à ce chapitre, si nous 

voulions exposer chaque chose en toute rigueur, et notre projet 
n'étant pas d’épuiser ici la matière , mais seulement de présenter 

ce qui est le plus digne d’attention ; nous bornerons notre recherche à 


un petitnombre d'observations, réservant l'exposition complète pour 
une autre occasion. 


1°. De même que dans les équations , on voit qu’il faut avoir 
autant de congruences qu’il y a d'inconnues à déterminer. 


2°. Soient donc proposées les congruences 


ax+by+cz....=f(mod.m)...(4) 
de bydecz. fisc (A) 
dx by D (0 
ete. 


[E 


Û 


en même nombre que les inconnues æ, 7, z, etc. 
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On détermingrs les nombres £, £', £*, etc. de manière qu’on ait: 
BE HUE + VE bete. —o, EH CE +c'£ bete. —o, etc. 

et que çes nombres soient entiers et n’aient aucun divigeur com- 

mun, à tous, ce qui est toujours possible par la théorie des équa- 
tions linéaires. AE | Fe: 
‘On déterminera demême v,v', v’, etc. , Gt E, etes, etc., de 
manière qu’on ait | | 
quad + avetc.=0, cuHCv 4 cu etc. =0o, etc. 
at+a£ Hal -hetc.so, à + DEA L'GHpetc.=o, ete.” 

ete. à 
5e, I1 est évident que si l’on multiplie les congruences 4., 4’, 
",etc., d’abord par £, £’, Ë", etc., ensuite par v, v’, v’, etc. ete., 

et qu'on les ajouté , on obtiendra les congruences suivantes : 

Cof+dt ee tete.) JS E RE ete. 
(bu + bu + bu +etc.) y=fu +fv + fr + etc. 
Ces He +etc) 2 SCHL Het 

etc. | 

que y. pour abréger, nous représenterons ainsi : 

& EE) EEE), y .E(b)= ER), 2 ECDEÆE CR); ete. 

4. Tly.a plusieurs cas à distinguer en premier lieu quand les 
coefficiens des inconnues , c’ést-à-dire quand Z(aË), Z(bu}, ete. 
sont premiers avec le module des congruences , ces congruënces 

Peuvent être résolues par les méthodès déjà exposées’, ‘ta solution 

complète du‘problêmé s'obtient par des congraences de cette forme 
ær=p ( mod." ),y7=g (mod. m), etc. (*).Sid'onipropése; par 


-- vers 


(*) El faut abserver que cette conçlusion manque. de démonstration que nous 
sapprimons ic}; car il né suit rigourèusement rien autre chose de notre analyse ; si 
, ce n’est que les songruenges proposées ne peuvent étre résolues" par d’autres va 
leurs de x, y, z etc. maïs non pas que celles-ci satisfassent : il serait même possible 
qu'il n'y eût aucune solution. Le même paralogisme se présente dans la solution 


des équations linéaires, 
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exemple, les congruences ÉHSY+iz=i, 4x HyH5z= 
Sr Er (mod. 8.3, où trouvera £ = 0; fab reg 14 
donc É(a£)=—15, 2(fE)—— 46; donc 15972 26, et'oärtant 
x=2 ( mod. 8). De Ja même manière on. trotivera \y= = — 4 ; 
11; > et ‘délà, Y=#; 2=7 (md. LE PR 


Be. Si tous les. coefficiens Z(aë), » Chu Jo etc. ;: ne, sont pas 
premiers avec le module , soient &, B,7, etc. les sa grands divi- 
. seur$ communs dem et de = (GE) 'E (bu), E (ct) ;etc. respective- 
ment; et il est évident que le problème est. impossible , Sid, B; y» 
etc. ne divisent aussi ECFE }: 2 (fu ) »Z( ff D). etc respective= 
ment; mais quand cés conditions auront lieu , le problème sera ré- 


solu complètement par des congruences telles joe LE CE mod .—- à me); 
| D— 9 (rod. 7): ET (mod. 2) etc.; ou si l'on aime mieux, 
on aura « valeurs détente: pour æ, savoir : p,p +. Dore relie 


Pob—— 


ront aux rire Toutes les solutions de ja quéstio, s’il y; 
en a quelques-unes, devront se trouver parmi celles « que nous venons 
d'indiquer; mais il n'est pas permis de renverser Îa concl usion ; 
car souvent toutès. les combinaisons des « valeurs de La avec célles 
deyet.celles de Z, ete. ne Satiéfont pas aû Prébléie , mréis séulément 
quék ues-unes dont là liaison s'efprime äu moyen d’uné ou de 
plusieurs équ üatiôns de ‘condition: Au reste cominé Ja solution cohi- 
plèté de’ ce problème N'est pas néceësaire - ‘pour la suite, noûs ne 
nous étendrons pas davantage ici sur ce sujet, èt nous nouûs Ccon- 
tenterons d’en donner üne idée par un exemple. . 


. Soient proposées ] les congrüences 3-5 ZA ; 2x 7, 
Bz+ y + 5226 (mod. 12), onauraici£ = 1, £" RTit DES © 
ts Vi , v =; 13, Los, (=; ‘d'où H=—É, 
VE, et 282=06 ; d'où l'on tite quatre valeurs de æ y SaVoir , 

&E2, Fe: me 11; une seule de #11, quatre de. z, Savoir, 
2=0; 5,6, 9{ te 12). Or pour découvrir quelles Combinaisons 
des valeurs de x et de’z on peut admettre, substituons ä a placé d ‘de 

LYS; 2431, ; 11, 34, ce qui i change les congruences proposées 


en fortisn; É S0-H61-Hôu==0 et 134151 gu=0 (mod, 12), 


ED, 8 valeurs pour y, ÿ valeurs pour z, étc. qui satisfe. 
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congruences qui reviennent à 194+3+2=0, $ 10 2/4 21 = 0 
5+51+34= —=0 (mod.4). Chacune d'elles sera évidemment sa- 
tisfaite, si =t+1 ( mod. 4). Concluons de là que les valeurs 
de x=2, 5, 8,11 que l’on obtient en faisant successivement 
1=0, 1, 2, 5, doivent être combinées respectivement avec les 
valeurs 3, 6, 9, odez; desorte qu’il y a quatre solntions. 


T=2, 5,8,11 ... > Y=11,11;11,1 T5 5 z2=3,6,9,0 0 (mod. 12). 


A ces recherches qui remplissent la tâche que nous nous étions 
proposée dans ce chapitre, nous joindrons quelques propositions 
qui se rapportent aux mêmes principes , et qui seront d’un fréquent 
usage par la suite. 


38. ProBLÈMe. Trouver combien il y a de nombres plus petits 
qu'un nombre donné À , et premiers avec lui? Vésignons , pour 
abréger , le nombre Cherche par le caractère ® placé avant le 
nombre donné; le nombre cherché sera @Z. 


°, Quand A est premier, il est évident que tous les nombres, 
depais 1 jusqu’à /—1, sont premiers avec 4, et partant, dans ce 
cas,onapA—A—1 


2°. Quand 4 est une puissance d’un pes premier P» p" par 
exemple ; tous les nombres divisibles par p ne seront pas premiers : 
avec À, les autres le seront ; c’est pourquoi de p"—: nombres, il 
faut rejeter ceux-ci : p, 2p3.3p...( p“'—1)p. Il en restera donc. 
PT (pr) pr pe pr (p—1 ) donc...,,:.... 
Qp"=p"—".(p—1). 

3, Les autres cas se ramènent facilement à ceux-ci, au moyen 
de la proposition suivante : Si on décompose A.en facteurs... 
M, N, P, etc. prémiers entr'eux, on aura PA=ÇM. oN.pP.,.etc,, 
qui se démontre ainsi qu'il suit. Soient », m', m", etc. les nombres 
premiers avec Met plus petits que lui. Soient de même 7,7", n°, etc. 

Ps 2; P" , etc., etc. les nombres premiers avec N, 2; etc. respecti- 
yement, et Plus petits qu'eux; il est évident que tous les nombres 
premiers avec 4 le seront aussi avec les facteurs M, N, P, etc. , 
et réciproquement (n° 19 };'et qué tous les nombres qui seront éon- 
grus à l’un” queleonque des nombres #71, m , etc. suivant le mo- 
dule M; seront premiers âvec M3 de même pour N, P;,etc. La 


FE 
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question est donc réduite à déterminer combien il y a de nombres 
au dessous de Æ, qui soient congrus à quelqu'un des nombres 
m,m';,etc. suivant le module M, à quelqüun des nombres 
7, n’, etc. suivant le module N, etc.; mais (n° 32 ) tous ‘lés 
nombres qui ont des résidus donnés suivant chacun des modules 
Pi NID etc. doivent être congrus suivant leur produit 4, et 
parconséquent il ne peut y en avoir qu’un seul congru à des rési- 
dus donnés suivant les modules M, N, P, etc. » et qui soit plus 
petit que 4. Ainsi le nombre cherché sera égal au nombre des 
combinaisons des différens nombres”,m" ,m",etc.avec les nombres 
n, n, n°, etc. et lesnombres p, p’, p',etc., etc. Or par la théorie 
des. combinuibons , ce nombre est g (M).p(N).g(P). etc. 

4°. On voit facilement comment on peut appliquer cette propo- 
sition au cas dont il s’agit. On décomposera 4 en facteurs pre- 


miers ; c'est-à-dire ,; qu’on le réduira à la forme bc etc. + 
a), b,c, etc. étant des nombres premiers différens. Alors on aura 
pA=pa". ph" qu). etc. 0%" (ar). (ba). © (ox) etc., 
qui peut se mettre sous la forme plus élégante. | 


pA= À. 1,2, etc. 


Exemple : Soit 4—60=— 2.3.5, on aura p4—60.1.5.#.#—16 
Ces nombres premiers avec 60, sont : 1,7, 11,13, 17, 19, 23, 
29, 51,87, 41, 43, 47, 49, 55, 59. 

La première solution de ce problème se trouve dans le Mémoire 
d'Tuler , intitulé : Theoremata arithmetica nové methodo demons- 
trata. (Comment. nov. acc. Petrop. VIII, pag. 74). La démons- 
tration en a été donnée encore dans une autre dissertation intitulée : 
Speculationes circa quasdam insignes proprietates numerorum. 
(Acta Petrop. VIII, p.17). 
39. Si la signification du caractère @ est déterminée de manière 
à ce que 9.4 exprime combien il y a de nombres premiers avec A, 
et non plus grands que 4; alors on n'aura plus @r=0, mais=—1; 
mais dans tous les autres cas il n’y aura rien de Changé. En adop- 
tant cette définition, nous aurons le théorème suivant : 


24 RECHER QUES | 
_Ba;a,a,efc. sont taus les diviseurs de A, l'unité : Ep 
campris, on auf qa+ ga + parie. A. Patexemple, si 4—30, 
ga AUTA 
| orhon-po%tes +06 p1o-for5fpso 141 pod ot 8—30. 
Démonstration. Si Yon multiplie tous es nombrés ‘péemiers 
arec get non plus grandsque lui par À, de, même tous les nombres 
premiers avec pat L etc’; on aura ga + Ga + ga" + etc. , 


nombres fous non plus grands que 4; mais 
1°. Tous.ces'nombres seréht inégaux; car il est évident: que ceux: 
iprovie jeanent du même diviseur de, sont tous inégaux. D'ailleurs 
sil en résultait deux égaux provenant de divisenrs différens MetW, 
et de nombres À et » ge leur cb respectivement premiers ; 5 


c est-à-dire, si l'on avait À TS y. » Où ‘bien Nu = My; à en posant 


MN, (ce qui est permis ). il s’ensuivrait, puisque M est : premier 
avec et qu'il divise Nx, qu'il devrait aussi diviser, M, ce qui est 
absurde. 

. 2. Entre ces nombres on'trouvera tous ceux qui composent là 
suite 1,2, 3....4. En effet, soit fun nombre quelconque qui 
ne nee pas 4, et d' le plis grand commun diviseur entre 


_Aets, <. sera le diviseur de À avec lequel-s" era premier.-Donc 
le nombre : se trouvera parmi ceux qui ont été produifs par 16 


A 
diviseuri 


3, Ï1 suit dé Ta cque Je nombre total en est Æ; donc... 
A = ça + pa" + pal "etc. 

40. Si est Le plus. grand diviseur commun. des. nombres ss 
À, B, C, D, etc. on peut toujours déferminer les nombres 
a, + c, d, étc, de manière qu'on aït aA-HbB+eC ec. = 
| Considérons d’abord deux nombres 4: et B seulement , et sôit À 
lgur plus, grand diviseur commun. Alors la congruence AXE | 
(mod,:& } sera mésoluble (n° 30). Soit la. racine a , et. que Lai 


fase lee, ‘On'aura à LH BB Et x 


S'il 
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S'il : g'a ur troisième” nombre’ ‘© soit" lé plus: grand’ divisenr 

commun de x et de C; il sera ‘en: éme temps celui: dés trois 

nombres 4, B, C; (*}. On déterminera lès nombrbs ket y dé ma 
nière qu’on ait ki yC=N ,; et l’on taura Ke4 ARBRE AH CN 


S'il ÿa ün aoscsne nombre D, soit À" le plus grand diviseur 
commun dé N''et de D ,'il Serà en même temps celui des quatre 
nombres "A; B, C; D. On fera KX HI DE=KX, et partant.on aura 
K'ka A + KKBB + fr —d'D=X. 

On procéderait. de la même manière s’il y avait plus de, be | 


_ Si les nombres 4 BR; Ci etc: n'avaient paa.de diviseur commun, 
il.est clair qu’on aurait 4.4 + BB +eC+ éfcr = Le é 
* 41. Sipest un nornbre premier, ei qu'on “ait p'choses parmi Les- 
queiles il'pèui s'en trouver ün certain nombre d'égèles éntr'élles, 
pourvu "que toutes ne lé soient pas : Le nombre des * bérinuta- 
tions: de \cës choses Sëra divisible par p+ 


‘Par exemple » Cinq chosés A, À, À, B, "B' peuvent se Aisposer de 
dix manières différentes. 


La. démonstration. ‘de ce théprême. se dédhit facilement: dela 
théorie connue des permutations. En sffet, supposons que; parrai ces. 
p,choses, il y en ait a égales à 4, b égales à B, c'égaäles à:C ,etc., 
desorte. qu'on, ait 4-hb-t6h top; lesnambrése, 2; c) etes. 
pouvant-anssi désigrer l'unité. Le. nombre. des. permutations sers: 


112.9, :.p 
Ji. HA dc ete. 


visible par Île dénominateur, uisque le nombre des permutations 

est entier; mais il est divisible par p, tandis que le dénomina- 
têur, ; qui ‘est corhposé de facteurs lus petits que? , n’est Pas divi- 
sibte Bar ptr. 19); ; ‘dônc le noibe. des pérmutations sera diyi- 
sible-par p. * 


Nous espérons. cependant q que Ja démonstration suivante ge dé- 
pläira pai à quelques lecteurs. 


i— 


n of le nurérateur est évidemment di- 


5e En‘effet fi n° n'était pas Je plus. ‘grand commun diviseur de À, B,C,ily 
en--ainat: ‘un phs grand que #’. ‘Or celi-ci divisera Æet B, partant il divisera 
a A+ 8B ou À ,'ÈP ‘qui est aBsuürae, 
D 
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Lorsque dans deux permutations l’ordre. des choses ne différéra 
qu'en ce. que celle qui tient la première place dans l’une , ‘en occupe, 
une différente dans l’autre, mais que du reste toutes les autres 
choses, à partir de celle-là, suivent Je même ordre dans cha- 
cune des permufations, de manière que la dernière de l’une se 
trouve placée immédiatément avant la première dans Pautre; 
nous lés appellerons permufations.semblables (7). Ainsi 4ABCDE 
etDEABC, ABAAB et 4BABA seront semblables. 

Or comme chaque permutation est composée de p choses, il.est 
clair qu’on pourra en trouver p—1 , semblables à une quelconque 
d’entre:elles ; si l’on met successivement à la seconde:,. à'la troi- 
sième place, etc , la-chose qui-occupait la ‘premsière ; donc si au-- 
cunes-de. ces. permutations semblables ne sont identiques ; il -ést 
évident que le. nombre total des permutations sera égal à p fois.le- 
nombre des permutations dissemblables , et conséquemment sera 
divisible par p. Supposons.que deux permutations semblables 
PQ...TV...FZ, V...FZPQ...T puissent être. identiques , 
“et que P'qui occupe Ka première place dans la première ,. occupe 
la 7 + sème dans la seconde : on aura dans la dernière série le 
n'«piine ferme égal au ‘1e, le: -paième égal au 2ème, etc:, 
d'où résulte que le 271 1ième est encore égal au preimier, et par- 
conséquent le 374 1m, et généralement le kn—mime égal au 
mème ( où quand #n-km> p ; il faut imaginer qu'on reprenne ton- 
jours par lé: commencement; la -séñe 7*:.:.:F2PQ:...T;:à moins 
qu’on. ne retyanche de 4125, le: multiple de p, qui en approche 
le plus en moins ). Cela posé, si on détermine # de manière que 
kn=1(mod.p}), ce qui peut toujours se faire , puisque p est 
premier, il suivra de là que généralement le 7zi®eterme serait égalau 
m--rième, c'est-à-dire ‘qu’un. terme quelconque serait égal au sui= 
vant , ou que tous les termes seraient égaux entre eux, ce. qui. est 
contre l'hypothèse. ue 

42. Si Les coefficten$ a, b, c, etc. , Hs 4Pbe en elc: , n’; de 
deux fonctions de la forme | 

«) Si l'on écrivait en cercle les permutations semblables; de manière. que ia 
dernière chose touchât à la première, il n° y aurait auçune différence entre: elles, 
parcequ'aucune place ne peut s'appeler la première ni la dgrnière. 
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part. pr... (P), aan, nr... (O) 
‘sont tous rationnels » Mais non pas tous entiers, et que le pro- 


duit soit XF HAE IE, AN, les coeficiens À, B, C, ‘etc. ; N 
ne peuvent être tous entiers. 


Eu effet, réduisons à leur plus simple expression toutes les frac- 
tions qui peuvent se trouver parmi les nombres a, Bb, c,. etc. ; 
a’, b',c', etc.; et choisissons un nombre premier p qui divise 
un ou plusieurs des dénominateurs de ces fractions. Supposons 
que pP divise le dénominateur d'un coefficient fractionnaire 
de (P), il est clair qu'en divisant (Q) par ps on aura aussi 


dans «R2 au moins un coefficient fractionnaire dont le dénomi- 


nateur A AL par p ( le coefficient du premier terme > par 


exemple ). Or on voit facilement qu’on pourra toujours trouver un 
terme fractionnaire de (P}) dont le dénominateur contienne p 
élevé à une puissance plus grande que dans tous les termes qui 
précèdent , et non moindre que dans tous ceux qui suivent. Soit 
ce terme Gzx° et £ l'exposant de p dans le dénominateur. On trou- 


vera un terme pareil dans eu , que nous supposerons être Lx”, 
l’exposant de p dans le FA AN ETPESE , étant Tr ; on aura au moins 


tbr=2. Cela posé, le terme Æ TT du produit de (P) par (Q) 
aura un coefficient fractionnaire dont le dénominateur renfer- 
mera p.élevé à la puissance {+ T—1. 


En effet, soient ‘Gxs+t, Gt oc. rie qui précèdent 
Gaz dans (P); Ga, Gi Letc. ceux qui le suivent. Soient 


‘de mêñie dans @, tt, DArtrnre » etc., les termes qui. -Pré- 
cèdent T5”; et: na, É mA, “ktc. ceux qui-le suivent. Dans 
be produit de (P) pur 2 le coefficient de 287? sera évidemment 
«GT +"GT + "GT etc. 
+'TG + "TG" + etc. 
Le premier/terme GT sera une fraction qui, réduite à sa plus 
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simple expression aura son dénominateur divisible par p' ce . Si les 


PTE AE 


autres termes sontfractionnaires , leurs dénominateurs ne contien- 


dront que des puissances de p moindres que p Rs , puisque: chacan 
d'eux est le produit de deux facteurs , dont l’un ne contient qu’une 


puissance de. p plus petite que p' où. P', et l’autré nne “puissance 
_. plus: grande qué-- ÿ” ‘on p'. Ainsi GT sers de fa forme. 
3 me _— ,» et le reste de la forme rs > €» f, et f” étant indépen- 


dans de p. * Donc la somme sera EEE dont le .:numérateur 
n'est. pas divisible par. p, et dont: parconséquent le. dénémina- 
teur ne SE être ramené à refermer une puissance de p moindre 


que Fu . Donc le coefficient du terme #77 dans le produit de 
_(P) par (Q) sera CE , c’est-à-dire une fraction dont le dénomi- 
.Hiateur renferme l# ptiséancé /T—1 dé p. 
43. La éogruence du degre m.. 


Aa" HBx"= + Car helc. LMIzLNE=O, 


dont le module est un nombre premier p qui ne divise pas A, 


ne peus pas étre résolue de plus de m mgnires , Qu n'a pas plus 
de mracineÿ: ‘ircongrues suivant p. 


En effet, supposons, s’il est possibie, qu’on: donne des congrueness 
de différens degrés m, n, etc., qui aient plusdém,n, etc. racines; 
soit "m le plus petit id nombres:7#2; 7, efc.; nee ‘aie toutes 
les congruences. d’ un degré inférieur à 2 5 éecordene ätec notie 
proposition. Comme elle est. démontrée :plus ‘haut (n° 26.).-pour 
Je premiér degré, m sera = 2 ouù> 2. Admettoné donc que la con- 
grnence Ar" Ban i-bete.=k MirNE=0 , hit ac mobs mp1 
racines Z=a, xæf6, x), etc.;.et supposons que. tous les 
nombres a, B,7,etc., sont positifs et plus petits que p, ce qui 
est permis, et en outre que « soit le plus-petit. Faisons dans la 
congruence proposée z==y-+e . elle deviendra 


. A+ Br + etc. Mr N' Es 
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Or: il'est évident que cette congruence sera satisfaite siy=o ou 
Ef—a, on =7y—e, etc., racines toutes différentes, et en nombre 
m1; mais de ce que ÿy=0 est une racine ; il suit:que AN’ est 
divisible. par p, on aura donc 


ASE HE y" + etc. + M')=0 (mod.p), 


congtuence qui sera satisfaite, en y substituant à la place de y 
‘une quelconqué des m valeurs: B—4, y3—«, etc., qui sont 
toutes >> o et < p. Parconséquent , dans ces différens cas,..... 

AY" +B'y""+etc. + M’ deviendra =0 (n° 22); c'est-à-dire 
que la congruence 4y"7* + B'y"=* etc. + M'=0 qui est du 
degré 7—1, aurait M racines; ce qui ne s'accorde pas avec 
notre théorême , quoique nous ayons supposé que toutes les 


congruences d’un degré inférieur à 77, y satisfissent; ce qui . est 
absurde. 


44. Nous avons suppôsé îci que Te module p ne divisait pas le 
coefficient du premier terme; mais le théorème n’est pas restreint 
à ce seul cas. En effet, si le premier coefficient, et même quel- 
ques-uns des suivans étaient divisibles par p, on pourrait les n6- 
gliger sans erreur, la congruence serait réduite à un degré in- 
férieur, et le coefficient du premier terme ne serait plus divisjble 
par p, à moins que tous les coefficiens ne le fussent , auquel cas 
la congruence deviendrait identique , et l'inconnue serait a 
solument indéterminée. . 


Lagrange est le premier qui ait proposé et démontré ce théo- 
_ rême (Mémoires de l’Académie de Berlin, ann. 1768, p. 192). 
I1 se trouve aussi dans la Dissertation de Legendre , intitulée 
Recherches d'Analyse indéterminée ( Histoire de l'Académie de 
Paris, 1785, p. 466 ). Euler dans lès Nouveaux Commentaires 
_ Académiques. Pétersb. XVIII, p. 93, a démontré que la con- 
gruence 2°—1=0 ne pouvait pas avoir plus de 7 racines. Quoique 
ce ne soit qu’un cas particulier, la méthode dont ce célèbre Géo- 
mètre s’est servi, peut s'appliquer facilement à toutesles congruences. 
Il s'était déjà occupé d’un cas plus particulier ( Comment. Ac. 
Pétersb. V. p. 6); mais cette méthode ne peut. s’employer géné- 
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ralement. Dans la section VIIT, nous démontrerons ce’ théorème 
d’une autre manière; mais quoique toutes ces méthodes puissent 
paraître différentes au premier aspect, les gens instruits qui vou- 
dront les comparer, s’assureront aisément qu’elles partent toutes 
du même principe. Au reste ce théorème ne devant être consi- 
déré ici que comme.un lemme , ét l’exposition complète n’appar- 
tenant pas à cette section, nous ne nous arrêterons pas à parler 
des modules composés. 


LS dt D D A D D à D à … à 
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SECTION TROISIÈME. 
Des Résidus des Puissances. 


45. Tr ÉORÉÈME. Dans: toute progression: géométrique: 
1, a*, a°etc., outre le premier terme 1 , il y en a encore un autre 
a’ congru à l'unité suivant le module p premier avec a, l'ex- 
posant t étant < p. 


* Puisque le module p est premier. avec a, et parconséquent'avec 
une puissance quelconque de a, aucun terme dé la progression 
ne sera =0 ( mod. p ), mais chacun d’eux sera congru à quelqu’um 
des nombres 1, 2, 3, 4...p—1. Comme le nombre de ces der- 
niers est p—1, il est évident que si l’on considère plus de p—1, 
termes de la progression , ils ne pourront'pas avoir tous dés résidus 
minima différens.. Ainsi parmi les nombres:1', a*, a*:..a*, on 
en trouvera au moins deux congrus. Soit donc a"=a" etm>n, 
on aura, en divisant par a" (n° 22), a" 1, vu'nm—n<p'et >0. 


Exemple. Dans la progression 1, 2, 4, 8, etc. le premier terme 
qui est congru avec l’uuité suivant le module 13, se trouve être 
2®—4096 , mais suivant le modale 23, on a dans la même pro- 
gression , 2°—2048=1 ; de même 5°= 15626= 1 (mod. 7); et 
55=3125=1 ( mod. 11). Ainsi dans quelques cas la puissance de 
aongrue avec l’unité , est plus petite que a, et dans-d’Autres, 
il fant remonter jusqu’à la puissance p — 1 elle-même. 


46. Quand la progression est continuée au delà du terme qui 
est congru à l’unité , on retrouvera les mêmes résidus qu'on avait 
à pertir du commencement. Afnsi, soit a'=1, on aura a"*"==û , 
ao, etc, jusqu’à ce.qu’on parvienne au terme 4*, dont le 
résidu 7zmimum sera de nouveau =1, et la période des résidus 
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recommencera. On aura ainsi une période de 4 résidus qui se ré- 


pétera continuellement, et l’on ne pourra trouver un seul résidu qui 


ne fasse partie de cette période. On aura en général a"=1 et 
at"; ce qui peut se présenter ainsi suivant notre notation: si 


ræp(mod.t), on aura 9° # (mod. } 


47. Ce théorème fournit le moyen de trouver facilement les 


résidus des puissances, quelle que soit la grandeur de l’exposant dont 
elles sont affectées ,.en même temps qu’on découvrira la puis- 
sance congrue à l’unité. Si, par exemple, on demande le reste de la 
division de 3% par 13, comme 3°=1 (mod. 13), onat=—3, et 
comme d'ailleurs.1000= 1 (mod.3}), on trouvera 3:°*=3 (mod18), 


48: Si a' est la plus petite puissance congrue à l'unité, (en. 


exceptant a’=—1, cas que nous ne considérons pas), les restes 
qui composent la période seront tous différens, comme on lé voit 
sans difficulté par la démonstration: du n° 45. Alors la proposition 
du n° 46 peut être renyersée. Savoir , si 4"=a" ( mod. p),-on 
aura mn (mod./): car si 2 etz étaient incongrus suivant £ ; 


leurs résidus rrinima jp et » seraient différens. Mais d'=a", 


«# 


ae 3 Û < LEE La LA . : e 
a ="; donc a =a , c’est-à-dire, que. toutes les puissances 


au dessous de a‘ ne seraient pas incongrues, ce qui est contre l'hy- 


pothèse. | 

"Si donc a'=1 (mod.p),on aura 4=0 (modif), c'est-à-dire 
que £ sera divisible par z. 

| Nous avons parlé jusqu'ici de modules quelconques ,: pourvu. 
qu’ils fussent premiers avec a. À présent. examinons à part les’mo- 
dules qui sont des nombres premiers absolus, et établissons sur ce 
fondemént des recherches plus générales. | 


49: THÉORÈME, Si p es un nombre premier qui ne divise pas a; 


eb que a soit la plus petite puissance de à congrue à l'unité, 


l'exposant t sera =p—1, ou une partie aliquote de p—x, 
Voyez. pour des exemples le n° 45, 
Comme nous avons déjà prouvé que { est=;p 1 OU CH rt À 


il reste, à faire voir que dans le dernier cas il est toujours ane 
partie aliquote de ny, : | 


3°. 
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ne. Rassemblons les résidus minima positifs de tous les termes, 
1,a,a*, a... ,et désignons-les par à, «’, «”, etc. desorte qu’on 
aita=1:,«=a,a=a", etc. il est visible qu ile seront tous diffé 
rens; car si deux termes a”, a” donnaient les mêmes résidus, on 
aurait a"#=1 (en supposant mn et m—n<1); ce qui est 
. absurde , puisque a: est la plus petite puissance de a congrue à 

l'unité. Au reste tous les nombres &, «', æ’, etc. sont compris 
dans la série 1,2,5,4......p—1, série qu’ils n’épuisent pas 
lorsque £ <p—1. No RE par (2) la somme de tous ces 
résidus, et (4) comprendra un nombre z de termes. 


+ Prenons un nombre quelconque B ; parmi ceux de la série 
4,2, 3...p—1 qui manquent dans (4). Multiplions 8 par &, 
a’, a’, etc. et nommons B, £”, £", etc. les résidus minima qui 
en proviendront , et qui seront aussi en nombre £. Ces résidus seront 
différensentreux , etdifféreront des nombres «, «', a”, etc. En effet, 
#ila première assertion était fausse, on aurait 6a"—= Bar, d'où l’on tire, 
æn divisant par B, a"=a": ce qui est contre ce que nous venons 
de démontrer : si la dernière l'était, on aurait Ba"= 4"; d’où, 
quand 7 >m, f=a"", c'est-à-dire que B serait congru à quel- 
qu’un des nombres «, «’,«”, etc. : ce qui est contre l’hypothèse; mais 
siz<m, on aura, en multipliant par a", fa'=a't"-", ou,comme 
at=1, B=a"", d'où résulte la même absurdité. Désignons 
par (B) la somme des nombres 8, {3, É”, etc. qui sont en nombre #; 
on aura déjà 24 nombres parmi ceux-ci 1,2, 3....p-1, Donc 


si (4) et (B) épuisent cette série, on aura {= P= - 


5°, Mais s’il en manque quelques-uns, soit y un de ceux-lk. 
Multiplions «, æ, «’, etc. par y , et soient y, y’, y’, etc. les ré- 
sidus ririma de ces produits, dont nous désignerons l'ensemble 
par(C); (C) comprendra tnombre pris dans Ja série 1,2, 5... p—1 
qui seront fous différens entr’eux et non-compris dans (4) 
et (B). Les deux premières assertions se démontrent comme ci- 
dessus (2°); quant à la troisième , si l’on avait ya"=/£a", on en 
tirerait y = Ba", ou y= Ba"), suivant que m <n ou >n. Dans 
V’un ou l’autre cas y serait congru à quelqu’un des nombres qui 
composent (B) ; ce qui serait contre l'hypothèse. On pose 34 


< 
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nombres pris dans la sérier,2,3,..p—:1, et s’il n’en reste plus, 
1— ., conformément au théorême. 

i 4. Mais s’il én reste encore quelques-uns, .on arrivera de même 
une quatrième semme de nombres (D),.etc.; et comme la 
série 1,2,58,etc:p—1 est finie, on voit que.l’on parviendra né- 
cessairement à Vépuiser , et p —1 sera. un-multiple de 7; donc # 
sera ‘une partie: aliquote de p—1. 

bo. Puisque — est un nombre entier , il suit qu’en élevant 
chaque membre de la congruence a'=1 (mod. p) à la puissance raté 
on aura "= 1:(mod.p); c'est-à-dire, que 477'-—1 sera toujours 
divisible par p quand p est premier et qu'il ne divise pas a. 

Ce théorème remarquable, tant par son :élégance que ‘par sa 
grande utilité, s'appelle ordinairement #héoréme de Fermat, du 
nomde l'inventeur. (Férmatii opera Math. Folosæ1679.F'o1. p.163.) 
Fermat n’en a pas donnéla démonstration, biën qu’il ait assuré qu’il 
l'avait trouvée. Euler en a le premier publié:und dans la Dissertation 
intitulée : Démonstration. de quelques. théorémes relatifs aux 
nombres premiers. (Comm: Ace. Pétrop. T. vis) (*); elle-est 
tirée du développement.de (ar, qui fait voir par la forme 
des coefficiens, qué (a-H1}-“a?-r'est toujours divisible-par p, 
et que: parconséquent (a i—{a1) le sera si aa l’est. Qr 
comme :#— 1.est divisible par p ;:27—2 le sera done; et partant 
37—3, et généralement æ—4. Donc si p ne ‘divise pas a, 
on aura aussi @—'— 1 divisible par p.. Ce que nous venons de 
dire. suffit pour faire connaître l’esprit de la 'démonstration. 


(*) Antérieurement (Comm. -Petr. T.:VI. p. 106 } ce grand. omme n'était pas 
Paryenu encore au but. Dans la fameuse discussion entre Maupertuis et Konig ; 
sur le principe de la moindre action; discussion qui les jeta dans des digressions 
étrangères , Konig assura qu'il avait entré/les mains un manuscrit autographe de 
Leibnitz, qui. contenait une ‘démionstratién' de ce. théorême :tonforme: à celle 
d'Euler (Appel au Public. p.,x96). Quoique nous ne voulions pas refuser de 
croire à ce témoignage, il est sûr cependant que.Leïbnitz n'a jamais publié sa 
démonstration, (Poyez Hist. de l'Acad, de Berlin. 1750. p. 530 ). 
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Larñbert en à :donné) une’ semblable, ( Æctx ermditorim. 764 
p. 109: ). Mais comme: le: développement dé la -puissancé d'us 
binome semble: étranger à Ta théorie des:nombrès;"Euler ({ Cvinm.: 
nov. Petrop.-T. vin; :p. 701 ) donna une autre démonstration: qûb 
est conforme à celle que nous venons d'exposer: Dans }a suite ik 
s'en-présénteraæ;envôra d'antresæicionous :nquei dontenterons deg 
donner encore une déduite du même principe que celle d’Ealér. L# 
proposition suivante, dont-le. théorême  gn..anestion n’est quiun 
Gas particulier, nous sera utile pour. d’autres recherches. 
: 51. Si p.est un nombre premier, la puissance p du:polynome 
a b+c+ etc. est = ap +-bP+ cP + etc. suivant'le module p.. 


On sait. que (a-+b+c-tetc.} est composé de termes de la 


_forme Pa*3 à etc. où l'on a a+B+ y + etc. —p » P étant le 
nombre de.permutations de -p. choses, dont x, B; 7 etc. son. 
respectivement égales à a, b, c, etc. Mais nous avons fhit voir 
(a%:4r):que: ce nombre était toujoars ‘divisible: par p ; k:moinye 
que toutes les lettres né fussent égales. éntr’ellès ;: c'est-à-dire, à 
moins que l’un des nombres: &, 88, 7ête-ne fût égal p, et:les autres 
égaux à zéro; d'où il. suit que:tons les termes: du‘développement; 
excepté &, b*,. etc. sont divisibles par p, et.que. parconséquent 
(a+b+c+etc.}=eæ+b-HhoHetc. (mod.p). | 

Si’ toutes les quantités u, b,c,etc. soht supposées — 1 1; et 
que leur nombre soit #, vnédura 4 2 #\\éomtine dans le n* pré? 
cédent: : 

52. Comme les nombres qui sont diviseurs de Demi sont les. 
seuls qui puissent servir  d’exposans aux plus petites puissances 
congrues avec l'unité, on est porté à chercher si tous les diviseurs 
de p—1 jouissent À cette propriété ; ; et, quand on .classe tous 
les nombres non divisibles par p. suivant l’exposant de leur plus- 
petite puissance congrue à l'unité, ‘combien il y en'à pour chaque 
exposant. Nous observerons d’abord qu’ il suffit de considérer, les 
nombres positifs depuis 1 jusqu à p— 1: il est évident en effet. que 
les nombres. congrus doivent être élevés à la même puissance pour 
devenir congrus à l’unité, et que parconséquent un nombre quèl- 


-conque doit être rapporté au même exposant que 3on résidu minime 
| 
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positif ; ainsi nous avons à rechercher comment les nombres 
1,2 3....p1, doivent être distribués sous ce point de vue, 
relativement aux facteurs de p—1, Pour abréger , si d'est un 
des facteurs de p— 1, entre lesquels on doit compter et p—3, 
nous représenterons par + d la multitude des nombres positifs plus 
petits que p , dont la puissance d'est la plus petite qui soit congrue 
à l'unité. ‘ | 
_ 55. Pour nous faire entendre plus facilement, nous présente- 
rons d’abord un exemple. Soit p—19, les nombres 1,2, 3...18 | 
peuvent se distribuer de la manière suivante relativement aux 
diviseurs de 18 : 


| 2, 3,10 
111. 2{18, ser be 8 ce LT POV 

Ainsi dans cas Limr, d2=1, d3=2, d6—2, Jo=6, 
LV:18—6. Avec une légère attention on voit qu'il y en a, rela- 
tivement à chaque exposant, autant qu’il y a de nombres premiers 
avec cet exposant et non plus grands que lui, ou bien , en reprenant 
le signe du n° 40, que J2— 91. Mais on peut démontrer géné- 
ralement cette observation de la manière suivante: 

1°. S’il y a un nombre a appartenant à l’exposant 4, c’est-à-dire 
dont la puissance 4 soit congrue à l’unité, et les puissances infé- 
rieures incongrues ; toutes les puissances de ce nombre , savoir 
Z;a',d, af... a*, ou leurs résidus z%3ima, auront leur puis- 
sance d congrue avec l’unité ; et comme cela peut s'exprimer en 
disant que les résidus #nima des nombres a, a’, a*, ... a qui 
sont tous différens sont les racines de la congruence x = 1, qui ne 
peut avoir plus de d racines différentes , il est évident qu’il n’y a 
pas de nombres autres que les résidus minima de a, a° a°, ... af, 
dont les puissances 4 soient congrues à l’unité ; d’où il suit que 
Îes nombres appartenans à l’exposant d se trouvent tous entre les 
résidus minima des nombres a, a°, a°,...a’. On déterminera 
comme il suit quels ils sont et quel est leur nombre. Si # est un 
nombre premier avec d, toutes les puissances de z*, dont les 
exposans sont < 4, ne seront pas congrues à l'unité. Soit en 


effet (mod, d)=m (voyez n° 31); on aura a = ; donc si la 
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puissancee de a*était cangrue à l'unité , et que l'on eûte < 4, on au- 
rait aussi a“"= 1 , et parconséquent a°= 1; ce qui est contre l'hypo- 
thèse. Il est évident, d’après cela, que le résidu minimum de a 
appartiendra à dj mais si # a un commun diviseur d' avec 4 ; 
le résidu nn de a* n’appartiendra pas à l'exposant d. 


Car = est divisible par Z, ou bien W=o ( mod. d); parconsé- 


kd : . 
quent a Li = 1 ; c’est-à-dire (a) = 1. Nous conclurons de 1à qu’il 
y a aufant de nombres appartenans à l’exposant d, qu’il y a de 
nombres premiers avec 4 dans la série 1, 2, 5...d. Mais il faut 
se souvenir que cette conclusion suppose qu’il existe déjà un 
nombre & appartenant à l’exposant d; parconséquent il reste dou- 
- teux s’il ne pourrait pas se faire qu’aucun nombre n’appartint à un 
exposant donné, et la conclusion se réduit à Ÿÿd=0 » OU = 90, . 


54. 2°. Soient d, é d’, etc. les diviseurs de p— 1; comme tous 
les nombres 1,2, 5...p—1 doivent être distribués entre ces 
diviseurs, on aura de Jd'+dd'#+ etc. =p—1. Mais (n° 40) 
nous avons démontré que pd +od+@d"'+etc. —p—1,et du n° 
précédent il suit que 4 d— 0 ou — 4; et parconséquent que 44 
ne peut pas être >> pd; ce qui s'étend à Jd’ et gd’, etc. Si donc un 
ou plusieurs des nombres Jd, dd, etc. étaient plus petits que sen 
correspondant, parmi les nombres @4, pd’, etc. , la somme des 
premiers ne pourrait être égale à la somme des derniers. D'où nous 
concluons enfin que dans tous les cas, J4=— pd, ét que parcon- 
séquent -}4 ne dépend point de la grandeur de p—1, 


55, Il y a un cas particulier de la proposition précédente qui 
mérite de fixer notre attention ; le voici : 27 existe toujours des 
nombres dont aucune puissance plus petite que p—1 n'estcongrue 
à l'unité; il y en a même autant entre 1 et p— 1, qu’il y a au- 

_ dessous de p — 1 de nombres qui lui soient premiers. Comme 
il s’en faut bien que la démonstration de ce théorème soit aussi 
évidente qu'elle le paraît d’abord, nous en donnerons une un 
peu différente de celle qui précède ; d'autant plus que la diver- 
sité des méthodes aide beaucoup à jeter du jour sur les points 
les plus obscurs, 
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On décompotera p—\1 en facteurs premiers, de manière qu'on 


ait p—1 — abc etc. a, b, c, etc. étant des nombres pre- 
miers inégaux. Alors nous composerons la Rires des 
deux propositions suivantes : 


1°, On peut RDS trouver un Dnbe Æ, ou: plusieurs ‘appar- | 
tenans à l'exposant 4° 7 et de même des nombres B, C, etc. appar- 
tenans aux exposans-B”, 07, etc. 

2°. Le produit des nombres À, B, C, etc. oule résidu minimum 


de ce produit appartiendra à l'exposant p—i;ce As se déméntre 
ainsi qu'il suit. 


1°, Soit g un des nombres- 15 5 5.. HA ne satisfasse pas 
à la congruence x F = 1 (mod. p); car tous les nombres ne 
peuvent pas satisfaire à cette congruence , dont le FE est 
pe 
<p—1. NES je dis que si l’on fait FT —h, h ou son résidie 
ininimum ous à l'exposant a“. 


En effet il es évident que ho pi; mais Re ge C : 
parconséquent s LE INGOREE à l'unité, et à plus forte raison .les 


puissances PER 5 A Asa Se seront aussi. Or:l’exposant de la plus 
petite puissance de h congrue à l'unité, c'est-à-dire l’exposant 


ie h appartient, doit être un diviseur de 4“. (n° 48) ; et comme 
a” n’est divisible que par lui-même, ou par les puissances in- 


férieures de a » il s'ensuit nécessairement . que a” sera l’exposant 
auquel 2, appartient, On démontrera de la même manière, -qu’on 


peut trouver des nombres appartenans aux éxposans bf, c?, etc. 


2°, Si nous supposons que le produit de tous. les nombres ABS 
C, etc. n’apbartienne pas à l’exposant p—1 , etc., mais à un expo- 


sant £ plus petit , { devra être un des diviseurs de p—3 (n° 48), ou 
P — 


- sera un entier > 1. Il suit de là que ce quotient sera un 
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des. nombres premiers,@,.b, c, eto. ; ‘ou. du moins qu'il sera divi- 
sible par quelqu’un d'eux (n° 17),para, par exemple ; car raison- 


nement est lè même pour les autres. z divisera ainsi Ê— ; done 


le “produit ABC etc. serait encore congru à l’unité , en n élevant 
à la puissance (n° 46 ). Mais il est évident que tous les 


nombres, B°, C, D, etc. (excepté 4 D) deviennent congrus à l’unité, 


sion les élève à la puissance — = - , puisque les exposans ‘auxquels 


ils Rss HA et SR =. Donc 4“, B° 


C= “etc. =AT #:—= 1; donc a” doit diviser? 


= (n° 48), c'est- 


‘à-dire que À 


- doit être entier, ce qui est An (n° 15). Done 


enfin notre A Rourion ne peut subsister , c’est-à-dire que le pro- 
duit 4BC etc. appartient réellement à l'exposant p— 1. 

La dernière démonstration semble nn peu plus longue que la 
première » ‘mais elle est, plus directe. 


56.. Ce théorème nous fournit üñ exemple remarquable de fe 
circonspection dont on a besoin dans la théorie des nombres, 
pour ne pas regarder comme démontrées des choses qui ne le sont 
pas. Lambert, dans la Dissertation que nous avons citée: plns 
haut , fait mention de cette proposition , mais ne dit pas un mot 
de la nécessité de la, démontrer. Personne même n’a tenté de le 
faire, ‘excepté Euler ( Comm. nov. Ac: Pétrop. T. xrj11, p.85), 
dans son Mémoire intitulé: Deionstrationes circa residua ex divi- 
-sione potestatum per numeros,prämos .résulitantia. On peut voir 
surtout l’art. 37 ; dans lequel il a parlé avec étendue de la nécessité 
de démontrer cette proposition. Cependant la démonstration de cet 
homme pénétrant présente deux défauts; l’un tient à ce qu’il sup- 
pose ‘facitement , art. 31 et suivans , que la congruence 2" =1, 
(‘en raménant sés raisonnemens à -notre notation ) a réellement 
n racines différentes, tandis qu il était seulement démontré que 
cette congrience ne’peut ‘en avoir davantage ; l’autre , à ce qu'il 
ne déduit que par induction la formule du n° 34. 
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57. Nous nommerons avec Euler, racines primitives les nom 
bres quisappartiennent à l’exposant p— 1. Si donc a est une racine 
_ primitive, tous les résidus minima des puissances a, d,a,...®* 
seront différens ; d’où l’on déduit facilement qu'ils se trouvent tous . 
parmi les nombres 1,2,3,...p—1 qui sent en même nombre 
qu'eux, c’est-à-dire que tout nombre non divisible par p est 
congru à quelque puissance de a. Cette propriété remarquable 
est d’une bien grande utilité, et peut considérablement abréger 
les opérations arithmétiques relatives aux congruences , à peu près 
de la même manière que l'introduction des logarithmes dans 
l’arithmétique ordinaire en abrège les opérations. Nous prendrons 
arbitrairement pour base une racine primitive &, à laquelle nous rap- 
porterons tous les nombres non divisibles par p; et si on a a = 6 
(mod. p ), nous appellerons e l'indice de b. Par exemple, 2 est une 
racine primitive suivant le module 19; si on la prend pour base, 


aux nombres 1,2, 3, 4, 57 6, 7, 8,9, 10,;11,19,13,14, 15, 16, 17, 18 
barre 951 13,8,16,14, 6,3,8,17,19,15, 5, 7,11, 4,0, g. 
Au reste il est évident que pour la même base chaque nombre 
‘& plusieurs indices, mais qui seront tous congrus suivant le mo- 
dule p— 7; aussi quand il sera question d'indices, ceux qui 
seront congrus suivant le module b— 1, seront regardés comme 
équivalens » de même que les nombres sont regardés comme équi- 
valens lorsqu'ils sont congrus suivant le module p, 3 


58. Les théorèmes qui regardent les indices sont absolument 
analogues à ceux qui regardent les logarithmes. 
L'indice d'un produit de tant de facteurs qu'on voudra, est 
Ccongru à la sonne des indisese des différens facteurs, suivant 
le module p—1, er 
L'indice de La. puissance d'un nombre est congru, suipans 
le module p—1, au produit de l'exposant par l'indice du nombre 
donné. ., .+ DR : Lu Rx s 
Nous: omettons les démonstrations à cause de leur simplicité. 
On voit par.]à que ai nous voulions construire une table qui 
| : donnât 


|‘donnêt les indices de tous les nombres pou défférenrs'modmes; doëg 
- pourrions nous dispenser de tenir compté de-tous‘Tés norñbres plus 
grands que le module et de tous les nombres cbmposë$. On trouvera à 
Ja fin de cetouvrage un essai de cette-table (Tab. 1). Dansla première 
colonne sont rangésles nombres premiers etles puissances de nombres 


premiers depuis 5 jusqu’à 97 >. qui doivent être regardés comme des 


modules : à côté de chacun d'eux, dans la colonne suivante, les 
nombres pris pour bases ; suivent alors kdindices des nombres pre- 
miers successifs, qui sont écrits par tranches composées de cinq cha- 
cune; en têtese trouvent les nombres premiers disposés dans le même 
ne. Desorte qu’on peut trouver facilement l'indice qui répond 
à un nombre premier donné, suivant un module donné. 


Soit par exemple pro ; l'indice ‘de 60, en prenant 12 pour 
base, sera 


a lnd.=-pind.5 + Id, 5 (mod, 66) == 58-94 3940. 


_59- L'indice de la valeur d’une expression quelconque = (mod. p), | 


(n° 31)_ est congru suivant le module p—1, à la différence des 
indices du numérateur a et du dénominateur B,. pourvu que les 
nombres a et b ne soient pas divisibles par p. 


_ Soit en'effet c une valeur quelconque de cette expression; on aura 
be= 4 (mod. p); donc Ind. b+Ind, c=1Ind. a (mod. p— 1), et 
Ing. c= nd, a — Ind. 8. 

‘Si donc on a deux tables, dont l’une donne les indices qui ré- 

ndent à chaque nombre pour un module quelconque, et dont 
Fit donne les nombres qui répondent à des indices donnés, 
on pourra résoudre facilement toutes les cpngruences du premier 
degré, puisqu’an peut toujours les ramener à d’autres‘ dont Jes 
‘ modules soient premiers (n° 50). 


Soit a exemple la congruence 29% + 7=0 (mod. AS ), on aura 
et mod. 47 ). 

_ De 1 

Jnd,2= and. Ind.29= =lnd.40—Ind, un 46); 


D cnnuimioues 4 
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or. 3.est de nombre qui a pour iadice 18: donc +23 (mod: 47), 
Nous n'avons, point aionté la secende table, mais on verr: dans 
la section VI gormment on pent la remplacer par une autre. . . 


-6o. De mêtne que dans le n° 31 nous avons désigné par un signe 
particulier, les’racines des congruences du premier degré, dans ce qui 
va suivte, nous réprésenterons par un autre signe les racines des con* 


gruences à deux termes des degrés supérieurs ; et comme 4 ne 
signifie autre chose que Ja racine de l'équation z"= 4 ; en ajou- 


fant le module, y A(mod.p) représentera une racine quel- 
conque de la congruenee x*= 4 ( mod. p ). Ainsi nous dirons que 


l'expression 4/4 (mod. p) a autant de valeurs qu'elle «na d’in- 
congrues suivant p; car toutes celles qui sont congrues swivant p 
doivent être regardées comme équivalentes (n° 26). Auresteilest clair 


que si 4 et B sont congrus suivant p, les expressions ÿ/_4 (mod. p), 
V B (mod. p) seront équivalentes. 


Maintenant si. lon fait " A=x\(mod.p}, om aura.:....... 
n Ind.x=Ind..4 (:mod.p—1). On déduit de cette congruence, 
d’après les règles de la section IT, les valeurs de Ind. x , et de là 
jes valeurs correspondantes de x; maïs on voit facilement que x 
autant de valeurs qu’il y a de racines daps la congruence...... 


ÿ u ñ 
n Ind. x=Tnd. 4 (mod. p — 1.); donc 4/4 n’anra qu’une. va- 
leur, quand r sera premier avec p—1; mais lorsquez et p—1, au- 
ront un commun diviseur, et que d' sera le plus grand , Ind. x 


aura nf valeurs incongrues suivant p—1 ,.et parconséquent £.. 
auraavitantde valeurs incangrues suivant p, pourvuque Ind.…. soùt 


divisible par S, Sans cette condition, y/4 n’auraït aucune valeur 
æéeile, 


Si l’on cherche par exemple les valeurs de l'expression V #3 
(mod. 19), il faut résoudre la congruence 15 Ind. x=Ind. 156 


(mod. 18), on trouvera trois valeursde Ind.x=4, 10, 16, (mod. 18), 
d'où il résulte x==6, @ 4. 
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Gr: Quoique cette méthode soit très-empéditive, quand on a les 
obe nécessaires, nous ne devons cependant pas oublier qu’elle est 
indirecte ; il sera donc utile de chercher ce que peuvent donner les 
méthodes directes. Nous allons exposer ici les observations que l’on 
peut déduire des notions précédentes; quant à ce qui exige des consi- 
dérations plus profondes , nous le réserverons pour la section VIII. 


Nous commencerons par le casle plussimple ; celui où 41, c'est- 
àä-diré, dans lequel on cherche les racines de la congruence x" =1 
_ (mod. p). En prenant pour base une racine primitive quelconque, 
on doit avoir z Ind. x=0 (mod.p—1 ). Quand 7 est premier avec 
P‘—1, tette congruence n’aura qu’une seule racine, savoir. ..... 


Ind. x=0 (mod. 2. donc, dans ceeas 2 (mod. p) n’aura 


qu’uné Valeur z=1 (mod.p); mais quand z et p—1 ont JS pour 
plus grand diviseur commun, la solution complète de la con- 


gruence n Ind. x=0 (mod. p—1)sera x=0 (mo : 


c’est-à-dire, que {nd. x devra être congru suivant le module p— 1 à 


quelqu'un des nombres 0, +, 2... Fees, ), ou qu'il 


aura d' valeurs incongrues suivant le del p—1; donc aussi, 
dans ce cas, x aura Jd' valeurs incongrues suivant p. On voit aussi 


à 
que l'expression ÿ/1 (mod. p) a aussi d' valeurs dont les indices sont 
à 
absolument les mêmes que les précédens ; donc l'expression 41 


(mod. p) est tout-à-fait équivalente à l'expression V 1 (mod.p), 


à 
ou ce qui revient au même, la congruence æ =1 (mod. p) et 
la congruence 2”=1 (mod. pont les mêmes racines; mais la 
penbre est d’un rene inférieur à moins qu’on n'ait d'=7. 


Ex. Y 1 (mod. r9) a trois valeurs, parceque 3 est le plus grand 
commun diviseur de 15 et 18; elles seront également celles de l’ex- 


ptession Vs (mod, r9 ), Ces valeurs sont # , 7, 14. 


62. Cette réduction nousoffre un grand avantage, puisqu ’on n’a plus 


besoin de résoudre parmi les OHROERCES de la forme x"=1(mod.p) 
2 
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que celles où » est diviseur du module diminué de l'unité. 
Mais nous ferdns voir plus bas que les congruences de cette forme 
peuvent encore s’abaisser davantage, quoique ce qui précède ne. 
suffise pas pour cela. 11 y a cependant un cas que nous pouvons 
traiter iéi à fand, celuioù—2. Il est évident en effet que les valeurs 


de l’expression ÿ 1 (mod. p)seronf +1 et— 1, puisqu'elle n’en peut 
avoir plus de deux, et que <-1 et —1 sont incongrus, à moins 
_ que le module ne soit —2, cas auquel il est clair que yÿ/2 n’aurait 
qu’une seule valeur. Il suit de là que +1 et—1 sont aussi les valeurs 


de l'expression ÿ/1 (mod. p), quand "7 est premier avec = » ce qui 


e . — | “ 
arrivera toujours Jorsque le module sera tel que ee soit un 


nombre absolument premier; par exemple, quand p=3, 5, 7, 
11,23, etc., à moins que p—1—2", cas auquel tous les nombres 
1,2, 3...p—1 sont racines. Remarquons, comme conséquence, 


que l'indice de — 1 est toujours = — (mod. p—1), quelle que 


soit ta racine primitive que l’on prenne pour base; car 2 Ind, 
> 


(— 1)=0 (mod.p— 1); donc fnd.(—1) sera =0 ou = 2; 


mais o est toujours l'indice de +1, et kr et —1 doivent avoir 
des indices différens, excepté dans le cas où p=2, qu'il n’est pas 
nécessaire de considérer. 


63. Nous avons fait voir (n°61) que l’expression ÿ/4( mod. p)a d' 
valeurs différentes ou n’en a absolument aucune, si d'est le plus grand 
commun diviseur des nombres z et p— 1. Or de même que nous avons 


trouvé que V A et # A étaient équivalentes quandona 4=1 » NOUS 
prouverons plus généralenrent que l'expression y A peut toujours 
être ramenée à une autre ÿ B, à laquelle elle est équivalente. Soit 
en effet x°= 4, et ? une valeur quelconque de l'expression 7 


(mod. p— 1) qui aura toujours (n° 31} des valeurs réelles, De 
la congruence "= 4 on déduit "= 4"; mais à cause de #7=d" 


(mod, p—1),2"= 3" ; donc a= A', Aipii une valeur quelconque 
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_ de ts sera aussi une valeur de ÿ ‘, et toutes les fois que y Æ'aura 


des ee. réelles, elle sera sine équivalente à l'expres- 


sion V Æ!, puisqu'elle ne peut avoir de le différentes, hi en 


moindre nombre. ul est vrai cependant que u A! peut avoir des 


valeurs réelles, sans que pour cela V 4 en ait: nécessairement. 


Æxemple. Si l’on cherche les valeurs de l'expression ÿ2 
(mod. 31), le plus grand commun diviseur des nombres 21 et 30: 


est 3, et 3 ést une valeur de >. (mod. 30); donc si ya a 


| F | 
des valeurs réelles, elle équivaudra à l'expression ÿ/2° où ÿ8; 
on trouve effectivement que les valeurs de la dernière qui sont 
2, 10 et 10, satisfont aussi à la première. 


64. Mais afin de ne pas entreprendre inütilement cette opération, 


il est nécessaire de chercher le caractère auquel on pourra recon- 


naître si V 4 admet ou non des valeurs réelles. Si on a une table 


d'indices la chose est facile, car (n° 60) VA aura des valeurs 
réelles quand Ind. sera divisible par d', en prenant pour base 
une racine primitive quelconque, et dans le cas contraire elle n’en 
aura pas; mais on peut aussi le découvrir sans le secours de cette 


table. Soit en effet 4—Ind. 4, si # est divisible par d', *P—1) 


sera divisible par p—1 et réciproquement; mais l'indice du 
PI 
nombre 4 ne est he 1); donc si VA (mod. p) a des valeurs 
Pp—1 
À : Lt 
réelles, 4 sera Congru à l'unité; sinon , il sera incongru. Ainsi 
dans l'exemple de l’article précédent, on a 2°=—1024—=1 


(mod. 31), d’où l'on conclut que l'expression 2 (mod. 3:1)a 


des valeurs réelles. De même nous voyons par là que y—1 
(mod. p) a toujours deux valeurs réelles, quand p est de la forme 
4m-+1, etn’en a aucune quand p est de la forme 4m-3, car... 
(—1)"=3 et (—i)"#=—1, Ce théorème élégant qui 
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s'énonce ‘ordinairement ainsi: Si p est un nombre premier de 2 ee 


forme 4mH1 » On peut trouver un quarré & qui rende 2°+1 divi- 
sible par p; mais sip est de la forme sm—1, on ne Le pourra pas, 
a été démontré de cette manière par Euler Comes nov. A0. 
Petrop. T. xvim, p. 112, 1773). Il en avait donné une autre dé- 
monstration bien antérieurement (Comm. nov. Tiv, p. 5; 1760 ); 
dans une première dissertation ( T.1v, p. 25); il n’était pas encore 
parvenu au but. Lagrange a depuis donné aussi une démonstration 
de ce théorème (Nouv. Mém. dé l'Ac. de Berlin. 1775, p. 342). 
Nous en exposerons encore une différente dans la section suivante, 
qui sera consacrée à ce genre de considérations. 


65. Après avoir examiné comment on peut réduire toutesles expres- 


sions V A(mod. p) à d’autres dans lesquelles 7 soit diviseur de p—1, 
et après avoir trouvé le caractère auquel on reconnaît s’il y a des ra- 


cinesréelles ou non, considérons avec plus de soin les expressions V A 
(mod.p), dans lesquelles » est diviseur de p—1. Nous ferons voir 
d’abord quelle est la relation qu’ont entr’elles les différentes valeurs 
‘de cette expression, ensuite nous indiquerons quelques artifices au 
moyen desquels on peut le plus souvent trouver une des valeurs. 


; L2 
19. Quand /=1, et quer sera une des valeurs de l’expression y/1 


(mod. p), ou que r'=1 ( mod. p), toutes les puissances de 7 se- 
ront aussi des valeurs de cette expression ; et il y en aura autant 


de différentes qu’il y a d’unités dans l’exposant auquel 7 appartient 
(n° 48). Si donc r est une valeur appartenant à l’exposant 7, les 
puissances 7, 7°, 7°, r*.,.r" ( où l'unité peut remplacer la der- 


nière ) renfermeront toutes les valeurs de l'expression à (mod. p)}. 
Nous expliquerons plus en détail dans la section VIII comment on 
peut trouver ces valeurs qui appartiennent à l’exposant 7. 


2, Quand 4 est intongru à l’unité, et que l'on connaît une 
valeur z de l'expression 4/4 (mod. p}, on trouve les autres de la 
1 Ds © . \ Les 
maniére suiVante: soient1,7,7*,7°, ... _r"=' les valeurs de //1,on 


aura Z,2r, zr°, zr°, #71 pour les re de V A; caril est Évi- 
dent que tous ces Lee satisferont à la congruence x" = ; puis 
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qu'en effet, 5.27" est un des nombres de le suite; comme rkx x et 
que z'= A ,0n aura rt, et partant 27" (27 1Y= A, Ilest aisé 

_ dej juger que toutés ces valeurs sont différentes ( n° ‘23 ); donc l'ex- 


pression VA ne peut avoir d’autres valeurs, puisqu'elle ne peut en 


avoir plus de 7. Par exemple, si une valeur de V A est z, l’autre 
éera — z. On doit conelure de ce qui précède, que l’on ne peut 


trouver toutes les valeurs de V': Æ ; à moins qu’on ne puisse avoir 
toutes céllés de V: 


66. La seconde recherche que nous nous étions proposée, con« 
siste à déterminer le cas où Fon peut trouver directement une 


valeur de. l'expression y 4 (mod. p), dans laquelle z est diviseur 
de p—1. Cela arrive quand il y a une valeur congrue à une puis- 
sance de À ,“et comme ce cas est très-fréquent ; il ne séra pas déplacé 
de s’y arrêter un instant. Soit z cette valeur, si elle existe, on aura 
e= A st zx 4 (mod. p'); done 4x 4"; et si l’on peut déter- 
miner # de manière que cette condition soit remplie » A* sera le 
‘valeur cherchée; mais la condition précédente revient à celle-ci 
kn=1 (mod. t), i étant l’e exposant auquel 4 appartient. Or pourque 
cette congruence soit possible , il faut que z soit premier avect, et 


dans ce.cas an aura d ==. (mod, 1 ); si au contraire #.et 7 ont un 


diviseur commun, aucune valeur de z ne sera congrue à une 


puissance de 4. 


* 67. Mais comme ïl est nécessaire pour cette solution de con- 
naître ?, voyons comment il faut procéder quand on ne le connaît 


pass On voit d’aboxd. facilement qnp ;£ doit «être divisaur de >, 
dorsque v/A (mod.p }'&ides valeursrédies, ce.que nous supposons 
ici. Soit en effet y l’une quelconque. de ces valeurs, on aura (n° 50) 
ms » CtY"=A( mod. p); en élevant à la puissance > les 
| 4 
eux membres dela comgruenes YA) on aura #4 À =, 


d’ailieurs PCTE donc À = 0 ( mod. #) (n° 48). Or si — Ze = est 
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premier avec 7, la congruence #7=1 pourra être résolue suivant 

le module PS , et toute valeur de Æ qui y satisfera suivant ce 

module, y satisfera aussi (n° 5) suivant le module z diviseur de 
en ; donc on trouvera alors ce qu’on cherchait. Si = n’est pas 
premier avec 7, soit g le produit des facteurs premiers de _ qui 
divisent en même temps 7; PE: sera premier avec #, et si la con- 


dition que # soit premier avec z a lieu, fsera aussi premier avec 


g, et comme il divise (a — ,il divisera donc > ainsi en résolvant 
la congruence kn= 1 (mod. ei , ce qui peut se faire puisque # 
est premier avec ee s la valeur de # satisfera aussi à la con- 


gruence , suivant le module £. Tout l’artifice consiste à trouver un 
nombre qui puisse remplacer ?, que nous ne connaissons pas; mais 
» e . 4 | —] . | . 
il faut se souvenir que dans le cas où —— n'est pas premier avec 7, 
nous avons supposé z premier avec f; et si cette condition manque, 
toutes les conclusions sont fausses; c’est pourquoi, si en suivant té- 
mérairement lesrègles, on trouve pour z une valeur dontla puissance 


n ne soit pas congrue à 4; le résultat prouvera que cette condition 
n’a pas lieu, et que partant la méthode n'est pas applicable, 


68. Mais dans ce cas même, il est souvent avantageux de faire 
cette recherche: elle offre l’avantage de faire trouver de vraies va- . 
Jeurs au moyen des fausses. Supposons en effet que les nombres 
K et z aient été convenablement déterminés, mais qu’on n'ait pas 
z*"= 4 (mod:p). Alors si on pouvait seulement détérminer les 


valeurs de V é ( mod. p}), ces différentes valeurs étant multi- 
pliées par z donneraient celles de VA : en effet, si v est une 
Valeur de ve on aura "2" = 4; mais l'expression vs est 
plus simple que V A , parceque le plus souvent - appartient à un 


exposant moindre que Æ; car si_d est le plus grand commun divi- 
seuk 
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_setrde ref deg, À (mod, pJappartiendra à l'exposant d, ce qui se dé. 
_ montre ainsi: puisque z= A, il vient À. ANT 1 (mod. p); mais 


; Ù : : 1 €. 1 , uen 
Kn—1est divisible par (n° préc.) , Ê l'est part > OuÊ— par à 


D'ailleurs 5 est premier avec 4 donc aussi ES est divisible par 4 
| —1 t t ee 
ou es par = et partant kEn 1 par -, ou(k£z—1})dpart, Donc 
AVE 1 ( mod. p); d’où lon déduit facilement que £ élevé à 
Jæ puissance d est congru à l’uuité. TI serait facile de démontrer que 
A 2 : 

— ne peut pas appartenir à un exposant plus petit que d; mais 
comme cette démonstration ne peut nous être utile, nous ne nous 
_ ÿ arrêterons pas. Nous sommes donc certains que = (mod. » ) ap- 
pattiest toujours à un plus petit exposant que 4, excepté dars le 
cäs unique où l’on aurait des:5. 

Mais à quoi sert que = appattienne à un plus petit exposant 
que 4? Il y a plus dé nombres qui peuvent être { qu'iln'y en a 
Es A : jee 
qui penvent êlre y, el quand qn a occasion de résoudre plusieurs 

» ve 
expressions de 12 forme 4, sufvant le même module, on y gagne 
de pouvoir tirer d’une même source la solution de plusieurs. Ainsi, 


par exemple, on déterminera au moins une valeur de " A (mod. 29), 


si l'on consalt seulement les valeurs de per (mod. 39), qui 


. sont = 12: en effet l'en vaif sans peimæ, par les articles 


précédens, que l’on déterminera d'une manière directa une valeur 
quand + est impair, et que d sera == 2 quand £ est pair; or il n'y 
8 que.” 1 qui appartienne à l’exposant 2. 
Exemples. 
Soit. ÿ/31 (mod. 37); on a p—1i=5%, n=3, (EE 12, et 
nartant 9=3% il faut donc qu'on ait 5#=1 (mod, 4), ce qui 
| G 


ER 
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donne k=5. Donc 2=31° (mod. 3;)=6; A trouve effective 


vement 6=— 51 (mod. 37 ). Si les valeurs de ÿ 1 (mod. 37) étaient 
connues, on nn aussi déterminer les autres valeurs de V 31: 


or les valeurs de ÿ 1 (mod. 37) sont 1 » 10, 26; donc celles de 2 31 
seront 6, 23, 8. 


Soit maintesant V3 (mod. 37) ; on aura p—1=56 , n=7, 
= 18, et partant 92; donc on doit avoir 24=1 (mod. 9), 
d'où À=5; done 2=3= 21 (mod. 37); mais 21° n’est pas CREER 


avec 3, mais avec 34; or.on à + x mod, 37)}=—1 et ÿ—: 
(mod. 33) ‘=+6; d'où l'on tire les vraies valeurs 6.21 = #15. 

Voilà à-peu-près tout ce que nous pouvions exposer ici sur la ré- 
solution de ces expressions, Il est clair que les méthodes directes de- 
Yisnneht souvent assez longnes; mais cet inconvénient a lieu dans 
presque toutes les méthodes directes de la théorie des nombres: 
Aussi nous n’avons pas cru devoir négliger de faire voir ce qu’on 
peut en attendre. Il convient aussi d’observer que les artifices par- 
ticuliers qui se présentent à un homme exercé, n’entrent pas dans 
notre plan. 

69. Revenons maintenant aux racines que nous avons appelées 
primitives. Nous avons fait voir que, si Pon prenait pour base une 
racine. prinitive quelconque ,' fous les nombres dont, les indices 
sont premiers avec pP——1, étaient aussi des racines primitivés, et 
qu'il n'y en aurait pas d’autres, d’où nous avons conclu le nombre de 
ces racines (n° 53 ) : et comme le choix de celle que l’on prend pour 
- base ésten général arbitraire, on voit qu'ici, comrtie dansles loga- 
‘rithmes, on peut avoir plusieurs sÿstèmes (*).Cherchonslesrelations 
qui les lient entr'eux. Soïént'a et à deux racines primitives > ebraun 
äutre notbré. Soitde plus Ind. 5=8, quand « est pris pour base, 


And. m=u (mod. p—r}, Soit au contraire Ind. aa , Ind. te 


(mod.p—1) dansl’hypothèse oùl’on prend h pour base; onaura a Ê =, 


C9 Mais ils différent en cela, que dans les logarithmes 8 nombre. des systèmes 
eat infini, et qu'il est ici égal au nombre des racines primitives car les bases con- 
grues produisent évidemment les mêmes systèmes. 
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donc aù =b"=Aa, d'où aB=1 (mod. p—13. On trouverà de même 
V=au, H=/@v (mod. p— 1 ). Si donc on a une table d'indices cons- 
truite pour la base a, on pourra facilement la changer en une autre 
dont la base est 2. En effet, si Ind. b=@ pour la base a, Ind. a 


sera =} (mod, p— 1} pourla base b, et multipliant par ce nombre 
tous les indices de la table, on aura tous les indices pour la base b, 
70. Mais quoiqu’un nombre donné puisse avoir plusieurs indices, 
en prenant pour base différentes racines primitives, tous ces indices 
auront cette propriété commune, que leur plus grand commun divi- 
seur avec p—x sera le même. En effet, 4 étant un nombre donné, 
si Înd. = pour la base 2, et Ind. = pour Ja base b, et si 
leurs plus grands communs diviseurs & et » avec p—1 sont sup- 
posés inégaux; soit w>>v, y ne diviséra pas 2; mais si Ind.a=a« 
pour la base D, on aura (art. précéd.) 7=am (mod. p—1}), 
et partant y divisera aussi 77. 
_ On pent encore s'assurer que ce diviseur commun des indices 
d’un nombre donné et de p—1 , est indépendant de la base en 


observant qu’il est égal al, t étant l'exposant auquel appar- 
‘tient le nombre dont il s’agit. En effet, si l’indice est £ pour une 
base quelconque, z sera le plus petit nombre (zéro excepté), qui 
multiplié paré, donne un produit divisible par p—1, ou a plus petite 
valeur de l'expression + (mod. p—1); mais on déduit sans peine 
du n° 29 que celte valeur est égale au plus grand commun divi- 
seur des nombres 4 et p—1. (*) 


(*) La dernière phrase de l’auteur ne me semble point prouver ce qu'il a avancé ; 
il s’y est sans doute glissé, quelques fautes d'impression qui lui ont échappé. Au 
reste je crois que l’on peut y suppléer de la manière suivante: me, 
Puisque t est le plus petit nombre qui réndé kf divisible pr pes1; ce sera auési 


: celui qui rendre 2 divisible par ÊZ 2, d'étant le plus grand commun diviseur 
entre k et p—1. Or 3 et étant premiers entre eux, la plus petite valeur 


de t convenable est EF f'êone Pt @ a CIV6EE du breducteur:) 


É . : À 1,2 RTE. un ot y 
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71. On démontre facilement que l'on peut toujours trouver 
une base telle, qu’un ngmbre eppartenant à l'exposant / ait, un in- 
dice donné à volonté. Le plus grand commun diviseur de cet indice 
ët de p=1 étant ÊT, désignons par dce diviseur, et soit l'indité 
proposé =4h; soit 47 Pindice du némbre donrié quand on prend 
pour basé da raciné prinfitime quelconqué.L; où âura met 7 pre» 
iiers avec 5 où 4 Qi ses une valeur de l'expression se 
{mod.p—1), eten même temps premier avec p—1, a° sera la racine 


pritnitite-cherchée y Car On aura a gt = au sombre proposé 


{mod. p).ii nousreste à prouver que l'expression (mod. p—1)peut 


admietfre des péleurs premières aveë p— 1; elle équivaut à = 


( mod. P=* )ou + (mod. 1), (n° 31, 2°) ettoutes les valeurs en seront 


premières ayect; carsi une valeur e avait ua diviseurconmmun avec f, 
ce divisenr deyraitaussi diviser m6, et-partant diviser quiestcongrn 
à me, suivant le module ?, ce qui. est. contre l’hypothèse suivant 
Taqueile n'est premiér avét?. Ainsi, quand tous les diviseurs pre- 
‘mmiers de pc divisént aussi 1, toutes les valeurs de l'expression 
= (mod. 1) sont préniières avec p—1, et leur nombre est d; mais 
quand p—3 renferme encore d'autres facteurs premiers f, g, h, etc. 
qui ne divisent pas t, soit e une valeur dé ( mod. 72}, comme 
1, f,& h, ete. sont premiers entre:eux, on peut trouver un nombre & 
congru à e suivant le module’, etcongru, suivant f, g, k,etc., à des 
nombres quelconques premiers avec ceux-ci (n° 32). Ce nombre 
bévera AiifiMb par aucom facteur de pr, et partant sera pre- 
thier avec lui, comme il est nécessaire. On Pourraït .démoñtrer 
sans peine. par La théorie des combinaïsons , que le nombre de.ces 


pi fr gr ha. : 
valeurs a SE D “#7: ête.; mais nous omettons cette 
démonstration qui ne peut nous être d'aucune ntiité. 


77: Quoiqu'en: gériér£ on puisse prendre arbitrairement pour 


base une racine primitive quelconque, certains avantages partie 


Tes 
-LY 


: D  neriquee 63 
euliers peuvent faire préférer une base à toute antre. Dans lasable I 
nows avons toujours pris 10 pour base quandil était racine primi- 
tive, et dans les autres cas nous avous choisi la base. de manière 
que l'indice du nombre 10 fût le plus petit possible, c'est-à-dire 
De: 

É 


ne 


, t étant l'exposant auquel ro appartient. On en retune 


paîtra l'avantage dans la sect. VI, où la même table sera employée 
à d'autres usages. Mais comme il peut encore rester ici quelque 
those d'arbitraire, ainsi qu’on le voit par l’article précédent ; 
pous avons toujours. chcisi, parmi toutes. les racines primitives 
. qui satisfont à la question, la plus petite pour basé : ainsi pour 


2=75, ua t=8 et d=9, 62 De 6. valeurs qui sont 5, 16, 


20, 28, 39, 4o, et nons avons pris 5 pour ‘base. 


75: -La plupart des méthodes qui servent à trouver lesracines primi. 
Qves réposent en grande partie sur le tâtonrement. Si l'on réunit ce 
que nous avons dit (n° 55) avec ce que nous dirons plus bas sur la 
résolution de la ‘congruence æ"=1,.0n aura à-peu-près toui ce 
“qui peut se faire par les méfhüdes générales, Fuler avote ( Gpus- 
cèla analyt. T. à, p. 282.) qu'il ui semble extrémement difficile 
“d'assigner ces nombres, ef que leur nature doit étré rangée dens 
les points les plus épineux de la théorie des nombres; mais on les 
trouve. assez facilement .par la méthode suivante. Les .bommes 
exercés préviendront facilement la longueur du caleul par béau- 
coup.d'artifices; mais l'usage les indique mieux que les préceptes. 


1°. On prendra à volonté un nombre apremier avec lemodule p:(‘), 
et souvent le calcul devient plus simple lorsqu'on prend a le plans 
petit possible, ‘2 par exemple ; on détertitinera sa période (a: 46) , 
c'est-à-dire les résidus minima de ses puissances , jusqu’à ce que l’on 

-parvienne à qe puissance 4’, qui ait 3 pour résidu rrinimuns (**). 
Si l’on at—p—1, a sera uue racine primitives 


(*} Nous désignerons toujours le module par P- 


(**) Il est aisé de voir qu'il n'est pas nécessaire de connaître ces puissancès, Car 
on peut obtenir le résidu minimum d'une puissance au moyen de la puissance 
pete 
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2, Mais si Z<p—1, on prendra un autre nombre b, qui ñe soit. 


pas contenu dans la période de a, et l’on cherchera de la même 


manière sa période. En nommant z l'exposant auquel D appartient, . 


on voit facilement que w n’est ni égal àt, ni une de ses parties ali- 
quotes, car dans les deux cas on aurait '=1, ce qui est im- 
possible, la période dez renfermant tous les nombres dont la puis- 
gance # est congrue à l'unité (n° 53). Or si u=p—1, b sera une 
racine primitive; si z n’est pas —=p—1, mais un multiple de £, 
. nous aurons encore l'avantage de connaître un nombre qui appar- 
tiénne à un exposant plus grand , et partant nous approcherons de 
notre but, puisque nous cherchons le nombre qui appartient à l’expo- 
sant maximun; mais siwn’estni—p—1,ni multiple de £, nons pou- 
vons trouver un nombre appartenant à un exposant plus grand que # 
et u; cet exposant sera le plus petit nombre divisible à la fois par 
1et z. En effet, soit y ee dernier nombre; on décomposera y en deux 


Éseteurs rs et 7 premiers entre eux, dont l’un divise f et l’autre u (*). 


Soit æA, b°=B (mod. p}, AB appartiendra.à l’exposant y; 
car on voit facilement que 4 appartient à l’exposantm, B à l’ex- 
posant #, et parconséquent ÆB appartiendra à l’exposant mn, 
puisque 72 et z sont premiers entre eux, comme on peut le démon- 
trer en suivant exactement le procédé dn n° 55. 


. 3.Siy=p—1, 48B sera une racine primitive, sinon on prendra 
de même un troisième nombre qui ne se trouye pas dans la période 
de ÆB; ce nombre sera uñeracine primitive, ou bien il appartiendra 
à bn exposant > y, ou bien enfin par son moyen on déterminera un 
nombre appartenant à un exposant > y: donc, comme les nombres 
qui résultént de la répétition de cette opération, appartiennent à des 


. (*} On voit facilement par le n° 18 comment on peut faire cette décomposition. 
On décemposera y en facteurs qui soient des nombres premiers on des puissances de 
nombres premiers différens; chacun d'eux divisera £ où 4, ou tons les deux. On 
écrira sous 4 ou sous u ceux-qui divisent ? ou. Quant à ceux qui diviseront æet ?, 
peu importe sous lequel on les écrive. $i l'on fait m=— le produit de ceux qui sont 
écrits sous 4, n== le produit de ceux qni sont écrits soûs pe, il est évident que m gi- 
risera !, que n divisera u et que mn—y. k | 
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- €xposans qui vont toujours en augmentant, et sont néanmoins divi- 
seurs de p—1, il est évident qu'on en trouvera enfin un qui appar- 
tiendra au maximum p—1, ce sera la racine primitive. 

74- Eclaircissons ceci par un exemple. Soit p—73, pour lequel 


on demande une racine primitive. Essayons d’abord le nombre 2 
dont la période est | 


1.2.4.8.16.52.64.55.37.1 etc. 
0.1.2.5. 4. 5. 6, 7. 8.9 etc. 


Donc puisque 2°=1, 2 n’est pas racine primitive. Essayons le 
nombre 3 qui ne se trouve pas dans la période de 2, sa période est 


1.3.9.27.8.24.72.70.64.46.65.49. 1 etc. 
0.1.2. 5.4.5. 6. 7. 8. 9.1Q.11.12 etc. 


. Donc 3 n’est pas non plus racine primitive; mais le plus petit 
nombre divisible à la fois par les exposans 9 et 12, auxquels 2 et 3 
appartiennent, est 36, qui donne m=—9 etr—4. Donc élevant 2 à 
la puissance 3—1, 3 à la puissance :=5, le produit de ces deux 
puissances est 54, qui appartiendra à l’exposant 36. Si enfin on cal- 
cule la période de 54, et qu’on essaye un nombre qui n’y soit pas 
contenu, 5 par exemple, on trouve qu’il est racine primitive. 

. 75. Avant d'abandonner ce sujet, nous présenterons quelques 
propositions qui ne nous paraissent pas indignes d’attention, à cause 
de leur simplicité. 

Le produit de tous Les termes de la période d’un nombre quel- 
eonque est —=1 quand leur nombre ou l’exposant auquel appar- 
tient le nombre dont il s'agit est impair, et =—1 quand il cts 
pair. 

Par exemple, pour le module 13, Ja période de 5 est composée 
des termes 1,5, 12, 8, dont le produit 480=—1 (mod. 13), sui- 
vant le même module, la période de 3 est composée des termes 
1, 3, 0, dont le produit27=1 (mod. 13). 


Soit £ l’exposant auquel le nombre appartient; on peut toujours 


trouver ( n° 71 ) une base pour laquelle l’indice du nombre soit = 
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Or l'indice cr produite tous les termes sers 
=(1+atipete-prer) EE = CD 

danc il sexa = (mod. p—1.), quand £ est impair; et Bi, 

quand # est pair. Dans le premier cas, le produit est = ( méd, DH 

dans le second, =-— 1 (med. p). ; 


76. Si le nombre du théorème précédent est une racine primitive, 
sa période comprendra tous les nombres 1, 2,3, 4,... p—1, dont 
Je produit sera parconséquent toujours Æ=—i; car PES ést ton- 
jours pair, excepté dans le cas où p—32 , et alors on a indifféremment 
+1 ou —1. Ce théorème élégant qu'on énonce ordinairement de 
cette manière: Ze produit de tous les nombres plus petits qu'un 
nombre premier étant augmenté de l'unité, est divisible par ce 
nombre-premier, a été publié par Faring qui l'attribue à H#3/son 
(Meditationes Algeb. Ed. 3, p. 580), mais aucun des deux wa 
pu le démontrer, et Faring avoue que la démonstration Jui en 
semble d'autant plüs difficile qu'il n'ya point de »otation par Jaqnèlle 
on puisse exprimer un nombre premier; pour nous, nous pensons 
que la démonstration de cette sorte de vérités doit être puisée dans les 
principes plutét que dans la notation. Lagrange en a depuis drnné 
une démonstration (Nouv. Mém. de l' Ac. de Berlin, 1771), dans 
‘laquetle il s'appuie sur la considération des çoeflitiens que lon 
trouve en développant ‘produit 


7 Cri) (za) (aF5)., (atp—i)t 
et il fait voir qu’en supposant ce produit 
nr AR Bar etc. MIN, 
les FLE AGIEnS À, B, etc. M sont divisibles par p; or 
N=1. .2,3,.. p—i. 


Maintenant si m1, le produit est divisible par py; mais alors il 
sera 14 N(mod. p}, done 1+-W est divisible par. 

Enfin Eule#(Opusc. angiyt. T.1,:p. 3x9 ) en a donné une démens- 
tration qui rentre dans celle que nous venons d'exposer; ainsi 
puisque de tels hommes n'ont pas cru ce sujet indigne de leurs 

méditations 
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| méditations »nous espérons qu'on ne nous désapprouvera pas d'offrir 


encore ici une autre manière de démontrer ce théorème, 


77. Nous dirons que deux nombres sont associés, comme l'a fait 
Euler, lorsque leur produit sera ‘congru à l’unité. Cela posé, par la 
section précédente ; tout-nombre positif moindre quep, aura tot- 
jours un nombre associé moindre que p et il n’en aura qu’un; or 
il est facile de prouver que parmi les nombres 1, 2, 3 pp, ht D’ y 
a que 1 et p—1 qui soient eux-mêmes leurs oc ; Car ceux qui 
jouiront de cette propriété seront donnés par la congruence.x°=1 
qui ne peut avoir que deux racines 1 et p—1. Supprimant donc ces’ 
deux nombres, les autres 2, 5, 4...p-—2, seront associés deux à 
deux; donc leur produit sera =1.; enfin multipliant par p—+#; le 
produit de tous 1.2.3.4.. pipi, 

Par exemple, pour p—13; les nombres 2,3,4;5,...x1 s'as- 

sociént de la marière suivante: 2 avec 7, 3 âvec:9,. avec. 10, 
5 avec 8, 6 avec 11; dons 2; 3: 4e 111) et partant...:..:.... 

1.2.9:...12=12=— 1: 


78. Le théorème de Wilson pent être rendu plus général en l’énon- 
çcant comme il suit : Le produit de tous les nombres-premiers 
avec un nombre donné À. et moindres que ce nombre, est congru 
suivant À; à l'unité prise positivement ou TA pEnENte L'unité. 
doit être prise négativement quand 4 est de la forme p" ou 2p”, 
p étant un nombre premier différent de 2, ou encore quand 4—4; 

et positivement dans tous les autres cas. Le théorème de Wilson est 
contenn dans le premier cas. Exemple. Pour 4—15, le produit 
des nombres 1, 2, 4,7, 8, 11, 13, 14, est =1 (mod, 15). Nous 
supprimons » pour abréger, la démonstration, Nous observerons sen- 
lement qu'on peut y parvenir comme dans l’article précédent, 
excepté que la congruence 2x*=1 peut avoir plus de deux racines, 
ce qui demande certaines éonsidérations particulières. On pourrait 
aussi la tirer de la considération des indices, comme dans le n° 75, 
si l’on y joint ce que nous dirons tout à l'heure des modules com- 


posés. 
79. Revenons à l'énumération des autres propositions (n° FE) 
La somme de tous les tèrmes de la période d'un nombre quele 


conque est = 0. 
| H 


ñ 
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Ainsi dans l'exemple du n°75 | 
1451248260 (mod. 13). 


Soit a le-nombre dont il s’agit, et #l’exposant auquel il appartient. 
La somme de tous les termes de e AE STAR soon 


= itapatait... Ha TE— = (mod. PY,0r a —1=0, 
donc aussi - = Q; si a—1 n’est pas en par p; il fant donc 


excepter ce nr. si nous voulons regarder même un seul tèrme 
comme une période. : 

80. Le produit de toutes. les racines primitives est =x, excepté 
le cas'où p=<3, car alors il n’y'a qu’une racine primitive 2. 

Si l’on prend pour base une racine primitive quelconque, lés 
indices de toutes les racines primitives seront des nombres premiers 
avec p—1 et moindres que lui; mais la somme de tons ces nom- 

bres, c’est-à-dire l'indice du produit de toutes les racines primi- 
tives.. est —0 (mod. p—1); donc le produit est =1 (mod. p}. 
En effet on voit facilement que si X est un nombre premier avec 
P—1».p—1—t le sera.aussi, et que parconséquent la somme des 
nombres premiers avec p— 1 est composée de couples dont la somme 
est divisible par p—1. Il est bon d'observer que # ne pent être 


égal à p—1—k, à moins que. 2 ne soif premier avec p— 1, C6 


qui exige que p—1—2 ou x: cas que nous exceptons. 

‘81. La somme des racines primitives est =o quand p—1 est 
divisible par un quarré, ou == quand p—:1 est le produit de 
facteurs premiers inégaux. Le signe + appartenant au cas où le 
nombre de ces facteurs est pair, le signe - — au cas où il est impair. 

Ex. 1°. Pour p—15, on a les racines primitivés 2,6,7, 17 dont 
la somme 26=0 (mod. 13). 2°. Pour p— 11, les racines primitives 
sont 2, 6, 7, 8, dont la somme 23=+-1 (mod. DER Pour 
p=57, les racines primitivés sont 3, 11,12, 13,17,21,22, 24, 
dont la somme 123=—1 (mod. 3r). 

Nous avons démontré plus haut (n° 55, 2°)-qué si l'on 2. 


B x 
p—1 ai 0 c” etc. , et que Æ, B, C,.etc. soient des nombres quel- 


B 
conques qui appartiennent aux. exposans 4” »D, c”, etc. respeoti- 
vement, tous les produits 4BC etc, seront des racines primitives; 
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mais on peut aussi démontrer facilement qu'une racine primitive 
quelconque peut s'exprimer par un produit de cette espète et d’une 
seule façon (*). 


IN suit E là que ces produits peuvent être pris au lieu des racines 


produits sera Fa au produit de la somme des valeurs de 4, mu!- 
“upliée par la somme des valeurs de B, etc. Désignons toutes les 
valeurs de 4, B, C,etc. par 4, 4’, 4',etc. B, B', B",étc. C, C’, C”, 
etc. La somme de toutes les racines primitives sera congrue au 
produit (4+4° + etc.) (B+B’+etc.) etc.; or je dis que si 
d==1, li somme 444 + 4"+etc,, sera =—1 (mod. p), que si 
a>1, cetté somme sëra =0, et de même pour f, y, etc. Si ces 


(*) On détérnrinera des nombres æ’, & , >, etc. tels qu’on ait #’=1 (mod. a*) 
et æmo (mod. bË c? etc.) ; Bæ&1 (mod. b) et =o (mod. a* c? etc. ), etc. 
Cv. n° 32); donc on aura &+8"+y"+etc.æ1 (mod. p—:1), (n° 19). Or si 
l'on doit’ expfimer une racine primitive quélcorique r par un produit de la forme 


ABC'ete.; on’prendra Aæ7*,Bæré , CasrV etc. 4, B, C appartiendront 


respectivement aux exposans a” be , C7, etc., et le produit ABC etc. sera ær 
(mod. p). Or il est facile de voir que À, B, C, etc. ne peuvent se déterminer d’une 
autre manière (1). 


(1) Cette note nous sémble avoir besoin de quelques éclafrcissemens. Il ést aisé de 
voir que tousles sombres, excepté x’, sont divisibles par'a* ; ; que partant leur somme 
l'est aussi, ou est == 0 ( mod. a“); mais comme «= 1 (mod. a“), il vient donc 
d +6 +) + etc.s= 1 (mod. a“), de même #4 8°+7/+etc. == 1 (mod. bé), etc.; 
donc « MERS etc. == i (mod. a a j8 c? ,etc.)=æ= 1 (mod.p—1 }. Or si l’on fait 
Aœr, Br Ÿ, Cox) etc. 4,B,C;etc. appartiendrontaux exposans a He >, etc. 


respectivement. En effet 4%* == r*/%"=s 1 (mod. p}, a'a* étant =0 (mod. p—1), et il 


est visible que l'onne peut supposer A2 1 (mod.p}, tétant à! et demêmepourP, 
C, vtc., car on aurait æ&’{ 0 (mod.p —1),ce qüi ne peut avoir lieu à moins que {ne 


eoit — a #0 (mod. a). Oril est aisé de s'âssurer encore qu'on ne peut trouver 
de nombres 4’, B°, C’, etc. respectivement incongrus à 4, B,C, etc., et qui 
puissent les remplacer. En effet on aurait d'eær* te étant un nombre déter- 
miné comme æ’; mais on A aussi Aær* ; or comme &’ et &” sont congrus au mêrge 
nombre’stivant le module p—1 , ils sont congros entr'eux suivant ce même iiodule : ; 
donc r“amr* (mod. p), et partant 4x 4’. (Note du traducteur.) 
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deux assertions sont démontrées, la vérité du théorème sera mani 
feste. En effet, quand p—1 est divisible par un quarré,. quelqu'un 


des exposans a, B,7 2 etc. sera >> 1 , et partant un des facteurs dont 
le produit est congru à la somme des racines primitives y Sera =0, 
c’est-à-dire que le produit lui-même le sera. Quand p—1 ne pourra 
être divisé par hi quarré , tous les exposans 4, 8, y, etc. seront 
égaux à l'unité, et la somme des racines primitives sera congrue 


au produit d'autant de facteurs dont chacun =—+, qu’il y a de 


nombres a, b, c, etc.; donc partant le produit: sera =È1, suivant 
qu’ils seront en nombre pair ou impair; or ces deux assertinns &æ 
prouvent ainsi qu'il suit: 

1°. Quand 41, et que A'est un nombre appartenant à. l'expo- 
sant a ;, . Rte bre qui appartiennent aussi à cet exposant 
sont A, es AT ot 1 + AR AE ASH AR... ASTt est 
la somme . la Dride complète, ét partant =0 (n° 70); donc 


A+HAHA +... HAE 

2°. Quand a > 1 et que Z est un nombre appartenant à l'expo- 
sant a", on aura les autres nombres appartenans au même exposant, 
si de la suite 4*, 4°, 44,... 4%", on retranche 4°, A%, À Frete. 
(n° 53) ; leur somme sera donc 

= 1 + 4°. ; A Let Aie AS Le. +4), + 

c’est-à-dire congrue à la différence. de deux périodes ; et par- 
conséquent = = 0. 


82. Tout ce que nous avons exposé jusqu’à présent, suppose que 
le module soit tm nombre premier. Il nous reste à considérer le cas 


où l’on prend pour module un nombre composé; mais comme il n’en : 


résulte pas des propriétés aussi élégantes que dans le premier cas, 
et qu’il n’y a pas besoin d'artifices bien délicats pour lestrouver , 
tout se déduisant } presque de la seule application des principes pré- 
cédens, il serait superflu et fastidieux d’épuiser ici tous les détails. 
Aussi nous exposerons en peu de mots ce que ce second cas a de 
_ commun avec le premier, et ce qui lui est propre. 


83. Les propositions des n°5 45—48 ont déjà été démontrées E 
ralement, mais celle du n° 49 doit être changée ainsi: 
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a £ désigne combien il y a de nombres premiers avec m et 
moindres que lui, c'est-à-dire sif=@m (art. 58), l'exposant t de 
la plus petite puissance d'un nombre donné a premier avec m, qui 


est congrue à l'unité suivant le module m sera =f, ou une partie 
aliquote def. 


La démonstration de la proposition du n° 49 peut servir également 
dans ce cas-ci 4 en ÿ substituant m pour p, f pour p—1,etau Heu des 
nombres 1, 1, 2»3y.P—t, les nombres premiers avec metmoindres 
que lui; Ré ous y renvoyons le lecteur, Mais les autres démons. 
trations dont nous avons parlé (n° 50, 51 ), ne peuvent s "appliquer 
à ce cas sans beaucoup d’émbarras. À l'égard des'propositions sui- 
vantes (n°52 et'suivans), il y. a une grande différence entre les 

modules qui sont les puissances d’un nombre ] prémier et ceux qui 
sont divisibles par plusieurs nombres premiers. Nous considérerons 
donc à part les modules du premier genre. 


84, Si le module m=p" » P étant un nombre premier, on aura 
f=r= (p=1), (n° 88); Or si l’on applique à ce cas les recherches’ 
contenues (n® 53, 55), mutatis mutandis comme dans Varticle 
précédent, on frouvera que tout ce.qui y a: été démontré surait lieu 
également, s’il était prouvé que la congruence 2'—1=50 (mod. p'), 
ñe pent avoir plus de z racines différentes. C’est d’une proposition 
plus générale (n°45) que nous avons déduit cette vérité pour un mo- 
dule/premier : mais éette proposition n’a lieu que. pour les modules 
premiers , et partant ne peut s’appliquer à ce cas. Nous allons donc 
la démontrer par une méthode particulière , etplus bas (sect. rit) 
nous le Prouverons "encore plus facilement, 


85. Nous nous proposons de démontrer ce théorème: $7 Ze plus 
grend comynun diviseur des nombres t ét p"—" (p— 1)este, /a 
congruence x=1\(rmicd. p) dura e racines di ifférentes. 


Soit e=kp', desorte que £ ne renferme point le facteur p, et 
qu’il divise parconséquent p—1. Alors la congruence 2'#=3 suivant 

Jo: module p, aura.k racines différentes , et si on les désigne par 
Æ,B, C, etc, une racine quelconque de cette même congruence, 
suivant le module p°, devra être congrue à quelqu'un des nombres 
A, B, C,etc., suivant le module p. Or nous démontrerons que la 


congruence r'=1 (mod. p'),ap racines congrues à 4, autant . 
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à B, etc. suivant le module p, d'où il résultera que le nombre de 
toutes les racines sera #p” ou €, comme nous l’avons avancé. Cela 
posé, nous allons démontrer que 


Ee . « est une racine Dee à À, suivant ee ns Ps 
. _y—1 
ap Le. s a+ 2p_— ta at3p er ap . pie ne seront 
aussi des ratines. 

2°, Aucun nombre pe avec A ne ponrré ‘êfré racine, s’il 
n'est de la forme «hp , h étant un nombre entier quelconque; 
d’où il suit qu’on aura p racines différentes, et qu’on n'en aura pas 
davantage ; la même chose aura lien par rapportà B, C, etc. 

: 3°. Nous ferons voir comment on peut toujours trouver une racine 
congrue: à 4 suivant le module p, 


86. THÉORÈME. S2 t est comme dans l'article précédent ur 


CES : 


nombre divisible par p etnonparp *",on aura(a+hp" ÿ—2=0 


(mod, pl” “he ) , et = a" hp" t (mod. pt? LA ). La seconde 
partie du théorème n'a pas lieu quand p==2 et per, 
” On pourrait déduire la démonstration de ce théorème du dévelop- 


pement de la puissance d’un binome, si on faisait voir que tous les 


termes, après le second, sont divisibles par p PT? LEE ; mäis comme 


la considération des dénominateurs des coefficiens jette dansquélque 
embarras, nous préférons la méthode snivante: 
- Supposons d’abord w>r'et r=1, on a généralement. z'—7y{ 
=(c—y) (24 rt yep de. , y); donc....... 

CA (Cap T4 (a+ hpf)va-peto. se 
mais on a a+Hp =à (mod. p*); donc chaque terme ( a+ hp" Gers 

(ap )'—sa, ete, sera a! (mod. p*}, et parconséquent la 
somme de tous =fx'—' (modp*), ou bièn cette sommé sera de la 
forme tæ—'+ Pi, W étant un nombre quelconque. Donc 
(ap) sera de la: forme-a—14p" 148 hr het, c'est-à-dire: 


qu'il sera a /p"t (mod. p“T® J'et =0 (mod. FRS | Ainsi, 
pour ce cas, le théorème est démontré, 5 
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Or si le théorème n’était pas vrai pour les autres valeurs de », 
restent >1, il ÿ aurait nécessairement une limite jusqu’à laquelle le 
théorème serait vrai, et passé laquelle il serait faux. Soit @ la plus 
petite valeur de » qui se refuse au théorème. On voit facilement que 


le théorème est vrai si z est divisible par p°—'etnon par P° ; mais 
que si l’on substitue fp à la place de z, il ne l’est plus. On a donc 
(a hp" y = at a-1hp"1 (mod. p* F4 ua as pt t-Lup ae 
& étant un nombre entier quelconque; mais comme le théorème est 
déjà démontré pour»=1, on aura ( aa hp t+ up Ty a 
he an —: hp +? than — pete + \ (mod. PURES ; etpartant 
(a+ Rp ÿr= ar par hp"tp (mod. p” 1A ARE :) ; c’est-à-dire que le 
théorème est encore vrai si on substitue /p au lieu de f ou 9-1 au 


‘lieu de ?, contre l'hypothèse; donc le théorème est vrai pour toutes 
les valeurs de r. 


- 87. Ilreste le cas où u—1. Par une méthode absolument sem- 
blable à celle de l’article précédent, on démontrera, sans faire usage 
du développement du. binome, que 
(a hp} "= a+ as (t—1) hp (mod.p") 
a(a+ hp} == ha" (t—2) hp (mod. p') 
&(ahp} Saba (1—3) hp (mod. p°), etc; 


donc (puisque le nombre des termes est 2) la somme sera =zat—: 


ee C— LAS hp (mod. p*); mais, comme f est divisible par p, (= 


le sera aussi, excepté le cas où p=—2; que nous avons exclu, et dans 
les autres cas, la somme sera =1a—* (mod. p*), puisque 
CDs hp est divisible par p*. Le reste de la démonstration est 
= 
comme dans l’article précédent. 
Il résulte de là généralement qu’en exceptantle cas où p=2,0ona 
(a+hp")=a (mod, FRE et (a—+hp") non =a pour un module 


y . 
qui est une puissance de p plus haute que D , pourvu toutefois 


az" hip 
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que h ne soit pas divisible par p, et que P soit la plus haute puis: 
sance de p qui divise £.. 

De là suivent sur-le-champ: 6. deux premières propositions que 
nous nous SU proposé de démontrer se 85), savoir: 


se «'=1, On aura aussi (ap "ÿ=ær (mod. p"). 


. Si un nombre « congru à à A et partant à « ue le 


module p, mais incongru à «, suivant le module p'  ,satisfesait 
à la congruence z'=1 (mod. p"), supposons a = aalp },-desorte 


que / ne soit pas a par P, On aura À LR—r; alors 


( ap Y= = 4 (mod. P° Msje non suivant P's qui est une puis- 


sance de p plus haute que p ISF ; donc «’.ne peut être racine de. Ja 


congruence L'=I. 


88. Nous devions en Laits lieu trouver une racine de la con- 
gruence z'=1 (mod. p"), qui fut congrue à A. Il nous suffira de 
faire voir ici comment on peut y parvenir, si l’on connaît une ra- 
cine de la congruence suivant le module p'-', puisque l'on pourræ 
passer du module p, pour lequel est racine, au module p*, et 
de là à tontes les puissances consécutives. 


Soit donc « une racine de. la congruence z'=1 (mod.p"—") et 
que l’on cherche une racine de la même See suivant le 


module p",. nous la supposerons =a+hp "7 , forme qu’elle 
doit avoir d’après l’article précédent : nous HR re à part le 
cas où »—7—1,et y ne peut-être >72—13. On aura donc 
(a Pneu Yæ1 (mod p'); mais ( ap" jJ'æe: 
RE Ç mod. p"); si donc on détermine 4 de manière 
—y—1 


qu’on ‘ait 1=et—a 7 Atp 


qu’on ait “ — = at h: — divisible par p, le problème sera résolu; : 
or il est prouvé, dans ae section précédente, que cela est toujours 


possible ; pRIAre 1 ne peut être sue par une puissance de p Plus 


haute quep”, et que partant «7! : est premier avec p. 
Ma 


(mod. p");qu »souHne par hypo-. 
thèse 1 se fred: Pire ) et que £ est divisible par p- ,» de manière 
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Mäis si »=n—1, c'est-à-dire 8t /est'divisible par pi? on par’ 
uné plus haute puissance de p, toute valeur # qui satisfera à la con- 
gruence z'=1, suivant le module p, y satisfera aussi suivant Le 
module :p*, Soit en effet f£—p""tr; on ‘aura = (inod. p—: }; 


-donc puisque Æ4‘=1 (mod. p}), on aura aussi A'=1 (mod, p).' 


Soit donc 4 —1+hp, on aura A—(1<+hp)p" ‘=: (mod: p"),. 
(n° 87). | 

* 89. Tout ce que nous avons. démontré (n° 57 et suivans) à l’aide 
du théorème du n° 43, a lieu pour un module qui est une puissance 
d'un nombre premier, et si l'on-æppelle racines primitives les nom- 
bres qui appartiennent à l’exposant p°='(p—1) , c’est-à-dire-ceux 
dans la période desquels se trouvent tous les nombres non divisiblés 
parp, il y'aura également ici des racines primitives; tout ce que 
nous avons dit des indices et de leur usage, ainsi que de la résolus 
tion de la congruence x'=1, peut s’appliquer à cé cas:oomme toutes 
les démonstrations n'ont aucune difhculté, il serait superflu de les 
répéter. Nous avons en outre fait. voir comment on déduit des 
racines de la congruence x'=1 (mod. p), celles de la congruence 
xz'=1(mod.p'); mais il. faut ajouter quelque chosé sur le cas où 
Pp=—=2, que nous avions exclu dans ce qui précède. 

-90. Si l’on prend pour module une puissance de 2 plus haute 
gue la sconde ; a" par exemple, la puissance 2°? de tout nombre 
érhpair Sera 1, 

Par exemple, 3°—6561= 1 (mod. 32). 

En effet tout nombre impair est de la forme 1+ 4h ou de 
celle-ci —1—+44, d’où la proposition suit immédiatement (86). 

Ainsi l'exposant auquel appartient un nombre impair quelconque 
suivañtle module 2", doit être un diviseur de 2"—*; ce nombre appat- 
tiendra donc à l’un des suivans1,2,4, 8,....2"—*; et d’ailleurs on 
jugeru facilement anquel if appartient. Soit le nombre proposé 
=4hær, et 2" la plus haute puissance de 2 qui puisse diviser # 
(m est—0o quand est impair). Alors l’exposant auquel appartient le 
fombre donné sera =—2"="#, si 22 m2; mais si 2== Ou <CM14-25 
lé'nombre proposé sera ==1, et partant appartiendra à l’exposant 
x ou à l’exposant 2. En effet 4h-Eï=HitanteÆ, et ce nombre 
élevé à la puissance 2°" —" devient congru à l'unité ne le mo- 
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dule p'; or on déduit sans peine du n° 86 que si on. élevait ce 
nombre à une puissance de degré moindre, le résultat serait incon- 
gru à l'unité. Ainsi tout nombre de la forme H1<+-4h, où A est 
impair, c’est - à - dire tout nombre de la forme 8-3 ou 845, 
appartient à l’exposant p"*. 


on. Il suit de là qu’ii n’y a pas dans ce cas-ci deracines primitives, 
dans le sens que nous avons donné à cette expression, c’est-à-dire 
qu’il n’y a pas de nombres dont la période renferme tous les nom- 
bres premiers avec le module, et plus petits que lui; mais on voit 
facilement qu'it arrive ici quelque chose d’analogue. En effet 
toute puissance impaire d’un nombre de la forme 8443 estelle- 
même de la forme 843, et toute puissance paire est de la forme 
8k—+ 1; donc aucune ne peut être de la forme 8k+5 où 84+7; 
donc comme la période d’un nombre de la forme 8%k+43 est com- 
posée de 2"—* termes différens, dont chacun est de la forme 8k-+r 
ou 8443, et qu'il n’y a pas plus de 2"—* de ces nombres qui 
soient plus petits que le module , il est évident que tout nombre 
de la forme 84+-1 ou 843 est congru suivant le module 2", à 
une puissance d’un mombre quelconque de la forme 84+3. On 
peut faire voir de la même manière que la période d’un nombre 
de la forme 8445 comprend tous les nombres de la forme 84+r 
et 84+5.-Si donc on prend pour base un nombre de la forme 
8k+-5, on trouvera des indices réels pour tous les nombres de 1æ 
forme 841 et 844-5 pris positivement, et pour tous les nombres de 
la forme 8443 et 8447 pris négativement : on doit encore re- 
garder comme équivalens les indices congrus suivant 2"*. C'est ainsi 
qu’ou doit entendre la table T, dans laquelle pour les modules 16, 
52 et 64 (car il n’y a besoin d'aucune table pout le module 8), nous 
avons toujours pris 5 pour base. Par exemple, le nombre 19, qui 
doit être pris négativement, puisqu'il est de la forme 8743, a pour 
le module 64 l'indice 7, ce qui signifie que 5’ =— 19 (mod. 64). 
Si l’on prenait négativement les nombres de la forme 871 et 
81<+-5, et positivement ceux de la forme 8n+3 et 8n—+7, il fau 
drait leur donner des indices pour ainsi dire imaginaires; en les in- 
troduisant dans le calcul des indices, on le réduirait à un algo- 
_rithme très-simple; mais comme nous serions conduits trop loin si 

nous voulions traiter ce sujet en toute rigueur, nous réservons 
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te point pour une autre occasion, quand. peut-être rious entrepren: 
drons-de. traiter plus.en détail la théorie'des quantités imaginaires, 
qui nous semble jusqu’à présent n’avoir été réduite par personne à 
des notions-claires. Les gens instruits parviendront aisément à cet 
algorithme; ceux qui sont: moins exeteés: pourront féanmoins’ se 
servir de cette table, comme ceux qui ne sont point au-fait dés 
connaissances modernes sur les logarithmes imaginaires’se ser- 
vent des logarithmes, pourvu qu'ils passedent.bien. les: principes 


antérieurement établis, 


92. Presque toutcequi a rapport aux résidusdes puissances,suivant 
un module composé de plusieurs nombres premiers, peut se déduire 
de la théorie généräle des congruences; mais comme nousexposerons 
plus bas une manière de ramenerdes congruences dont le module est 
composé de plusieurs nombres premiers, à d’autres dont le module 
est un nombre premier, ou une puissance d’un nombre premier, nous 
ne nous arrêterons pas.beaucoupici surcette matière. Nous nous con-. 
tenterons. d'observer que la belle propriété qui a lieu pour les antres 
modules, savoir : qu’il existe toujours des nombres dont la période : 

_ renferme tous les nombres premiers avec le module, n’a pas lieu 
_ ici , excepté dans le seul cas où le module est double d’un nombre 
premier, ou d’une puissance d’un nombre premier. En effet si l’on 
ramène le module 71 à la forme 4‘ B'C‘etc., 4, B,C, etc. 
étant des nombres premiers différens , qu’on fasse en outre 
A (A—1)=0, BE (B—:1)=B, C'=' (C—1)=7, etc. et 


; À «. ; 
que z soit un nombre premier avec 77, on aura Z —1 (mod. 4"), 
d'=1 (mod.B’), etc. ; si donc west le plus petit nombre divisible par 


a, B,y;etc., on aura 23 suivant chacun des modules 4°, 
B', etc., et partant, suivant 77 qui est égal à leur produit; mais 
excepté le cas où 2 est double d’un nombre premier ou d’une puis- 
sance d’än nombre premier ; on a toujours w << afBy etc., puisqué les 
rombrese, B, etc. ne peuvent être premiersentreeux, ayantaumoins 
le divisenrcommuñ2. Ainsi la période d'aucun nombre ne peutcom- 
prendre autant de termesqu’il y a de nombres-premiers avec le mo- 
dule , et moindres que lui, puisque.lenr nombre est égal au produit 
aBy .eics Ainsi, parexemple, pour mz=10012=7.11.15, la puissance 
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60 d’un nombre quelconque premier avec.m, est congrue à l'unité, 


puisque 60 est le plus petit nombre divisible à-la-fois par 6, xoret 12. 
Le cas où le module est double d’un nombre premier ou d'une 


: puissance d’un nombre premier, est tout - à - fait semblable à celui 
où le module est un nombre premiér ou une puissance d’un nombre 
premièr. 


95. Nous avons déjà cité en plusieurs endroits les ouvrages dans 
desquels les autres géomètres ont. parlé du sujet que nous avons 
traité dans cette section-ci; mais nous renvoyons ceux qui vou- 
_ draient avoir plus de détails que le desir d’abréger ne nous a per- 
mis d’en donner, aux ouvrages suivans d’Euler, recommandables 
par la perspicacité qui a toujours distingué ce grand homme. 


Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta 
(Comm. nov. Petrop. T. vir, p. 49). 


Demonstratianes circa residua ex divisione potestatum per nu- 
meros primos resultantia. (Ibid. T. xvrr, p.85). 


‘On peut y joindre les dissertations 5 et 8 des Opusculz araly- 
éica, T, 3, 
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SECTION QUATRIÈME, 
Des Corse du second degré. 


94. T'xéoriue. Un nombre quelconque m étant Pris. pour 
module, il ne peut y avoir dans la suitex ,2,3.. .M—1, plus 
de {m1 nombres , quand m est païr , et plus Fe im+: ; Quand 
m est impair , qui Soient CORSTUS à un quarré. 

Comme les quarrés des nombres congrus sont congrus entre eux, 
un nombre qui peut être congru à un quarré, le sera à un autre 
quarré, dont la racine est plus petite que #1. Il suffit donc de 
considérer les résidus minima des quarrés 0, 1, 4, 0... m—1 ; 
mais on voit facilement qu'on a (m—1}=1, (ne 2, 
2 m—3 }=3, etc. Donc aussi, quand "= est pair, les Are 


(1 j; et (= 1 À » (2) et (= +2) »etc., auront les 
mêmes résidus minima ;et quand est impair, ( Le. à et (=, 
ee) | et (CH), etc. seront congrus. D'où il suit évidemment 


‘qu'il n’y a pas d’autres nombres congrus à un quarré que ceux 


qui le sont à l’un des quarrés RS OM ER LT (2) , quand 71 est 


pair ; et que quand 77 est impair, il n’y en a pas d’autres que 


TEA 
ceux qui sont congrus à l’un des quarrés 0, 1,4,9 ne : ) 


. LUE . ane Cr 
Donc il y aura au Le —HH1 résidus minima , différens dans 


- dans le second. 


le premier cas, et — 


Exemple. Suivant le module 13, les résidus minima des quarrés 
des nombres o,1,2, 3,...6, sont 0, 5, 4, 9; 3, 12, 10, et après 
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cela ils reviennent dans l’ordre inverse 10, 12, 3, etc. Ainsi un 
nombre qui n'est pas congru avec l’un de ceux-là, on qui l’est 
à l’un des nombres 2, 5,6,7; 8, 11, ne peut être congru à aucun 
quarré. LE ; 
Suivant le module 15, on trouve pour résidus minima o, 1, 
4; 9» 1» 10, 6, 43. qui reviennent ensuite dans l’ordre in- 
verse ; ainsi le nombre des résidus qui peuvent être congrus à un 


m + 1 
2 


‘Les nombres 2, 3,5, 7» 8»11,12, 13, 14, et ceux qui leur 
sont congrus, ne peuvent être congrus à aucun quarré. . 

05. Il résulte de là que pour un module quelconque, tous les 
nombres peuvent se distinguer en deux classes, dont l’une ren- 
ferme tous ceux qui peuvent être congrus à un quarré, et l’autre 
tous ceux qui ne le peuvent pas. Nous appellerons les premiers 
résidus quadratiques (*) du nombre que nous prenons pour mo- 
dule , et les derniers 7on-résidus quadratiques ; ou même plus 
simplement toutes les fois qu’il ‘en résultera pas d’ambiguité , 


quarré , est ici moindre que , puisqu'ils sont o, 1, 4, 6,9, 10. 


résidus et non-résidus. -Au reste il est évident qu'il suffit de 


classer les nombres 0, 1,2..,m—1 : car les nombres congrus 
doivent être rapportés à la même classe. : 
: Nous commencerons aussi dans-ces Recherches par les modules 
premiers, ce qui doit foujours être sous-entendu, quand nous n’en 
avertirons ‘pas ‘expressément.. Mais il faut exelure le nombre 2, 
ou ne considérer que dés nombres impairs. 

06. Le nombre prèmier p étant pris pour module, la moitià 
des nombres 3, 2, 5.,:p—1, sera composée de résidus qua- 
‘dratiques , et l’autre mojtié dg.non-résidus , c'est-à-dire qu’il 


J aura = (p—1) résidus, et autant de non-résidus. 


x . è ; ” Le ° ‘ . 
(9 Dans ce cas-ci, nous donnons à ces expressions un sens un peu différent de : 


celui qu’elles ont eu jusqu'à présent, car lorsque r=a* (mod. m) il faudrait dire que 
r est résidu du quarré 4°, suivant le module m; mais pour abréger, nous appelle- 
rons dans cette section r, résidu quadratique.de m, et il n'ya pas d’ambiguité à 
craindre, car nous n’emploîrons plus dorénavant l'expression résidu, quand elle 
signifiera un nombre congri, à moins qu’il ne soit question de résidus minima 

et dans ce cas il n’y aura pas d’obscurité. | | 5 


rie 
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On prouve facilement : que tous les quarrés 1 ; 2,01 (== 2 en 
sont incongrus; ear si l’on pouvait avoir at (mod. p ) et que 
les nombres r et r’ fussent inégaux et <i— 


2 soit r>T/,0n au- 
rait (r—r7) (r+r), divisible par p; mais La facteur étant 
<pP; la supposition ne peut subsister (n° 13). Il y a donc? E, 


résidus quadratiques entre les nombres 1: > 2» 3...p=nt; il ee 
peut y en avoir davantage, car en y joignant o, le nombre en 


devient 2 +3) , limite qu'il ne peut pas dépasser. Donc les autres 
nombres seront non-résidus, et il y en aura 


Comme zéro est toujours résidu, nous l’excluons, ainsi que les 
nombres divisibles par le module, parceque ce cas est clair par 
_ Jui-même, et ne pourrait que nuire à J’élégance des théorèmes ; 
par la même raison nous excluons aussi le nombre 2, 

97. Comme la plupart ‘des choses que nous exposerons dans 
cette section peuvent être déduites des principes exposés dans la 
sectionlaremmere, et comme il n’est pas inutile de rechercher la 
vérité par différentes voies ; nous nous attacherons à faire voir la 
liaison des différentes méthodes. Par exemple, il est aisé de voir 
que tous les nombres congrus à un-quarré ont des indices pairs , et 
que ceux quine sont congrus à aucun quarré ont des indices impairs. 
Mais puisque p—1 est un nombre pair, 4 y aura autant d'indices 
pairs qu’il y en a d'impairs, savoir: 3 (p—1); parconséquent 
il ÿ aura autant de résidus que de non-résidus, 


Exemples. 
Pour les modules on a les résidus 
DIT FRONT RSR ‘ 
< 5 Sosa se see Sosonco. J9 4 
Tosss 0... 4 + 4e LE 2, 4 
Tlosossosssseesessee 1,35 4s 05 0 
13 ....e orsnveonsrers 1, 3, 4, 9» 10» 13 é 


ET ssccocossncssveose Ty 3, 43 8 » 9» 135 18, 16, 
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etles antres nombres moindres que ces modules sont non-résidus. 

08. TugorèMe, Le produit de deux résidus guadratiques d'un. 
nombre premier p est un résidu; le produit d'un résidu et d'un : 
non-résidu est non-résidu; enfin le produit de deux non-résidus 
est résidu. 


19. Soient 4 et A les résidus qui proviennent dés: quarrésa®, b*; 
on soient A=a* (mod. p)et B=E,; on aura AB ab", c'est-, 
à-dire qu’il sera un résida, 

_a°. Quand 4 est résidu, ou que 4=a*, mais que B est non- 
résidu, ZB est non -résidu. Soit en effet, s’il se peut 4B =£"*. 
et à ( mod: p )=6, on aura a Bal, et partant Bz=Pb", contre 
l'hypothèse. 

sutrement. Si l'on multiplie par 4 les nombres de Îæ 
suite 1,2, 3.,,px,quisont résidus, tous les produits seront des 
mésidus quadratiques, et ils seront tous inçongrus. Or si l’on 
mültiplie par 4 un nombre 2 non-résido ; leproduit ne sera congru 
à: Aucun des précédens : donc, s’il était résidu , ÎL y aurait : (p+:} 
résidus incongrus , parmi lesquels ne serait pas ©, ce qui est im 
possible (n° 96). 
5. Soient À et B deux nombres non-résidus, en multipliant 
par À tous les nombres qui sont résidus dans la suite 1,2,3;..:p—t, 
où aura non-résidns incongrus entr'eux (2°). Orle produit 42 
ne peut être .congrn à aucun de ceux-là; donc s’il'éfait non-té- 
sidu, on aurait À + = non-résidua inéongrus entr'eux; ce-qui est 
impossible (n° 96). 
” -Ces théorèmes 3e déduisent encore plus facilement des prin- 
cipes de la section précédente, En effet, puisque l'indice d'un 
résidu est toujours pair , et celui d’un non-résidu-tonjours impair, . 
l'indice du produit de deux résidus on non-résidus sera pair, 
et partant, le produit sera luismême un résidu, Au contraire, si 


V'un des facteurs, est non-réside , et l'antre résidu, l'indice sera 
impair, ef le produit non-résidu, : 


On 


ARITHMÉTIQUES. 75. 
On peut aussi faire usage des deux méthodes pour démontrer ce 


théorëmie : /a valeur de Pexpressionr 3 (mod. p), sera un résidu, 


quand Zes nombres a et b seront tous les deux résidus ou non-rési- 
dus. Elle sera un non-résidu, quand l'un des nombres a etb sera 
résidu et l'autre non-résidu. 0: le démontrerait encore en ren« 
versant les théorèmes précédens. 


99. Généralement, le produit de tant de facteurs qu'on vou- 
dra est un résidu, soit lorsque tous les facteurs en sont eux- 
mêmes , soit lorsque le nombre de facteurs non-résidus est pair; 
mais quand le nombre des facteurs non-résidus est. impair, le 
produit est non-résidu. On peut donc juger facilement si un 
nombre composé est résidu où non; pourvu qu’on sache ce que 
Fute diférens fecienrs. Ana dans la table IT, nous n'avons 
admis que les Roues ae Quant à sa disposition, les mo- 
dules sont en marge en tête les nombres premiers successifs ; 
quand l’un de ces ue est résidu, on a placé un trait dans 
l’espace qui correspond au module et à ce nombre ;. quand il est 
_ non-résidu, on a laissé l’espace vide, 


100. Avant dè passer à des sujets plus difficiles, nous devons 
dire un mot des modules composés. 
Si l’on prend pour module la puissance p" d’un nombre pre- 
mier P, p étant > 2, une moitié des nombres non-divisible par P 
-et <p" seront des résidus, et l'autre des non-résidus ; c'est-à- 


dire qu’il y en aura — = ,.p"! de chaque espèce. 

En effet, sir est un résidu, il sera congru à nn quarré dont 
la racine ne surpasse pas la moitié du module (n° 94); et l’on 
voit facilement qu'il ya L pri (p—1) nombres < = ét non di- 


visible par p. Ainsi il reste à démontrer que les ER de tous 
‘ces nombres sont incongrus , on qu'ils donnent des résidus diffé- 
rens. Or si deux nombres a et D nou-divisibles par p et plus pe- 
{its que la moitié du module, avaient leurs quarrés congrus, on 


{*) Os verra bientôt comment en veut se passer des modules composés. 


K 


74 , + RECHERCHES 

aurait a—b° on (a-+6) (a—b) divisible par p", en supposant 
a>b, ce qui est permis. Mais cette condition ne peut avoir lieu, 
à moins que l'un des deux nombres «—b, ab ne soit divisible 
par p', ce qui est impossible , puisque chacun d'eux est plus pe- 


tit que p", ou bien que l’un étant divisible par p”, l'autre le 
soit par PATTIE ou chacun d’eux par p; ce qui est encore im- 
possible, puisqu’il s’ensuivrait que la somme 24 et la différence 2b, 

et partant a et b eux-mêmes seraient divisibles par p, contre l’hy- 


pothèse. Donc enfin parmi les nombres non-divisibles par p, €t 
moindres que le module , il y a a 1 résidus, et les autres , 
en même nombre , sont non-résidus. 

Ce théorème peut se déduire aussi de la considération des in- 
dices, comme au n° 97. 

101. Tout nombre non-divisible par P qui est résidu de p, 
sera aussi résidu de p;. celui qui ne sert pas résidu de p z€ 
de sera. pas non plus de p". 


Ea seconde partie de cette proposition est évidente par elle- 
-même ; ainsi si la première n’était pas vraie, parmi les nombres plus 
petits que p* et non-divisibles par p , il y en aurait plus qui 
fussent résidus de p qu'il n'y en aurait qui le fussent de p”, c’est-à- 
‘dire plus de ? p"—' (p—:1). Mais on peut voir sans peine que ke 
nombre des résidus de p qui se trouvent entre : et p°; est pré- 
cisément = + p°=" (p—1). 

El est tout aussi facile de trouver effectivement un quarré qui 
soit congru à un résidu donné, suivant le module p°, si l’on 
connaît un quärré congru à ce résidu suivant le module p. 


Soit en effet a* un quarré congru au résidu donné À, suivant le 
module P' , on en déduira, de la manière suivante, un quarré= 4, 
suivant le module p', »étant > ketnon plus grand que24. Supposons 


que la racine du quarré cherché soit a-pap"; ; et il est aisé de s’as- 
surer que c’est là la forme qu’elle doit avoir. Il faut donc qu’on ait 


ackaexp" ap" = A (mod, p CE ou comine UD, on aura, 
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ÿ 202 pl 4 rmod. p'). Soit A—a"==p",d, on aurask aa d 
(mod. p “)sdonc xserala valeur de l'expression © = (mod. EE ) 


. Ainsi Etant donné un quarré congru à À, suivant le module p, 


on en déduira un quarré ÉORSER à 4, suivant le module p*; de là 
au module. p‘, au module P'; etc. 


. Exemple. Etant proposé le résidu 6 congru au ne 1, Sui- 
vant le module 5, on trouve le quarré 9° auquel fl est congru 


suivant le module 25, 16* RUE il est congru suivant le mo- 
dule 125, etc. 


102. Quant à ce qui regarde les nombres divisibles par Ps il 
est clair que leurs quarrés seront divisibles par p*, et que partant 
tous les nombres qui seront divisibles par p et nonpar p*, se- 
ront non-résidus de p". Et en général, si l’on propose le nombre 
-v"Æ4 , A n'étant pas divisible par P» il y a trois cas à distinguer : : 


a, Sik=— ou>z, on aura p'A=0 (mod. PF"), c'est- à-dire 
qu'il sera résidu. 


© 2, Si k<n et impair , p'A sera Donna n 


En effet, si l’on avait p*4=p##14=s* ( mod. p"}, s° serait 
divisible. par p°“+:, ce qui ne peut avoir lieu; à moins qué s ne 
le soit par p“+'; donc alors s* serait aussi Aibte par pe, | 
ce qui conduirait , à cause de 24° +2 non plus grand que 7, à p'Æ 
aussi divisible: par p**+*; ae supposerait A divisible parp, 
contre l'hypothèse. 


3. Si 4<n et pair, p*A sera résidu ou non-résidu de p", 
suivant que À sera résidu ou non-résidu de p. En effet, quand 4 
sera résidu de p, il le sera aussi de p“* {n° précédent). Mais 
si l’on suppose. #=a* (mod. p"-*), on aura 4p*=a*p" (mod.p"); 
or a*p* est un quarré. Quand au contraire 4 est non-résidu de p; 
p"A ne peut être résidu de p". Supposons en effet p4=—=a* (mod. p"), 
a* serait nécessairement divisible par p*, et le quotient serait un 
quarré auqüel serait. congru , suivant le module p—K, et par- 
conséquent suivant le module p, c’est-à-dire, que # serait Fos 
de P, contre l'hypothèse. 
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103. Comme nous avons commencé (n° 100) par exclure le cas où 
p=2, il faut ajouter quelque chose à ce sujet. Quand 2est module, 
tous les nombres sont résidus, et il n’y en a point de non-rési- 
dus. Quand le module est 4, tous les nombres impairs de Ja 
forme 4k+ 1 sont résidus, et tous ceux de la forme 4k+5 sont 
non-résidus. Enfin, quand le module est 8 ou une plus haute 
puissance de 2, tous les nombres impairs de la forme 8k+ 1 sont 
résidus , et les autres, ou ceux qui sont de la forme 8k+3, 8k+5, 
8k-—-7 sont non-résidus; la dernière partie de cette proposition 
est évidente, puisque le quarré d’un nombre impair de la forme 
4k—1 ou 4k—1 est toujours de la forme 841. On peut dé- 
montrer la première comme il suit. | | ea 

1°. Si la somme ou la différence de deux nombres est divi- 
sible par a, les quarrés de ces nombres seront congrus sui= 
vant le module 2". En effet, soit & un de ces nombres, l’autre 
sera 2H, dont le quarré est = a* (mod. 2"). _ 

2. Tout nombre impair qui est résidu quadratique de 2", est 
congru à un quarré dont la racine est un nombre impair et <2"*, 
Soit en effet a«° un quarré quelconque, auquel ce nombre soit con- 
gru, eta==a ( mod, 2"), à n'étant pas plus grand que la moitié 
du module-( n°4), on aura a*=«*, et partant le nombre pro- 
posé sera = a*, Mais il est évident que a et a seront impairs, et 
que parconséquent a << 2"7*. 


3°. Les quarrés de tous les nombres impairs moindres que 2"—* 
seront incongrus, suivant le module +", Soïent en effet deux nom- 
bresr ets, deux nombres impairs moindres que 2"—*; si leurs quarrés 
étaient congrus suivant 2”, on aurait (r—s) (r+-s) divisibles par 2* 
r étant >s; mais on voit aisément que r+-s et r—s ne peuvent être 
à-la-fois divisibles par 4, et si l’un est seulement divisible par 2% 
l'autre doit l'être par 2"-', ce qui est absurde, puisque chacun 
d'eux est <2"7*, | à : 

4. Si l’on ramène ces quarrés à leurs résidus minima positifs ÿ 
on aura 2", résidus quadratiques différens, et plus petits que 
le module; mais comme il y a précisément 2", nombres de le 
forme 841 plus petits que le module , nécessairement tous ces 
nombres se trouveront parmi les résidus, 


ï ARITHMÉTIQUES. RAT 
Pour trouver .un quarré congru À.un .nombie donné de :la 
1 forme 8£+ 3 , "suivant Je module 2"; on peut employer une :imée 
thode semblable à celle du n° 101, ou süivre le procédé du n° 88. 
Pour les nombres pairs, on peut faire-usäge de ce que nous avons 
dit, généralement n° 102, en 
‘104. Pourice qui regarde le nombre de valeurs différentes, 
_’est-à-dire incongrues suivant le module, que peut admettre 
L'expression F7=—.4/ 4 ( mod. p"), pourvu que À soit un résidu 
de p*, on déduit facilement de ce qui précède , les ‘conclusions 
suivantes. Nous supposons toujours que p est un nombre: pre- 
mier et, pour abréger, nous considérons en même temps le cas 
QÙ AS I AE | 
1°. Si Æ n’est pas divisible par p, P n’a qu'une seule valeur 
pour p=—2etn=1; ce sera V=1; il en a deux quand p est im- 
pair, on bien quand on a p—2etn—2;et, si l’une est =», 
l’autre sera =— v; il en a quatre pour p=2 et 7 > 2; et si l’une 
est =, les autres seront =#+2"7t, —y tan pe 


: 0 ’ ï 1 à à : - Di :. 
2°. Si est divisible par p, maisnon par p", soit p Fa plus haute 
puissance de p qui divise À,car cette puissance doitêtre paire (n° 102), 
et A—ap" ;ilest clair que toutes les valeurs de F doivent être 
divisibles par p', et que tous les quotiens dénnés par ces divisions 
s z ; ja 24!) np 6 
særont les valeurs de l’expression F”=y/a. (mod. p :}; on 
aura donc toutes les valeurs différentes de 7, en multipliant par 
p“, toutes celles de 7’ contenues entre oetp"  “. Elles seront, 
par conséquent , : 
pp, Hp Ê op +ap Me DD (Pile , 
y étant uné valeur quelconque de 7”: suivant donc que F aura 1, 
ER CPR 
ou 2, ou valeurs; }en aura pl”, ou 2p' , ou 4pl (1°). 


3°, Si À est divisible par p', on voit facilement , en posant 
n—2m où —=2Mm—1., Suivant que 7% est pair ou impair, que 

tous les nombres divisibles par p" sont des valeurs de 77, et qu’il 
n'y en a-pas d’autres; mais les nombres divisibles’ par p” sont 
o, p"y 2p":..(p"r"1)p", dont le nombre est p"-" 


es 
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Aoû, It reite’à ‘examiner :le‘cas où le: Ie m est cPENE. de, 
plusieurs nombres: premiers. Soit m==abcetc.,a,b; cyetc. étant 
désrfombres premiets'différens , “Où des puissances de nombres pre= 
miers différens. T1 est clair d’abord que si 7 est résidu de m, il 
le sera aussi des différens nombres #, b, co; etc. , et que partant 
il sera.-mon-résidu de m, s ’il est non-résidu de quelqu'un de ces 
nombres. Réciproquement, si est résidu . des. différens nombres 
a, B,.c, etc.’ il le sera de leur produit 77; en effet, si l’on a = 4°, 
B*, C*, etc. , suivant les modules a, b, c, etc. respectivement, et 
qu’ on cherche un nombre N congru aux nombres 4, B, C,etc., sui 
vant les modules a; , b,e, etc. respectivement (n° 32), onauraz= AN", 
suivant tous ces modules, et conséquemment suivant leur produit. 


.. Comme on voit facilement que la valeur de N résulte de la 


Eros d’une valeur quelconque de Z, ou de l'expression 


fn. (mod. a), avec une valeur quelconque de B, avec une va- 
leur: quelconque de: G ,.ete , que les ‘différentes combinaisons don- 
neront des, valeurs différentes , et qu’elles les donneront toutes $ 
le nombre des valeurs de N sera égal au produit des oies 
de valeurs de 4, B, C, etc. que nous avons SPPRe à RTE ù 
dans l’article précédent. 


‘ TN est évident que si l’on connaît une valeur de l’expres 
sion y/z (mod, =), ou de AN, ce sera aussi une valeur de 4, 
B, C, etc.; et comme par l’article précédent on peut en dé- 


duire toutes les autres valeurs de ces quantités, il s'ensuit que 


Fon pourra trouver toutes les valeurs de N, lorsqu'on en con- 
naîtra une. | 


Exemple. Soit le module sn on demande si 46.est un résidu ou 
un non-résidu:. Les diviseurs premiers de.3:5 sont 3, 5, 7, et 46 est 
résidu de chacun d’eux; done: il est résidu. de 315. Or comme 
46=1 et —64 (mod. . =1 et =16 (mod. 5), =4 et —=25 
(mod. 7), on trouve pour les‘racines des quarrés congrus à 46 sui- 
vant le module 315, les nombres 19, 26, 44, 80, 226, 291, 289, 206. 

106. On voit par ce qui précède, qu’il suffit derecennaître si un 
nombre donné est résidu ou mon-résidu d’un nombre premier 
donné, et que tous les cas reviennent. à celui-là. Nous devons 
donc chercher pour ce cas.des caractères certains; mais avant d'ene 
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| treprendre cetié recherche, nous présenterons ‘an. çaracfére quirée 
déduit dé la section précédente, et qi est digne d'êtrecouservé à 
cause de sa simplicité et de sa généralité, quoiqu'il ne soit presque 
d'aucune utilité dans la pratique. 


On nombre quelconque À, non dibisibie: Par ün wormbre: pre- 
raïer 2m, es8 jésidu on -non-résidu de.ce Ronibre ipremèdr 
suivant que a OH = 1 Xm04. amet Ke 


Soit en effet. 3 pour le module 211 a l'indice du: nombre 2: dans 
un système quelconque, a _sera.pair quand À sera un résidu » etim- 
pair quand À sera non-résidu; mais l’indice du nombre A, .sst mas 
c'est-à-dire =0 .ou = (mod. 2m) RE que a est pair ou im-- 
pair. Donc dans le prémier cas on aura A" 1 et dans le second 
Æ—1 (mod, ami) (no53,62). 

. Exemple. 3 est résidu de :3, parceque s"= 1 (mod. 13); au 
contraire 2 n’est pas résidu de 13, parceque 22 — 1 (mod. 13}; 
amais pour peu que les nombres à examiner soient grands, ce-carac= 
tère devient tout-à-fait inutile à cause de l’immensité :du calenk, 

. 107, Il est très-facile d’assigner tous les nombres qui sant. ré 
sidus ou non-résidus d’un nombre donné, Soit en effet m ce FonRESS L 


on déterminera les quarrés dont les racines ne surpassent pas = es 


‘ou des nombres congruë à ces quarrés suivant le modele (pour à 
pratique il y à encore dés méthodes plus expéditives ); alors tous 
les nombres congrus à quelqu'un de ceux-là , suivant le module "7, 
‘seront résidus, ; et tous ceux qui ne seront congrus à aucun, seront 
‘non-résidus; maïs la question inverse, étant donné un nombre quel- 
congue, assigner tous ceux dont il est résidu ou nôn-résidu » est 
d’une bien plus grande difficulté; aussi nous allons nous occuper de 
ce problême, de la solution Auduel dépend ce que nau$ nous séries 
“proposé dans l’article précédent ; et nons commencerons par lès 
cas les plus simples. 


. 108. THÉORÈME. —1 est résidu de ious les nombres premiers 
de la forme 4n+ 1, et non-résidu de tous. es norqbres premiers de 
la forme 4gn+3. 

oe — 1,68 résidu des nombres 5;. E ne er Fe 8 SAT 554 
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61; 73, 89, 97, etc:; il provient des, _quarrés: sombres 2; & 
4,12,6,9,23, 11,27, 34, 22, etc., respectivement. Ilest au cons. 
traire non - RE des nombres 3, 7, 11, 19,23, 31, 43; 47: 59, 
67, 715 79) 83, etc. 

: Nous avons déjà fait mention de ce théorème . n° 64): ; mais on le 
démontre facilement. par le n° 106. En effet, pour un nombre pre- 


mier de la forme’ 4#4-3, on a (—1)"=+1, et pour un nombre 
de la forme 4n+3,0ona ir. Cette démonstration 


revient à celle du n° 64; mais à cause de l'élégance du théorème et 
‘de son utilité, il ne sera pas inutile de le démontrer encore d'une 
autre manière. 


109. Désignons ae C la somme de tous les ET du nombre 
premier p; leur nombre, en excluant 0, est = =—» qui sera pair 


toutes les fois que p sera de la forme 47+-1, et impair lorsque p sera 
de la forme 47-43. Par analogie avec la nomenclature adoptée dans 
le n° 77, dans lequel il était question de nombres en général, nous 
appellerons, résidus associés, ceux dont le produit sera = 1 (mod; p}; 


en effet il est évident que si r est un résidu, = (mod. p} en sera un 


aussi, et comme le même résidu ne peut avoir plusieurs associés 
dans ©, il est clair que C peut être distribué en classes, dont cha- 
Cune contiendra deux résidus associés. Or il est évident que, s’il n’y 
avait aucun résidu qui n'eûüt d’autre associé que lni-même » C'est-à= 
dire si chaque classe contenait deux résidus différens , le nombre 
des résidus serait double de celui des classes. Si donc il ya des 
nombres qui soient eux-mêmes leurs associés, c’est-à-dire quelques 
classes qui ne contiennent qu’un résidu , ou, si on‘aime mieux, qui 
contiennent deux fois le même; soit a le none de ces: class 
ble nombre des autres, le are de tous les résidus sera Æat2b: 
donc. « sera pair qu impair suivant que p sera de la forme hs. 
où 473; mais (n° 77) il n’y a pas de nombres plus petits que à, 
autres que 1 et p— 1 qui soient eux-mêmes leurs associés, et le:pres 
mier 1 fait certainement partie des résidus; ainsi dans le premæ 
cas p—1 ou, ce qui revient au même, — 1 ‘doit être résidu, et 
dans le second il doit être non-résidu; autrement dans le premier 
pas on aurait a—1, ét dans le second a=2, ce qui est impossible, 
| 510. 
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x10. Cette démonstration est encore due’à Euler, ainsi que la 
précédente qu’il a donnée le premier (Opusc. analyi."T. 1, p. 135). 
Test aisé de voir qu’elle repose sur des principes semblables à ceux 
sur lesquels nous avons appuyé nôtre seconde démonstration du 
théorème de Hilson (n° 77). Mais en supposant ce théorème, la 
démonstration précédente se simplifierait beaucoup. En effet, entre - 


les nombres 1,2,5...p—1,ilyenaË _ qui sont résidus et autant 


de non-résidus ; donc le nombre des non-résidus est pair on impair 
suivant que p sera de la forme 471, ou de la forme 4743; done 
le produit de tous les nombres 1,2, 3,...p—1 sera résidu dans le 
premièr cas et non-résidu dans le second (n° 09). Or ce produit 


=—1 (mod. p); donc enfin —1 est résidu dans le premier cas et 
non-résidu dans le second. 


tar. Si- donc r est résidu d’un nombre premier de la forme 
An-1, —7 le sera aussi, et tous Îles non-résidus seront encore 
non-résidus en changeant les signes (*). Le contraire arrive pour 
les nombres premiers de la forme 47+-3, dont les résidus devien- 
nent non-résidus, et réciproquement, quand on charge le signe 
(n° 98). | 

Au reste on déduit facilement de ce qui précède cette règle géné- 
rale: — 1 est résidu de tous les nombres qui ne sont divisibles ni 
par 4, ni par aucun nombre de la forme 4n+-3, Ïl est non-résidu de 
tous les autres. ( N°’ r03 et 105). 

112. Passons aux résidus +2 et —2, 


Si dans la table II on prend tous les nombres premiers dont Le 
modcle est +2, on trouvera 7,197, 25,31, 41,47, 715 73, 70) 
89, 97. Or on remarque facilement qu’aucun d'eux n’est de la forme 
8n+-3 ou 82-45. 

Voyons donc si cette induction peut devenir une certitude. 

Observons d'abord que tout nombre composé de la forme8rz +53 ow 
8n--5 renferme nécessairement un facteur premier de l’une ou l’autre 


(*) Ainsi quand nous parlerons d’un nombre, en tant qu'il sera résidu ou nom 
résidu d'un nombre de la forme 4n. +1, nous pouvons ne faire aucune attention 
À sou signe, ou lui donner le signe Æ. 


L 
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forme; en effet les nombres premiers de la forme 8241 et Ce, 
ne peuvent former que des nembres de la forme 8n-+4-1 ou 8n +7. 
Si donc notre induction est généralement vraie, il n’y aura aucun 
nombre: de la forme 873, 8n +5, dont le résidu sbit +2. Or il 
est bien certain qu’il n'existe aueun nembre de. cette foxme et au- 
dessous de 100:, dont: le résidu soit +2; mais.s’il yen avait au-dessus 
de cette limite, supposons que # soit le plus petit de tous; 2.sera de. 
la forme 87-453 ou 878, et 2 sera son résidu; mais ü sera non- 
résidude:tousles nombres semblables plus petits. Soit d=2(med. t}s 
om pourra tonjours prendre a impair et 7, car a à au moins deux 
valeuxs positives plus petites que £, dont la sommet, et dont pare 
conséquent. l’une est paire et l’autre impaire (n° 104. 105), Celwposé, 
soit —3—ut où wa 2, «sera de: ba: forme 8n+-1, ef par- 
conséquent zt de la forme 82— 1; donc z:sera: de la forme 8743: 
ou 825 suivant que Z sera de la forme 87+4-5 ou 8x+-3; mais 
de l'équation a =3-+1u, on tire la congruence a =2 (mod. u} * 
c’est-à-dire que 2 serait aussi résidu de z, Il est aisé de voir 
qu’ on au <1;.il s’ensuiyrait que / ne serait pas. le plus petit nombre 
qui eût+2 pour résidu, ce qui est contre l’hypothèses. d’où suit. 
enfin une démonstration rigoureuse de cette proposition ; que nous 
avions déduite de l'induction. 

Encombinant cette proposition avec celtes du n°111, 0nen déduit 
les théorèmes suivans : 

I. est non-résidu, et —2 est résidu de tous Les. RE 
miers de la forme 8n +53. 

IT. +2 et — 2 sont non- résidus de tous les nombres Prose 
di la.fprne. 8n-+5. 

233% Par une semblable-inductien ontirera'de la table IT, pour les 
nombres premiers dont le résiduest —2 ceux-ci : #, F F; 173 1N 45; 
43, 59, 67,73;85, 80, 97 (*). Parmi ces nombres il-ne s’èn trouve au: 
cun de la forme 8x -+5ou 87-+-75cherchons donc si de cette induction 
nous pouvons tirerun théorème général. On fera voinde la même ma- 
nière que dans l’article précédent; qu’un nombre: ‘composé. de la forme 
8r+5 où 8747, doit renfermer un facteur premier de la forme 
87+-5 qu de la, forme. 87 +7; desorte que si notre induction est 


(*) En considérant — 2 comme le produit de he PaX = 1 ; Voyez n® cru. 
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RtEslenent vraie, —2 ne peut être résidu d’ancun nombre de la 
forme 87+-5 ou 87+-7; or s’il peut y en avoir de tels, soit z le plus. 
petit de tous, et qu'on ait —2=—u*—12, Si l'on prend, comme plus 
haut, a impair et <#, u sera de la forme 875 où 8", suivant 
que t sera de la forme 872 +7 ou 87-15; mais de ve qu'en aa<tet 
uf=d"+2, il est facile de déduire que est <1; et comme 
serait aussi résidu de 4 > il s'ensuivrait que £ ne særait pas le plus 
petit nombre dont —2 est le résidu, ce qui est contre l'hypothèse. 
Donc —2 sera nécessairement non-résidn de tous tes notibres de 

la forme 87-45 ou 87 +7. 


ÆEn combinant cette proposition avec celles du n° 111, on en 
déduit les théorèmes suivans: 


TI, —2 £i +2 sont non-résidus de tous 2: nombres premiers de 
Za forme 8n+-5 ; comme nous l'avons déjà trouvé. 


II, —2 est non-résidu et 4-2 résidu de tous Les ombres pre- 
_ miers de la forme 8n+-7. 


_ Aureste, nous aurions pu prendre « pair dép les deux démons- 
trations; mais alors il eût fallu distinguer le cas où a est de la forme 
4n—2 , de celui où il est de la forme 4n; d’ailleurs la marche est 
absolument la même et n’est sujette à aucune difficulté. 


114. Il nous reste encore À traiter le cas où le tt premier 
est de la forme 871; mais il échappe à la méthode précédente 
_<t demande des artifices tout-à-fait particuliers. 


Soit, pour le module premier 87-11, une racine ue quel- 
conque &, on aura (n° 62) af"=—1 (mod. 8x+1); cette .con- 
gruence peut se mettre sous la forme (a+ 1 )*=20*" (mod. 8n-+-1), 
où (a— 1 j'=— 20"; d’où il auit que 24° et — 24** sont résidus 
de 871; mais comme a** est un quarré non-divisible par le. 110 
dule, 2 et —2 seront aussi résidus (n° 98 ). 


115. Il nesera pas inutile d’ajonter encoreune autre démonstration 
. de ce théorème, qui a le même rapport avec celle que nous venons de 
donnet, que la seconde démonstration du théorème du n° 108, a avec 
le première. Les gens instruits s’appercevront facilement que ces deux 
démonstrations ne sont pas aussi différentes qu’elles le paraissent au 


“premier Aspect , tant dans le ESRHer cas que dans le second, 
: ‘3 
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+, Pour un module premier quelconque de la forme 4m-b1; 
au les nombres 1, 2, 3,....4m, on en trouvera 77 qui peuvent 
être congrus à un biquarré, et les 3m autres ne pourront pas l'être. 


On peut le conclure facilement des principes de la section précé- 
dente; mais on peut aussi s’en passer sans difficulté. En effet nous 
avons dénonté que pour un pareil module, —1 était toujoursrésidu 
-quadratique. Soit donc f*=— 1 , il est clair que si z est un nombre 
quelconque non divisible par le module, les biquarrés des quatre 
nombres +2, —2,+fz, —fz (qu’on voit facilement être incongrus) 
seront congrus entre eux. Or il est évident que le biquarré de tel 
nombre qu’on voudra, qui ne serait congru à aucun de ces nombres, 
ne pourrait pas être congru à leurs biquarrés; autrement la con- 
gruence x{=2# aurait plus de quatre racines (n° 43). On déduit 
facilement de là que les nombres 1, 2, 3,....4m fournissent seu- 
lement 72 biquarrés incongrus, pou? lactée parmi les mêmes 
nombres , on en trouvera » qui leur sont congrus; les autres ne 
pourront être congrus à aucun biquarré. 


29. Suivant un module premier de la forme 8-+r;,—1 peut être 
rendu congru à un biquarré; c’est-ä‘dire que —:1 serà résidu 
biquadratique de ce nombre premier. 


En effet le nombre des résidus biquadratiques moindres que 87+x 
{zéro excepté ):, sera = 271, c’est-à-dire, pair. Or on prouve facile- 
ment qe si rest résidu biquadratique de 8n+1,la valeur de l’e 


pression - =: (mod. 87+ 1) est un pareil résidu. Donc on peut dis- 


tribuer Fe résidus biquadratiques par classes, comme nous l'avons 
fait, au n° 109, pour les résidus quadratiques, et l& rèite dé la 
| démonstration est exactement le même qu’à l’article citée” 


30 Soit maintenant g=—: et.h la valeur de l'expression. - 


(mod. 8n+-1). On aura alors (g+A) ice te 
puisque gh=1; mais gf=—1; donc g#h°=—h": d’ailleurs... 
g'h=g".gh=g", doncg"=—h" ou g"+h=0, et(gHh)= Hz, 
c'est-à-dire que +2 et — 2 sont des résidus quadratiques de Ba k, 
136. Au reste on tire facilement de ce qui précède la règle géné- 
rale suivante: -La es résidu de tout nombre qui. n'est divisible 
ni par 4 ni tree aucun nombre premier de La forme 8n +S ou 8n+5, # 


#4 
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et'non!résidu: de tous.les' autres, par exemple; dé tous eënt-de la 
forme 8543, 82-45, tant: ‘premiers ‘que ‘compobés.. 


— 2 est résidu de tout rioribre gtiÿn'est divis isible ni par 4 ni par. 
aucun nombre premier de la forme 8n+5 ou LOTIR et non- 
résidu de.tous les autres. 


Ces Hip SERIE étaient counus de Fexmat ( Op. mathém., 
avoir trouvée. Depuis , Euler Va toujours ‘cherchée € en vain; mais 
Lagrange en a publié’ le premier ‘une “démonstration rigoureuse 
(vous. Mém. de Ac. de Berlin. 1775, P- ‘349, 351); etil paraît 
au’Euler ne la connaissait pas encore quandil a écrit la dissertation 
due renferme le T. 1 des Opuscula analyt. y D: 259. 


11%. ‘Passens aux résidus +3 et —3, et | commençons ‘par le 
dernier. 


 Ontrouve.par la table II que les nombres premiers dont.—3 est 
ne sont 5,7, 13, 19, 31,37, 43,61, 67,:73; 79; 97; parmi 
Jesgrels ik n’y en a aucun de la forme Gn 4-5: On démontre comme 
il suit -qu’au-delà des tables'il n’y:a pas de nombres de cette forme 
dont —3 soit résidu: il est d’abord évident que.tout nombre com- 
| posé de. la: forme 672+-5 renferme un facteur premier. de la même 
forme;.ainse. quand ilsere démpntré. qu'il n'ya pas de nembres 
premiers..de la forme: 6n-+5 dons — 2.s0it: résidu, il. demeurera 
prouvé qu'il n‘ÿ a pas non plus de norqbres composés. S£ dûne 
au-delà des limites de la fable il y avait de.tels nombres, sgif+ le 
plus petit ‘de tous » €t:qu'on ait m5 +tiu;, alors en prenant & 
pair et moindre que f;.on. aura 4 <t et—3 résidu deu; or si a 
était.de, la forme 6 + 2, tu serait de la forme 6n+1 1;et partant 4 
-— dé la:forme 674-5, ce qui estabsurde, puisque ‘nous. avons supposé 
que é, était Je plus petit nombre contrairé-à notre induction. en 
second. lieu, si à était de la forme. 67, tu serait de. la forme 
36n +5, et partant zu de la forme 1271; donc 44 serait de ja. 
forme 6n+5; or il est clair que —53 serait aussi réidu de 34, ce 
_ quk.est absurde, puisque +4 <<2; donc —5 ne:seraxésidu-d’ancun 
nombre. dé la forme € Gn 75 , 


Cormmertout nombre dé la forme 6x5 esttontenu sous 1H Forme 


», 
+ 
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12745, ou 12H11, et que la première revient à ans et la 
seconde à 424 8, on a les thénrèmes suivans: 
__ 1,3 et +5 sont non-résidys de tout nombre premier de la 
forme 120 5 
TI. —3 est non-résidu : ei +3 résidu de tout nombre premier de 
_ La forme 12011 


‘118, On trouve dans la table IT, de les nombres dont 3 est résidu 

‘sont 3,11,13,25, 57, 47,59, Le 71, 93, 83, 97, parmi lesquels 
‘aucun n’est de la forme 1275. ou 1227; or on démontrera ; 
comme dans les n°112, 113, 117, qu’il n’y a absolument aucuns 
nombres de-cette forme dont ie résidu soit +3; ainsi nous ne nous 
Y arréterons pas. Nous en conclurons donc à à se du n° 111, les 
théorèmes suivans : 

T. 4-5 et —3 sont nou-résidus d’un nombre Prértèer quelconque 

de la forme 12n+5. 


_ IL 3 est ROR-TÉSIA y 3 Gr de éoui ROTÈrE re dé 
La farme 188 7... 


z19. Cette méthode n: "apprend rien pour es She dé ti fee 
xon+1, qui demandent des artifices particuliers. L'induction fait 
voir aisément que -H-3 et —3 sont résidus de tous les nombres pre- 
miers de cette forme. Or il suffit de démontrer que —3 l'est effecti- 
wement, puisqu’alors +3 le sera aussi (n° 111); maïs nous allons 
- faire voir plus généralement que — 3 est résidn de tout nombre pre= 

mier de la forme Sr, 

Soit p un de ces nombres premiers, et zum tee appértenant 
à l'exposant 3, suivant le module p:et il est évident qu’il existe de tels 
nombres, puisque 3 divise p—1 (n° 55). On aura ainsi &— 1 =0 
mod. p), c'est-à-dire a°—1=(a—1)(apatr ) divisible parp; 
mais on ne peut pas avoir 41 (mod. p), parceque 1 appartient à 
l'exposant 1 ; done a+ n’est pas divisible par p, et partant 
PRES le sera. D’où il s'ensuit que 44° 4a-L 4 de sera aussi, 
c’est-à-dire qu’on aura (aa+i Yæ=--3 (mod. P), ou LE —53 sera 
résidu dep, 

Au reste il est clair que cette démonstration, qui est indépen- 
dante des précédentes, renferme aussi les nombres premiers de l4 
forme 1077, cas que mous avons résolu dans le n° précédent. 


. 
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Nous observerons encore qu'on pouvrait- employer k niéthode 
des n° rog'@t rr5; mais pour abréger HOUS NE noub y depèterons pes. & 


120. On déduit facilement de ce sou précède les théorèmes sui- 
Vans (n°®% 103,108, 505): 


P. —Sest résidu detous les roïhbres qui ne sont dévisibtes ni 


par 8, nipar 9; ni par aucun RM ass de la forme 65 +5, 
cé non-résidu de:tous les attres, - 


IT. +3 est résidu de tous les nombres qui ne sont divisibles ni 
par #, mi par Q, ni par aucur nombre: prémier de la forme 120 +9 
ou 12n—+-7, et non-résidi de tonis Les arires: 

On doit remarquer surtont ce cas particulier + : 


— 7% est nésidu de tous lesnombres. premiers deia forme SH 
ou, ce qui est la même chose, de 1ous.ceux qui sont résidus de. 3:.et: 
iLest 70n-résidu. de tous les nombres premiers.de la formeGr+5, 
ou‘de tous ceux de la forme 3742 (2 excepté) , c’est-à-dire de tousr. 
ceux qui sont nor-résidus de. 3, et Van voit: facilement que tous les: 
autres cas suivent naturellement de celui-là. 


Les-propositions. relatives-aux résidus -+3 et —%, étaient con- 
‘nues de Fermat (Opera Wallisi, T. 11,:p. 857); mais Euler eat. 
le premier qui.les ait démontrées.( Gomment. nov. Patrop. Fr arr, 
p« 105), c’est pourquoi il est encore, plus étonnant que la démons: 
tration des propositions relatives anx résidus ret— à aient tou-. 
jours échappé à sa sagacité, puisque elles sout appuyées sur les) 
mêmes principes. On peut voir aussiles Recherches de Æagrange: 

(Nouv. Mém, de l’Ac. de Berlin. 277$ y Pe 357 ). 


var. L’induction fait vor que +-5" n'est résidu d'aucun nombre 
impair de la forme 5n-+2, où 5n+3', c’est-à-dire d’aucun nombre 
impair qui soit non-résidu de 5 lui-mêïne, Or nous allons démontrer 
que cette règle ne souffre aucune exception. Soit, s’il'est possiblé ,4 le 
plus petit nombre à en excepter, 5 sera résidu de, et z non-résidu de 5. 
Soita*—5+tu, desorte que a soit pair et < 1; u sera impair et €, 
et +5 sera résidu de z: Si a n’est pas divisible par 5, z ne le sera 
pas non plus; mais ik est. évident que #ruest résidu de 5; done comme: 
t'est non-résidu de 5, z le sera aussi, c'est-à-dire: qu’il-y & üh nombre 
impair < 4 quiest non-résidu de 5-et dont 5°est résidu ; maïs si a est 
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divisible par 5, soit a 5b etu—5v, il'en résultera f0==—1 = 4 
(mod. 5), c’est-à-dire que 4v.sera résidu de 5. La marche de la dé-. 
monstration est pour le reste la même que dans le cas précédent. 


122. Donc +5 et —5 sont non-résidus de -tous. les- nombres 
. premiers qui sont à-la-fois non-résidus de 5 et de la forme 4n+1,; 
c’est-à-dire de tous les nombres premiers de la forme 207 + 13 
ou 20717; mais 5 sera non-résidu, et —5 résidu de tous les 
nombres premiers de la forme 202+4-3 ou 2077. 
Or on démontrera absolument de la même manière que —5 est 

 non-résidu de fous lés nombres premiers des formes 207-+11, 
20713, 20217, 207-109, et l’on voit facilement qu’il suit 
de là que + 5 est résidu de tous les nombres premiers de la forme 
‘ aoncir, où 20719; enfin non-résidu de tous ceux de la forme 
2on—+13, ou 202<- 17; et comme tout nombre premier , excepté 2 
et 5, dont H5 est résidu, est contenu dans l’une des formes : 
2onHr +3, +7, +09, Hri, +13, +17, 19, il.est clair 
que l’on peut juger de toùs, excepté de ceux qui sont de la forme 
2072 1, OÙ 20774-0 | : ane 

- 123. Par induction, on trouve facilement que 5*et —5 sont 
résidus dé tous les nombres premiers de la forme 2071 et207 +9; 
et si cette proposition est généralement vraie, on aura cette loi 
élégante que 5 est résidu de tous les nombres premiers qui 
sont. résidus de 5 lui-méme, (car ces nombres sont contenus 
dans les formes 57<+1, ou 574, ou ce qui revient au même 
dans.les formes 207<+ 1,49, ir, 19, parmi lesquelles la 
troisième et la quatrième ont déjà été traitées ), e{ mon-résidu. 
de tous les nombres. premiers impairs ; qui sont:résidus de 5, 
comme nous l'avons déjà démontré plus haut. Or il est clair que 
ce théorème suffit pour juger si +5 et partant — 5, qui n'est autre 
que +5.X—1, sont résidus ou non-résidus d’un nombre donné 
quelconque. On peut observer aussi l’analogie de ce théorème. 
avec celui du n° 120 sur le résidu — 3. 


. Mais la vérification de cette induction n'est pas facile. Quand) 
le nombre proposé est de la forme 2071, ou plus généralement 
de la forme 571, on peut: employer une méthode:semblable à 
celles des n° 114, 119. Soit en effet a un .nombre quelconque 

appartenant 
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appartenant à l'exposant 5, suivant le modulè 57 + 1, nombre qu'on 
a appris à trouver dans la section précédente, on aura aÿ=1, ou 
(a—1) (at+a+a+atr)=o (mod. Sn+1). Mais comme 
on ne peut avoir a=1, il s'ensuit qu’on aura at+ a+ ae +a 
H1=0; donc 4(at—+ a+ 0° +ati)=(20+at2) —b%=0; 
c'est-à-dire, que 54° est résidu de 571 ; et partant 5 lui-même, 
puisque a° est un résidu non-divisible par 571; CA à cause 
de a=r1, a n’est pas divisible par 5741. 


Comme le cas où il est question d’un be premier de la 
forme 5744 demande des artifices particuliers de calculs, et 
comme nous traiterons par la suite, d’une manière générale, les 
propositions au moyen desquelles on peut résoudre ce PRREÉE , 
nous nous contenterons d’en parler ici en passant. 


1°. Sipest turinombre premier,et b un nombre aussi donné non-résidu 


de p, la valeur de l'expression ns Dhs A , 


dont le développement ne contiendra pas d’irrationnelles, sera tou- 
jours divisible par p, quelque valeur que l’on attribue à x. En 
effet ilest clair, par l’inspection des coefficiens qui naissent de ce 
développement, que tous les termes , depuis le second jusqu’à l’a+ 
vant-dernier inclusivement, sont divisibles par p, et que partant 


A2 (pu) (a+xbl—) ( mod. p) ; mais parceque best non- 
résidu de p, on aura =: (mod.p}), (n° 106);orona. 
toujours z'=x (section précédente), d’où s’ensuit 4=0. 


2°. Dans la congruence 4 =0, l’indéterminée x aura p dimen- 
sions, et tous les nombres o, 1, 2, 5....p—1, seront racines 
de cette congruence. Soit e un diviseur de p+1 , l'expression... 
(c+vb) (avr 

v b 

x yaura e—1 dimensions, etil est constant par les premiers élémens 
d'analyse, que 4 est divisible par B. Or je dis qu'il y ae—1 va- 
leurs , qui rendent 2 divisible par p. En effet, soit 4— BC, x aura 
dans C, p—e+1 dimensions; et partant la congruence C=0o 


( mod. p), ne pourra avoir plus de p—e-1 racines ; Se il suit 


,quenousreprésenterons par B,serarationnelle, 
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que les e—1 autres nombres pris dans la série 0, 1,2,...p—%x, 
seront racines de la congruence B=0. : | 

8. Supposons maintenant p de la forme 5r+4, e—5, bun. 
non-résidu de p, et le nombre a déterminé de manière à rendre 


Ca+vbÿ— (avi Y divisible par Pe Cette expression devient 
vb 


1004200 b+2b—2 {(b+4-5a*)"—20af };, donc (b+-5a°)—204—=0 
(mod. p}; c'est-à-dire que 2o4* est résidu de p; mais comme 4æ* 
est un résidu non-divisible par p, ( car on voit facilement que a 
me peut être divisible par p), 5 sera lui-méme résidu dep. 
Il est clair par là que le théorème énoncé au commencement 
de ct-article est généralement vrai. | = rÿ 
Observons encore que les démonstrations des deux cas sont dues 
à Lagrange. (Mémoires de l’Académie de Berlin, 1775, p. 352). 
124. On démontre par une méthode semblable que — 7 est 
non-résidu de tout nombre premier qui est non-résidu de 7,et 
Jon peut conclure par induction, que — 7 est résidu de tout 
nombre qui est résidu de 7; mais personne n’a encore démontré 
rigoureusement cette seconde partie. Pour les nombres qui sont 
résidus de 7 et de là forme 47— +1, la démonstration est facile, 
car on peut démontrer par la méthode précédente qui est main- 
tenant assez connue, que —- 7 est toujours non-résidu de ces 
nombres, et partant — 7 résidu. Mais nous sommes peu avancés 
par là, car les autres cas ne peuvent être traités par cette mé- 
thode. IL y a cepeudant un cas qui peut être résolu de la même 
manière qu'aux n% 119, 123. Soit p un nombre de Ja forme 97+r7r, 
et a un nombre appartenant à l’exposant 7; on voit facilement que 
ie 
LED (22 a —0—2) +7 (a*+Laÿ=o, et que partant 
— 7 (a°+a } est résidu de p. Mais (a°-a) eomme quarré, estré- 
sidu de p; de plus il est non divisible par p. En effet a n’est ni =o, 
ni=—1 (mod.p), c'est-à-dire que ni a, ni a-1 ne sont divi- 
sibles par p, et partant le quarré (a—1}° a° nel’estpas non plus. 
Donc 7 lui-même est résidu de p. Mais les nombres de la forme 
7n +2, ou 7n-+ 4 échappent à toutes les méthodes que nous avons 
fait connaître jusqu’à présent. Au reste, cette démonstration est 
encore due à Lagrange , ( ibidem ).. Nous montrerons plus bas gé- 


ARITHMÉTIQUES. gt 
néralement , secticn VIT, que l'expression #77) bent toujours 
être ramenée à la forme X°-Æp}F*, Xet F étant des fonctions 
_ rationnelles et entières de x, et où l'on doit prendre le signe su- 
périeur, quand p est un nombre premier de la forme 4741, et 
de signe inférieur, quand p est de la forme 47-53. Lagrange n'a 
| Pas poussé cette analyse au-delà du cas où p=7 ( Voyez ibidem). 
. 12%. Puisque les méthodes précédentes ne suffisent pas ‘pour 
établir des démonstrations générales, il est temps d'en exposer 
ane autre exempte de ce défaut. Commençons par un théorème dont 
‘ da démons{ration nous a long-temps échappé, quoique au premier 
. aspect il paraisse si facile, que plusieurs auteurs n'ont pas même 
cru qu'il fût nécessaire de le démontrer. C'est celui-ci: Tout nombre, 
#i l'onen excepte les quarrés pris positivement, est toujours non- 
- résidu de quelques nombres premiers. Maïs comme ce théorème 
nt nous servira que d’auxiliaire pour d’autres démonstrations, 
nous ne présenterons que Îes cas dont nous pourrons avoir besoin; 
_ és autres se trouveront démontrés par la suite. Nous allons done 
- faire voir que tout nombre premier de la forme 4n+1 soit po- 
sitif, soit negatif, est non-résidu de quelques nombres premiers, 
_€t méme de nombres premiers plus petits que Lui (*). 
Quand le nombre premier p de la forme 42- 1 est pris négative- 
went, soit 24 Je nombre pair immédiatement plus grand que 4/p. 
On voit facilement que 44° est toujours << 2p (**) ou que 44°—p <p. 


(*) T1 est évident qu'il faut excepter +1. 

(**) L'assertion de l'auteur est vraie, excepté pour les valeurs p==5 etp=19. 
Soit en effet p—m"+k, m° étant le plus grand quarré contenu dans p; on aura 

m1 ou—m+2, suivant que msera impair ou pair, donc 4a° sera m°#+2m-+t 
ou m°+- 4m + 4 ; d'où il suit - : 
4æ— ap2=1—2h+2m— m° 01h) (m1) où 4a°— 2p—2(4—h})—(m—2} 
er dans le premier cas on a évidemment 4a°—9p C0, puisque k ne peut pas être 
plus petit que 4. 

Dans le second cas, l’assertion esten défaut pour tous les nombres dans lesquels 
k 4 (ce qui exige qu'on ait k—1, puisque k est de la forme 4n+1), et 
çn—2)< 6 , c’est-à-dire, pour les nombres pour lesquels m—2 ou m=4; 
ces nombres sont donc 2°<+1==56 et 4117; mais pour tout autre 0 aura 
4e —2p<o. 


On peut substituer la démonstration suivante qui n'offre aucune exception, 
ten 2 
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Mais 4a°—p est de la forme 4743 et + p est résidu quadratique 
de 42—p, puisque 4a°=p (mod. 4a°—p ). Si donc 4a*—p est 
un nombre premier, —p sera non-résidu ; dans le cas contraire 
4u° — p renfermera un facteur de cette forme; donc + p sera ré- 
sidu, et partant —p non-résidu. à 


Quand le nombre premier est pris positivement , il est néces- 
saire de distinguer deux cas ; celui où p est de la forme 874 5, et 
celui où il est de la forme 827<+1. 


Soit d’abord p de la forme 87+5, prenons un nombre po- 
sitif quelconque a <y/ip; alors 82 +5— 24° sera un nombre po- 
sitif de la forme 82 +5 ou 82+3, suivant que a sera pair ou. 
impair , et nécessairement divisible par un nombre premier de 
la forme 87-53 ou 82 +5, car le produit des nombres de la 
forme 87+-1 et 827 ne peut avoir ni la forme 82-53, ni la 
forme 87+ 5. Soit cette différence égale à g, on aura 87+4+5= 24° 
(mod. g}). Mais(n° 112) 2 est non-résidu de g, et partant 24* 
et 874.5 (n° 98). a° en effet n’est pas divisible par g, car sans 
cela le nombre premier p serait divisible par g. 

126. La démonstration n’est pas aussi simple dans le cas 
où le nombre premier positif est de la forme 8z+ 1. Mais comme 
cette vérité est d’une grande importance , nous ne pouvons omettre 
la démonstration , quoiqu’un peu longue. ; 

LemmMe. S2 l’on a deux suîtes de nombres À, B, C, D, etc.(T), 
A", B', C’, D”, etc. (IT), ( dans lesquelles il est indifférent que 
les termes soient ou non en même nombre } #e//es que p étant 
un nombre premier quelconque ou une puissance d'un nombre 
premier qui divise un ou plusieurs termes de la seconde, il y 
ait au moins autant de termes de la première qui soient divi- 
sibles par p; alors je dis que Le produit de tous les nombres 
de (1) est divisible par Le produit de tous Les nombres de (ID). 
RE 
Soit p—(m+1)—R%, m étant la racine du plus grand quarré contenu dansp; 
il en résulte (m-E 1) Ææp (mod.k). Or si m+1 est pair, k sera de la forme 
a a de TP ser non-résidu de k; si m1 est impair, À sera 

e 4n, et comme les nombres de cette forme n’ont d’autres résidus que 


ceux qui sont de la forme 4n + 1 ou 8n + 1 (n° 103), il s'ensuit que—p est non- 
résidu de k; or k est <p. ( Note du Traducteur ): | 


# 
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ÆExemple. Soït (1) composé des nombres 12,18, 45,et(11) composé 
se nombres 3,4, 5, 6, 95 alors en faisant successivement p—2,4, 
3, 9, 5, on trouvera dans (1) 21; 3, 1, 1, termes divisibles, et 


3,3,1,:1 dans Œ) respectivemenif ; or le De de tous les termes. 


de (}=9720 < qui est divisible par. 3240, produit des termes de (IT), 


Démonstration. Soit Q le produit de tons les termes de @), et 
Q" le produit de tous les termes-de (II), il est évident què ‘tout 
nombre premier diviseur de Q' le sera aussi de Q. Prouvons main- | 
tenant que tout facteur premier de Q’est au moins élevé à la même 
puissance dans Q. Soit p ce diviseur, et supposons qu'il y ait dans 
la suite or a termes divisibles par P et non par p°; b par p°et non 
par p°, © pär p° et non par p#, etc. ; a’, L’, c’, etc. ayant la même 
signification dans la suite (IT). On verra facilement que a+-2b 


‘H3c+etc., est l’exposant de p dans Q, et a +20 +53c+etc., l’ex- 


posant de P dans’ Q; mais a n’est certainement pas Fa; ni bb; 
etc. par hypothèse; donc aussi a+ 21'+ 3c'4- etc. , ne sera pas: 
>abab+3c+ etc., ainsi, comme aucun nombre premier ne 
peut avoir un exposant plus grand dans Q’ que dans Q, Q est divi- 
sible par Q'°(n° 17). 

127. LgmMMe. Dans la progression 1,2,3, ASS .n, 2 ne peut 
y avoir plus de termes divisibles par un ne quelconque b, 
que dans la progression a, a+1, A2, ant; Pr 
Ze méme nombre dé tèrmes. | 

En effet on voit.sans peine que si x est divisible par 4,ily a 
dans chaque progression ; termes divisibles par 2; sinon soit 


n—=he+f, f étant <h; il y aura dans la première série e termes, 

et dans-la sèconde & ou e+-1 termes divisibles par Z. 

ÉCRIS L3).:.(atn—1) 
M PRE 

est toujours un nombre entier : tion éonnue par la théorie 

des nombres figurés , mais qui, si je ne me trompe, n’a encore été 

démontrée directement par personne. 


Il suit-de là, comme corollaire , que 


Enfin on aurait pu présenter plus généralement ce lemme comme 


il suit: 


: Dans la progression a, 41, a+2.. -a+n—x : il yaau 
moins autant de termes congrus suivant le Hodule h à un AGE 
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donné quelconque ; qu'il y à de Farues divisibles lan k dans de 
progression 1, 2, 3...:7 … 


128. THÉORÈME. Soit a un nombre tete D La fre: 
8n+-1,p ur nombre quelconque premier avec à et dont +a soit 
: FR , etm un nombre arbitraire; je dis que dans la suite, 
a, i(a—1),2(a—4),: (a—9); 2 (a— 16), FE -.2(a—m) ou 
Z (a—m°) suivant que m est pair ou impair, il y à au moins au- 
tant de tèrmes divisibles par p que dans la suite x,2, 3...2m+r, ; 
RE la première par (1) , la seconde par (Hi). 


*, Quand p==2, tous les’ termes de (1), le premier. excepté, 

c ii m termes, seront divisibles par 2, et il yen aura autant 
dans (IT). 

>, Si p ès: un nombre impair , ou le double ou le quadruple d’un 
one impair, et que z=7r* ( mod. p ), alors dans la progression 
My (1), —(Mm—2)...0,1,2... 7m CHI), qui a le même 
. nombre de termes que (II), il y aura au moins autant de termes 
congrus à r suivant le module p, qu'il y en a dans (IE) de divisibles. 
par p (n° précéd.) ; mais on ne pourra pas en trouver deux qui ne 
diffèrent que par le signe; en effet sir=—f=+f { mod. p) ; On 
aura 2/0; donc aussi 220, puisque par hypothèse f* ae; 
mais comme a est premier avec p , on ne peut avoir 220 (mod. P} 
à moins que p—2, et nous avons déjà parlé de ce cas. Enfin chacun 
de cesnombres aura, dans la série (I), son correspondant qui sera 
 divisible par p; savoir, si-kbest un terme de la série (III) congru àr 
suivant p., on aura a—b*=0 (mod. p). Si donc b est En le terme 
2(a—b°) sera divisible PE P; si à est impair, le terme ; (a—*) 


sera divisible par p; car “—— sera entier et pair, puisque ( hyp. } 


a est de la forme 874 1 , et L* l’est aussi comme quarré d’un nombre 
impair , tandis que p est au plus divisible par 4. On conclut enfin 
de là qu’il y a dans la série (I) autant de termes divisibles par P 3. 
qu'il y en a dans la série (IIT) de congrus avec r suivant le mo- 
dule p, c’est-à-dire autant ou plus qu’il yena de divisibles, par p 
Sr la série (II ), 


. Soit p de la forme 8n ; eta=7" (mod. 2»); cer on voit faci- 
ns que a étant résidu d p; le sera aussi de 2p. Alors dans la 
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Se série ( III ). » IT y aura au'moins autantde termes congrus à suivant 
Ps qu'il y en a dans (11) de divisibles par p, et.ils seront tous iné- 
gaux ; mais à chacun d’eux, il en correspondra un dans la série (4) 
_ qui sera divisible par p. Si en effet-khz==r (mod. p), on aura °==7" 
(mod, 2p) (*), et partant : (a—b*}, et à plus forte raison 
a (a — b*) seront divisibles par p. Done il ÿ aura au moins autant 
de termes divisibles par p dans (I) que dans (IT). 
: 1294 THÉOREME. Si à est un nombre premier de la forme 
8n+-1, i/ y aura nécessairement au-dessous de 2 a un nombre 
premier dont a est non résidu. 

En effet, soit s’il se peut a résidu de tons les tiethbres premiers 
plus petits que ÿ/2a, il est clair que a serait aussi résidu de tous 
les nombres composés plus petits que 2ÿ/a (n° 105). Soit m le 
. nombre immédiatement plus petit que y/a. Alors dans la série. (1) 
‘ il y aura au moins autant de‘termes divisibles par un nombre quel- 
conque <2ÿ/a que dans la série (IT) du n°. précéd.; d’où il suit 
qué le produit Q de tons les térmes de (I) est divitible. par le pro- 
duit Q’ de tous ceux de (IET) (n° 126); mais le premier est & (ar—1) 
(a—4) he (a—m" ) ou la moitié de ce produit, suivant que m1 est 
pair ou impair. Or puisque Q est divisible par Q’ et que tous les 


facteurs de (IT) sont premiers avec & ,-il s'ensuit que est di- 


visible par QC Or Q° peut él être mis sous la forme... ie 
RRGSE ICHR or RE ne (ni —m) , et se 
aurait — à une ue, = un nombre en- 


DHL En 1 mi pe mi mm 

tier, quoique ce soit le produit de plusieurs fractions plus petites 
que l’unité, puisque y/a étant irrationnel, on am<+1>yaet par- 
tant (m+ D = d, Isnit de là que potre supposition ne peut avoir 
a | 

Où comme. a 4 , on aurà 2Va <a , et il existeéra un nombre 
premier <a:dont-a esf non-résidu. 

130. Maintenant que nous avons démontré que tout. horhbre 


65 Er effet mr (br) (b—r); l'un de ces facteurs.est divisible 
par p; l'autre est divisible par 2, puisqu'ils. sont tons deux pairs; done 
b* sp) pos } | 
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premier de la forme 4z+ 1 positif ou négatif , est toujours non- 
résidu d’un nombre premier au moins plus petit que lui, nous 
allons passer à l'examen exact et général de la condition nécessaire 
pour qu’un nombre premier soit résidu ou non-résidu d’un autre. 

Nous avons démontré plus haut que —3 et +5 sont résidus 
ou non-résidus de tous les nombres premiers qui sont respective- 
ment résidus ou non-résidns des nombres 3 et 5. : 

On trouve par induction , relativement aux nombres suivans, que, 
—7;, — 11, +18, #17; — 19; —23, +29, —31, 375 +41, 
— 45, —47,+55, — 59 , etc., sont entns ounon-résidus de tous 
les nombres premiers qui, pris positivement, sont résidus ou non- 
résidus de ces nombres premiers. Cette induction s'établit facile- 
ment au moyen de Ja Table II. 

Une légère attention suffit pour remarquer que parmi ces nombres 
premiers, ceux de la forme 471 sont affectés du signe +, et 
ceux de la forme 47+-3, du signe —. 

131. Nous démontrerons bientôt généralement ce que l’induetion 
nous a fait découvrir ; mais avant de l’entreprendre , il est néces- 
saire de faire voir toutes les conséquences de ce théorème supposé 
‘vrai et Que nous énoncerons ainsi : 

Tout nombre qui, pris positivement, est résidu ou non-résidu 
de pP; aura, pour résidu ou non-résidu ,+-p ou—p, selon que P 
sera de la forme 4n+1 ou 4n+3. | 


Comme presque tout ce qu’on peut dire sur les de qua- 
dratiques est une suite de ce ‘théorème, la dénomination dn 
théorème fondamental dont nous nous servirons dorénavant, ne 
sera pas déplacée. 

Pour exposer nos raisonnemens de la manière la plus courte ; 
nous désignerons par & » d', a", etc. les nombres premiers de la 
forme 4n+1, par b, b', b', etc. les nombres premiers de la forme 
4n+3, par 4, 4’, 4, etc. les nombres quelconques de la forme 
4uæ+1, par B, PB, "g" ; etc. les nombres quelconques de la forme 
4n+3. Enfin E Br R placée entre deux quantités, indiquera 
que la première est résidu de la seconde, et la lettre N'indiquera 
le contraire. Par exemple, 5R11,21N5, indiqueront que 5 est ré- 
sidu de 11, et que 2 est non-résidu de 5. 

Maintenant : 
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Maintenant, à l'aide des théorèmes du n°111, on déduira du 
théorème fondamental les propositions suivantes : 


si on aura 

D AL id des Do iues ÆaRa 
DT EN ane De 0 ee Ha'Na 
ou ne Re D ee BRa 

+aNb\ 

4 (Re) LE SAR EN PSS QE + bNa 
Re Ra NL Paie «er Ste 
À  (—aNB 

Na TNT Ve exe 

6 BNa ES 2 
- . (+-BRP' + P'ND 
A at 
8. a ? | Fueee 
RDS CUS DEL DIND 


132. Ce. tableau renferme tous les cas qui peuvent se présenter 
quand on compare deux nombres premiers; le tableau suivant ren- 
ferme ceux qui conviennent à la comparaison des nombres quel- 
Ponaue 


Si on aura 
9.+aRA see. se ‘ets els 01e Éstots +AR'a 
PARA en +4R5b 
10.HbR A... ) {æ ce 
RS NT PTE R RAR ER +BRa 
HUIT De nets dde HBNa 
— BRb 
PARA: ae de Fe 
+ BRb 
PAR domicile (a Fe 


MALTE 
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Comme les a principes conduisent aux démonstrations de 
ces propositions, il n’est pas nécessaire de les développer toutes; la 
démonstration de la proposition g que nous plaçons ici, peut servir : 
de modèle; mais, avant tout, il faut observer que tout nombre de 


la forme 471 ne renfermera aucun facteur de la forme 4n+3, 
ou en renfermera un nombre pair parmi lesquels il pourra y en avoir 


d’égaux; tandis que tout nombre de la: forme 47+-3 doit en ren 
fermer un nombre impair, Le nombre des facteurs de la forme 


nb 1 reste indéterminé, 

Passons à la démonstration de la proposition 9- Soit À le produit 
des facteurs premiers a’, a”, a”, etc. b, Bb, L”, etc. ; le nombre de ces 
derniers sera nul ou Fe Or si a est résidu de À, il sera résidù de 
tous les facteurs a’, a", a”, etc. b, #, b';etc.; donc, par les pro- 
positions 1 et 3 du n° précédent , ect de ces facteurs sera résidu 
de a, et partant leur produit 4; donc (n° 111)— 4 le sera aussi; 
mais si — a est résidu de 4, il le sera de tous les facteurs de À, et 
chacun des nombres a’, a”, etc. sera résidu de &, tandis que chacun 
des nombres D, D’, etc. sera non-résidu; mais comme ces derniers 
sont en nombres pair, le produit total .4 sera résidu de 4, et pee 
conséquent aussi —,4, 


133. Donnons encore plus de généralité à nos BUT Core 
 dérons deux nombres quelconques P et Q impairs et premiers 
entre eux, affectés de signes quelconques. Concevons P, abstraction 


faite du signe, décomposé en facteurs premiers ; et désignons par p : 


le nombre de ceux dont Q est non-résidu, en comptant plusieurs 
fois les facteurs qui entrent plusieurs fois dans P et dont Q est non- 
résidu. Soit de même g le nombre des facteurs de Q dont P est non- 
résidu. Les nombres p et g auront entre eux une certaine relation 
dépendante de la nature des-nombres P et Q ; savoir , si l’un des 
nombres pq est pair ou impair, la forme des ouh P êt 


apprendra si l’autre est pair ou impair. Cette relation est Rae 
dans la table suivante: 


p etg seront à-la-fois pairs ou impairs quand les nombres Pet e 
seront des formes : 


1 4 et PACS ITR Re tete 
4-+ et —B..,..5—Aet—4#.. 618 et —8#. 


An contraire, l’un sera pair et l’autre impair quand P et Q au- 


Ps ANT THMÉTIQUES.  — 


_ vont une des formes - 
Pret +8... B—Aet—8B... ….9+8Bet+2. 108 et— D. 


_ Exemple. Soïent les nombres proposës —55 et 1197. qui dai- 
vent être rapportés au 4€ cas. 1197 est non-résidu d’un seul facteur 
premier de 55 savoir, 5; mais —55 est résidu de trois facteurs pre- 
miers de 1197, savoir, 3, 3, 19. | 

Si P et Q désignent des nombres premiers, ces propositions re- 
viennent à celles du n°131. En effet, dans ce cas p et g ne peuvent 
être plus grands que 1; parconséquent lorsqu'on suppose p'pair, il 
est nécessairement —0, c’est-à-dire que Q est résidu de P; mais 
quand p est impair, Q est non-résidu de P, et vice versé Ainsi:en . 
mettant a et b au lieu de 4 et B, il suit de la 8 que si — 0 est résida 
ou non-résidu de D, —b sera non-résidu ou résidu de 2; ce qui 
- s'accorde avec la 3°et la 4€ du n° 131. 


En général il est clair que Q ne peut être résidu de P, à moins 
qu’on n’ait p—0; si donc pest impair, Q est certainement none 
résidu de F. | 

On peut déduire sans peine de là les propositions du n° précédent, 

Au reste on verra bientôt que ces relations générales ne sont pas 
une spéculation stérile, puisque sans leur secours il serait presqu'im- 
possible de donner une démonstration complète du théorème fonda- 
mental. | i 

154. Voyons maintenant la manière de déduire ces propositions. 

1°. Soit, comme ci-dessus, P décomposé en facteurs premiers , et 
Q en facteurs quelconques, ayant toutefois égard au signe de Q. 
On pourra combiner chaque facteur de P avec chaque facteur 
de Q, et si l’on représente par s le nombre de toutes les combi- 
naisons dans lesquelles le facteur de Q est non-résidu du facteur 
de P,p et s seront tous les deux pairs ou tous les deux impairs. 
Soienten cet f, f’, f", etc. les facteurs premiers de p, et suppo- 
sons que parmi les facteurs de Q, il y en ait m non-résidus de f, 

mm non-résidus de f”, m° non-résidus de f”, étc. On voit facilement 
que l’on aura s—m+-m'm"+etc., etque p exprimera combien il 
# à de nombres impairs parmi m, m', m"° etc.; d'où il suit que s est 
pair quand p est pair, et impair quand'p est impair. 

| A à 
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2°, Ce que nous venons de dire a lieu de quelque manière qu’on 
. décompose Q en facteurs. Passons aux cas particuliers. Consi- 
dérons d’abord le cas où l’un desnombres P est positif, et l’autre Q, 
de la forme +4 ou —B; décomposons P et Q en facteurs pre- 
miers ,en donnant à.tous ES facteurs de P le signe +, et le signe + 
ou le signe — à chacun de ceux de ©, suivant qu'ils seront de la 
: forme a ou 2, et Q sera alors de la forme +4 ou —B, comme 
l'hypothèse l'exige. Combinons chacun des facteurs de P avec 
chacun des facteurs de Q, et’ désignons comme ci-dessus par s le: 
nombre des combinaisons dans lesquelles le facteur de Q est non- 
résidu du facteur de P, et semblablement par le nombre de celles: 
où le facteur de P est non-résidu du facteur de Q. Il suit du théo- 
rème fondamental que ces combinaisons doivent être identiques; 
donc s—1. Enfin de ce que nous avons démontré tout-à- 
heure, il suit que p=s (mod. 2) et g9=t (mod. 2), d'où p=gq 
(mod. 2). Les propositions 1, 3, 4, 6 du n° 153 se trouvent dé- 
montrées par là. | 


On peut démontrer les autres propositions directement de læ 
même manière; mais elles exigent une considération nouvelle, et 
il est plus aisé de les déduire , comme il suit, des précédentes. 


RAS Désignons de nouveau par P et Q des nombres quelconques 
impairs et premiers entre eux, par pet g le nombre de facteurs pre- 
miers de P et Q, nombres dont Q et P sont respectivement non- 
résidus. Soit enfin p’ le nonibre de facteurs de P dont —Q est non- 
résidu : quand Q sera négatif par lui-même, il est évident que: 


— Q indiquera un nombre positif. Distribuons maintenant les fac- 
teurs de P. en quatre classes. 


(1): En crus de la forme &, dont Q est résidu, 


va) En facteurs de la forme b, dont Q est résidu ; ; soit leur 
nombre %. 


(5) En facteurs de Ja forme a; dent Q est non-résidu ; soit 
leur nombre À. 


(4) En facteurs de la forme b, dont Q est non - résidu ; soit 
leur nombre ©. 


On voit facilement que. Ti Ps et px; d 
Er , 


ee 
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Quand Ps sera de la forme #4, on aura %ÿ += 0 (mod >), 
(n° 132), et parconséquent 40 30, oùXx-—w0 (mod, 2}ÿ- 
donc p'—p=0 (mod. 2). Quand P est de la forme + B on trouve : 
par un raisonnement semblable que p et p' sont incongrus: suivant le: 
module 2. 

4. Appliquons cela aux différens-cas. Soient d’ abord P et Ode 
la forme +4, on aura (prop. 1)p=g (mod.2); mais (3°.) pp 
donc p’ = (mod. 2), ce-qui s'accorde awec la proposition 2: De- 
même si P'est de la forme —4 et Q de la: formte +4 ,.on aura’ 
p=g (mod. 2), par la proposition 4 que nous venons de démon: 
trer; donc ,; comme p'Æ=p, on awa p =; ainsi la prop. 5'est 
démontrée. 

On déduira de la même manière‘la prop: 7 de la prop. 3, la 8° de 
la 4 ou:de la 7e, la 9f et la 10° de la 68. 

135. Les propositions du n° 133:ne sont à la vérité pas démon- 

trées par le n° précédent; mais nous avons fait voir que teur vérité 
dépend de la: vérité du théorème fondamental que nous avons sup« 
posé; et par la méthode que nous avons suivie pour les déduire, il 
est évident qu’elles ont lieu’ pour les nombres P et Q, si le théorème 
fondamental a lieu pour tous les facteurs premiers de ces nombres: 
comparés entreeux » quand même il ne serait pas généralement vrai, 
Passons maintenant à la démonstration du théorème fondamental. 

Pour rendre plus clair ce qui suivra, il est bon. de prévenir d'avance 
que lorsque nous dirons que le théorème fondamental est vrai jus- 
qu'à un nombre M, nous entendrons par là qu’il a lieu pour deux 
nombres premiers quelconques dont aucun n’est plus grand que 47. 

On doit entendre Ja même chose, lorsque nons dirons que les théo-- 
rèrmes des n° 131, i32 » 13% spnt vrais jusqu’à une certaine limite. 
Au reste, on voit que si la vérité du théorème fondamental est cons- 
tatée jusqu'à une certaine limite, ces: propositions auront aussi Hieu. 
jusqu’à la même limite. 

136. La vérité du théorème fondamental pour de petits nombres, 
se découvre facilement par l’induction ; ainsi on aura une limite jus- 
qu’à laquelle il aura lieu. Nous supposons cettè induction établie; 
etilest absolument indifférent jusqu'è à quel point on la pousse. Ainsi . 
il suffirait de Ja continuer jusqu’au nombre 5, ce qui se fait par 
une seule observation, puisqu'on a 5N3 et E3N5. 


103 | : : RECHERCHES =. 
_ Or si le théorème fondamental n’est pas généralement vrai, il 
existera une limite T'jusqu’à laquelle il le sera; desorte qu’il n’ait 
pes lieu pour le nombre immédiatement plus grand T1: ce qui 
revient au même que si nous disions qu’il y a deux nombres premiers 
dont le plus grand est T1, qui sont contraires au théorème, 
quoique deux autres nombres quelconques s'accordent avec lui, 
pourvu qu'ils soient plus petits que T+1. D'où il suit que les 
propositions des n°% 131, 132, 133 auront lieu jusqu'à 7. Nous 
allons voir que cette supposition ne peut subsister. [l y a plusieurs 
cas à distinguer, suivant la forme qu'affectent T1 et le nombre 
premier plus petit que lui qui, comparé à Tæ+1, contrarie le 
théorème. Désignons ce nombre “par p. 

Sésre Tr et p sont de la forme 47—+r;, lé théorème 
fondamental pourrait être faux de deux manières, savoir, si l’on 
avait à-la-fois, ou ÆpR(T+ 1) et E(T—+:1) Np, où ÆpPN(T+1) 
et Æ(T+:1)Rp, ; 

: Quand T+1 et p sont de la forme 47+5;le théorème fon- 
damental est faux, si l’on a en même temps ou pR(T+1:1) et 
_ —(T+i1)Np, (ou, ce qui revient au même, —pN(T-+:) et 
+(T+1)Rp, ou + pN(T+H1) et —(T+1)Rp, ou — pR(T+5) 
et+(T+i)Np. 
< Quand Tr est de la forme £n+ x, et p de la forme LnL3, 
le théorème fondamental est faux, si l’on a à-la-fois ou pR(T-+1) 
et+(T+1)Np; ou —(T+1)Rp où HE pN(T+r) et —(T+x)Np 
où “+ (T+1)Rr. | - 
.… Quand T+x1 est de la forme 4743, et p de la forme 47+-1; 
le théorème fondamental est faux, si l'on a ou pR(T+1), 


ou—pN(T+1) et (T1) Np; où +pN(T+1),ou—pR(T+3) 
et E(T+:)Rp. | 


Si l’on peut démontrer qu'aucun de ces cas n’a lieu, il sera 
certaiñ que la vérité du théorème fondamental n’est limitée bar 
aucun terme. Entreprenons donc cette tâche; mais comme plu- 
sieurs de ces cas dépendent des autres, nous ne pourrons conserver 
l’ordre dans lequel noùs les avons présentés. | 

#57. Premier cas, Quand Ti est de la forme 4n+1(=2) " 
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ep de Ja mêïne forme, et que l'on-a =pRa,on ne peut pas 
avoir ÆaNp. C'est le premier eas du n° 131. 


| Soit’ pe" (mod. a) éb.e pairet <a, ce qui est toujours pos- 
sible. Il y a deux cas À distinguer: 


1°. Quand e west pas divisible par p. Soit =p+af, f'seræ 
positif et de la forme 4743, (ou de la forme B), &u et-non 
. divisible par p. On aura donc =p (mod.f}, c’est-à-dire ,pARf> 
d’où, par la proposition 1x du:n° 132, +fRp; (car les proposis 
tions ont lieu pour les nombres petf<a); maison a sutsi 
afBp, donc +aRp (n° 98). Po 


2. Quand e est divisiblé par p. Soit e=gp et — par: 
ou. mot ah. Alors h sera de la forme 4n+3 (ce "est-à-dire B), 
et premier avec p etg. Or on aura p&*Rh, donc'aussi pRA, donc 
(proposition 11, n° 132) HARp; mais on a aussi — ahRp ñ 
à cause de —ah=1 (mod. p), donc aussi aRp,. 


158, Second cas. Quand Tr est de la forme :&n+- 158) , 
_p de la forme 4n+3,.et que ÆpR(T+ 41), on ne peut pas avoir 

+(TH:)Np, ou —(T+1)Rp. C'est le cinquième cas du n° 131. 

Soit, comme ci-dessus. » =p-+fa, € pair et La: 

1°. Quand € n'est pas divisible par p, f ne le sera pas nom 
plus; d’ailleurs f sera positif, de la forme 471 (ou 4) et <a; 
er on à +pRf, et partant +fARp (prop. 106, n° ne mais Las 
a aussi +/2Rp, donc aRp, ou —aNp. 

2°. Quand est divisible par p. Soit e=pg et f—=p#, on aura 
ainsi g°p—1—+ah; alors h sera positif, de la forme 47+3(—8) 
et premier à pet à g*. Or +8"PRh; et parconséquent pRh; donG 
(prop. 13, n° 132) —hRp;. mais on 4 —4ahRp, d’où il résulte 
aRp et Nr. 

139, Troisième cas. Quand T+1 est de la forme 40 + (8) 
p de la méme forme, et que EpNa, on ne pOUE pas avoir HaRp. 
C'est le deuxième cas du n° 131. 
© Soit pris un nombre premier moindre que.a, dont a Hoi 
_ pas résidu (125—129); il faut considérer séparément deux cas; 
suiyant que ce nombre premier.sera de la forme 471 ou 47+4-5; 
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“car il n’a pas été démontré qu'il en existe de tels sous l’une ou 
l’autre forme. | 
: I. Soit ce nombre premier de la forme 47+-1 et —a’, alors 
on aura HaNa (n° 137), d'ou apRa. Soit donc e*=ap 
(mod, 4). Il y aura encore quatre cas à distinguer : 

1°. Quand € n'est pas divisible ni par p,, ni par &. Soit 
é=xa/phtaf, en prenant les signes de telle manière que fsoit 
positif. Alors on aura f<a premier avec 4 et p: pour le signe 
supérieur , il sera dela forme 47+3; pour le signe inférieur, 
de la forme 47+4-1.. Désignons, pour abréger, par [x, y] le: 
nombre de facteurs premiers de y,’ dont x est non-résidu ; 
comme on a évidemment apRf, il s'ensuit [ap, f]—o; donc 
[f; ap] sera un nombre pair (prop. 1, 3, n°133), c’est-à-dire 
ôu =—0, ou —2; donc f sera résidu des deux nombres à’ et p, 
ou ne le sera d'aucun des deux; mais la première supposition 
est inadmissible, puisque taf est résidu de &’etquekaNa’ (hyp.), 
d'où il résulte Æf Na. Donc f est non-résidu des deux nombres 
a'èt p; mais puisque KkafARp, on aura taNp. 

4% Quand e est divisible par p et- non par a’. Soit e—2p et 
g'p=ua ah, le signe étant pris de manière à ce que A soit positif. 
Qu. aura h< act premier avec a’, g'et p, pour le signe supérieur 
de la forme 42-43, et pour lesigne infffrieur de la forme 47 1. En 
multipliant tantôt par p et tantôt par a’ l'équation g°p—a +ah, 
on en tire sans peine 


pa'Rh...(a),  ahpRa...(£),  aahRp...(). 


De (a) il suit que [pa’, k]=0, et partant (prop. 1 et 3, n° 133) 
[%, pa’] pair, c'est-à-dire que X sera résidu ou. non-résidu de p 
et de a. Dans le dernier cas, il suit de (8) que +apNa et 
comme par hypothèse HÆaNa, on aura pRa'; donc, par le 
théorème fondamental qui a lieu pour les nombres p.et 4 moindres 
que F41, HaRp, De là et de, ce que 2Np ontire, au moyen 
de (y), ÆaNp. Dax le premier cas, de (8) on tire +<apRa, 
d'où ÆaNe', Ha Np; de là enfin et de-ARp on déduit, au moyen 

de y; +aNp. | 
5°. Quand e est divisible par 4’ et non par p, la démonstra- 
tion 
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tion procède presque de la même manière que dans l'hypothèse 
précédente, et ne pourra pas arrêter celui qui l’a bien conçue, 


4°. Quand e sera divisible à-la-fois'par 4’ et par p, il le sera aussi 
par le produit ap; (en effet nous supposons les nombres 4’ et p iné- 
gaux, sans cela l’hypothèse aNa’ contiendrait la relation aNp, qu'il 
s’agit de démontrer). Soit e—gap et g'ap—1Æah, h$era <a 
et premier avec pet a’; il sera pour le signe supérieur de la forme 
4n+3, et pour le signe inférieur de la forme 4741. Or on voit 
facilement que de cette équation on pent déduire 


apRh,  %ÆahpRa, —ÆEaxwhRp, 


relations qui s'accordent avec celles trouvées AENE NET au 
reste, la démonstration est la même. 


II. Quand le nombre premier est de la forme 4n+5, Ja dé- 
monstration est si conforme à la précédente, qu’il nous a paru 
superflu de la placer ici. Nous observerons seulement, en fa- 
_ veur de ceux qui veulent la faire eux-mêmes (ce que nous re- 
commandons) , qu’il est avantageux, lorsqu'on est arrivé à] ‘équa- 
tion e*—hpaf, dans laquelle D représente le nombre premier , 
de considérer séparément les deux signes. 


140. Quatrième cas. Quand T+1 est de la forme 4n+1(=a), 
p de la forme 4n+53 et HÆpNa, on ne peut'avoir +aRp, ou 
—aNp. Sixième cas du n° 131. 

Nous omettons la démonstration de ce cas, parcequ’elle est. 
absolument semblable à celle du troisième. 


141. Cinquième cas. Quand T1 est de la forme 4n+3(=b), 
ct p de la méme forme, et que l'on a pRb, où —pNb, on 
ne peut avoir +bRp, où —bNp. Troisième cas du n° 132. 


Soit p=e* (mod.b), e étant pair et <b. 


I. Quand e n’est pas divisible par p; soit e*—p+bf, f sera 
positif, <b, dé la forme 4r+-5 et premier avec p. Or on a pRf, 
et partant (prop. 13, n° 152) —fRp; mais comme &f Rp, il s’en- 
suit que —2Rp, d'où + DNp. 


IT. Quand e est divisible par p; soit e=pg ct RPC 
Alors A sera de la forme An et premier avec p, p=#"p" 
O 
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(mod. h), parconséquent PRh; d'où il résulte. ae 10 n° 132) | 
+ Rp; mais on a —bhRp, donc — Rp ou + 8Np. de 

142. Sixième cas Quand T+i £st de le forme. da 36), ” 

p de la forme 4n+4=1 €. pRb, on. ne peut PES avoir- SbNgs 
Septième cas du n° 151. 

Nous omettons la démonstration, . qui est. semblable à la pré 
cédente. 

143. Septième eas. Quand T4: est de la forme PR 
p de la méme forme ‘et qu'on & ÆpNb, eu —pRb, on né 
pourra avoir +bNp,.ou —bRp: Quatrième cas. da n° 131, 


Soit —pz=e* (mod.h}, et'e pair <b. 


“1E Quand n'est pas divisiblè par p, soit se RES sera. 
positif, de la forme ni, premier avec p et moindre, que b5: car. 
de ce que e n'est pas plus ed que b—1,etquep<b—1, il: Fes 
suit que. bf=p+e <E—b, on fLb—1. Oron a — pRf,: donc 
(prop. xo n° 132) Rp; ; d'ailleurs BfRp , donc bRp, ou -bNp. 
ue Quand e.est divisible par p, soit. e=pg et L'P=—: 6h, 
h sera positif, de la forme &r<4-3, premier à p et <<; or on 
a —pRh, donc (prop. 14, n° 152) ARp; d’ailleurs BhRp + donc 
+ bRp et —bNp. 

144: Huitième cas. Quand T1 666 de la forme 4a+5=b}; 
p de la forme 4ni, et que HpNb, ou —PRb, on ne pourra 
avoir HbRp. Dernier cas du n° 13%. 

La démonstration eèt a 'imême que dans le cas précédent. 

245. Dans la démonstration du théorème fondamental, nous 
avons foujeurs pris pour e une valeur paire ; on aurait pu également 
employer une valeur impaire; mais alors il aurait fallu distinguer. 
différens cas. Ceux qui aiment ces recherches me perdront pes | 
leur temps, s'ils s'exercent à les développer : il est alors néces- 
saire de supposer les théorèmes relatifs aux résidus 2 et —2;. 
mais comme notre démonstration a été achèvée sans y avoir re 
cours, nous en tirons une nouvelle manière de Îes démontrer ; 
elle est d'autant moins à dédaigner, que les méthodes dont nous 
nous sommes servis pour. démontrer que sa est résidu äe tout 
nombrg premier de la forme 8%: peuvent ne ge sembler à assez . 
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directes. Nous supposerons les autres cas démontrés par les méthodes 
exposées précédemment, et que celui où le nombre premier est de 
la forme 87+- 1 n'est trouvé que par induction. Nous le démon- 
trerons rigoureusement de la manière suivante, R 


Si Æ2 n'était pas résidu de tous les nombres premiers de la 
forme 8741, soit & le plus petit nombre de cette forme, dont 
2 soit non-résidu, ensurte que le théorème aït lieu pour tous 
les nombres plus petits que #. On prendra un nombre premier 
<34a, dont à ne soit pas résidu, ce qui est toujours possible, 
puisque par le n° 129 on en trouvera un <2ÿ/a, et qu'on à 
2Va<;a, car cette condition se réduit à 4< ya, ou a > 16, 
et le plus petit nombre premier de la forme 827<+-1 (1 excepté} 
est 17. Soit ce nombre —p, on aura; par le théorème fonda- 
mental, pNa; d'ailleurs HÆ2Na, donc H2pRa. Soit donc e=2p 
{mod. a), e étant impair et <a; alors il y a deux cas à distinguer. 

I. Quand € n'est pas divisible par p. Soit *—2p+ag, gsera 
positif, <a, non-divisible parp; il sera de la forme 87 +7, ou 
8n+3, suivant que p sera de la forme 4n+-1 ou 47+3. On 
distribuera tous les facteurs premiers de 4 en quatre classes, et 
supposons qu'il y en ait f de la forme 87+1, g de-la forme 
8n7<+3, h de la forme 8745, et Z de la forme 82-+7. Soient 
F, G, H, L les produits des facteurs de ces quatre classes; on obser- 
vera que, si les facteurs d'une certaine classe manquaient, il faudrait 
mettre 1 à la place de leur produit. Cela pos, commençons par le 
cas où p est de la forme 47<+-1, et conséquemunent 9 de la forme 
Bn<+-7.q étant <a, le théorème a lieu pour ses diviseurs de la forme 
Bn+1, donc 2RF; mais il est démontré que 2 est résidu de tout 
nombre de la forme 82<+7, donc aussi 2RL. Or l'équation 
€*—2p-#+ag donne 2yRg et partant 2PRF et RL, donc pRF et 
PRL; d'où s'ensuit enfin, en vertu du même théorème fondamental 
(prop.oet 11, n° 132), FRpet LRp. Mais 2 est non-résidu de 
tout facteur de la forme 875 ou B1z+-5, donc il est résidu ou 
non-résidu de GA, suivant que g<+-h est pair ou impair, 
ec il est aisé de voir que p est aussi résidu ou non-résidu dans 
les mêmes circonstances; mais 2 +4-h me saurait être impair ; car 
en examinant les différens cas, ‘il s’ensuivrait que FGHLZL 
ou y serait de la forme 87+-3 ouù 82+4-5, contre EÉTPOASE Ou 
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aura donc pR GH, d'où GH Rp, et comme nous avons déjà FLRp, 
il s'ensuit FG HL Rp ou gRp; d’ailleurs l’équation e*—2p4-24 donne 
encore ag Rp, donc aRp, contre l’hypothèse. Dans le cas où P 
est de la forme 47-53 et g de la forme 8243 , on peut faire voir 
de la même manière que pRF, et partant FRp, —pRG, donc 
GRp; enfin, que h+-7 est pair, et parconséquent, AZ Rp, d'où 
il suit gRp et aRp, contre l'hypothèse. 


II. Quand e est divisible par p, la démonstration peut s'éta- 
blir d’une manière semblable: uous laissons au lecteur le soin de 
la trouver. 


146. Au moyen du théorème fondamental et des propositions 
relatives à—1 et =E2, on peut toujours déterminer si un nombre 
donné quelconque est résidu ou non-résidu d’un nombre premier 
donné. Mais il ne sera pas inutile de reprendre ici ce que nous 
avons fait voir plus haut, afin de réunir tout ce qui est nécessaire 
pour la solution de ee problèême-ci : 


Étant donnés deux nombres quelconques P et Q, trouver së 
d'un d'eux est résidu ou non-résidu de l'autre. 


I. Soit. PEL etc., a, b,c, etc. désignant des nombres 
premiers inégaux pris positivement; car il est évident que P doit 
être toujours regardé comme positif. Pour abréger, dans ce nu- 
méro neus appellerons simplement reZation de deux nombres x, y, 
celle qui existe entre ces deux nombres, en tant que le premier x 
est résidu ou non-résidu du second y. La relation des nombres 


Q et P dépend ainsi de la relation desnombres Qeta”, Qet b° >etce 
(n° 105). 


IT. Cherchons la relation des nombres Q et a“; et ce SE nous 
allons dire s’appliquera également aux relations de Q et + , etc. 
* Quand © est divisible par a, soit Q—Q'a", Q’ n'étant pas 
divisible par a; alors si ea où >«, on aura QRa° > Mais si 
e<a et Re Gi dura QNa&'; enfin si ea et pair, la rela- 


tion de Q à a sera la même que celle de Qùàa" ” Ainsi 
ce cas est ramené au suivant. ( Voyez n° 102). | 
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72°. Quarid Q n’est pas divisible | ce 4, nous ferons encore ici 
deux sous-divisions: 


(A). Quand a—2, on a toujours QRa° si a—1; mais:si 
ù +, il faut que Q soit de la forme 4n—1, et quand a==È3 
on >3, Q doit être de la forme 821 ; 3 Si cette condition a lieu, 


ou aura QRa*. (Voyez n° 103). 


_(B). Quand a est différent de 2, la relation æQ ë a est la 
même que celle de Q à a. (Voyez n° 101). 


XIE On cherchera ie la manière suivante Ja relation as 

nombre quelconque Q à un nombre prémier & impair : quand 
Q>a, on substituera à Q son résidu: minimum. positif si 
vant le module a, ou, ce qui est quelquefois avantageux > Son 
résidu minimum absolu, qui. aura' avec a da même relation 
que Q.. 
. Or si l’on résout Q, ou le nombre pris à sa place , èn facteurs 
premiers p, p',,p', etc., auxquels il faut joindre le facteur 4 
quand Q est négatif, il est évident que la relation de Q à & 
dépendra de la relation des facteurs p, p', p', etc. à a: ensorte que, 
si parmi eux il ÿ en a 2m non-résidus de: a, on aura QRa; mais 
sil yena 2m. » ON aura QWa. Au reste, on voit facilement 
que si parmi les facteurs p, p, p”, ete. , il. y en a un nombre 
pair d'égaux entre ‘eux, on peut ‘les rejeter, puisqu'ils n’influent 
en rien Sur. Ja relation de Q à 4. 


IV. Si —1ret 2 sont facteurs de @, leur relation à a se trouve 
par les n° 108, 112, 115, 114, mais la relâtién des autres nombres 
à à dépend de là relation de a à ces nombres. (Théorème fondam. 
et n° 131) Soit p l’un. d'eux; en träitant-@ et p eomme nous 
‘avons traité Q et z, qui étaient des nombres plus grands, on 
trouvera que la relation de:æ à p peut être déterminée par les 
n° (108— +114), (si, par exemple,. le résidu rinimum de a 
: (mod. p) n’est divisible par aucun nombre impair), ou que cette 
relation dépend de celle dep à: des nombres premiers: plus petits 
que lui. Il en est de: même des. autres facteurs..p', p', etc. Or on 
voit facilement qu’en continuant ces opérations, on arrivera né- 


/ 
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cessairement'à dès nombres dont lés relations seront détermineés : 
par les numéros précités. Un exemple éclaircira cette méthode. 
Soit proposé de trouver larelation de 453:à.1266 ÿ 12363. 41403, 

et 453R4 (II. 2.) (A); 453R3 (IL. : -); 11 resta: dono à trouver 
Ja relation de 453 à 103;; or. celle sera. la mêmé ‘que ctlle de 41 
_ à vo3, puisque 453=41 (mod. 103), ou (Théor. fond.).que celle 
de 103 à 41, ou encore que celle dè —20 à 41, puisque —20=103 
(mod. 41); mais —20==—1,2.2.5; or —1AR41 (n° 108); 5R41, 
car {1=1 (mod. 5) et est nier résidu de 5 (théor. fond, ); 
il suit de là que + 4552R 103, ou enfin +453 R :236. 


47» Étant proposé un nombre quelconque «4, on peut trouver 
de certaines formules qui contiennent tous les nombres. premiers 
à À dont 4 est résidu, où tous ceux qui sont diviseurs des nombres 
de la forme zx°— 4, x* étant un quarré indéterminé. Nous 
appellerons simplement ces nombres dviseurs de z*—4; Von 
. voit facilement ce que sont les 7on-diviseurs. Mais pour sbrépee 
hous ne comsidérerons que les diviséurs qui sont impaeirs et pre- 
mièrs à 4, les autres cas se ramenant $ans peine à celui-là. 


Soit d'abord Æ un nombre premier positif de la forme 47<+1, 
_ou négatifde la forme 4n—1. Suivant le théorème fondamental, 

tous les nombres premiersqui, pris pasitivement, sont résidus de 4, 
seront diviseurs de x°—4; mais tons les nombres premiers non- 
résidus de 4 seront non-diviseurs de x*— A, si pourtant on en 
| exceple 2, qui est toujours diviseur. Soient r, r’,r, etc., tous les 
résidus de 4 qui sont plus petits que lui, et, »', n°, etc. , tous les 
non-résidus; alors tout nombre re contenu a uné des 
formes .4k4r, Ak4T, Ak4er", ete. seta: divisenr de z°— 4; 
mais tout nombre premier contenu dans une des formes Æ44-bn, 
ARIH, tt. sera nmon-diviœur de æ 4; Æk “tint un nombre 
eñtier indétetminé. Nous appellerons les premières formes des divrie 
seurs de x’, et les dernières formes des non-diviseurs. Le 


nombre de chacune d'elles sera égal au nombre de résidus 7, r’, etc, 


ou de non-résidus #, 7, ete., et partant, (n° 96) ==5(#u1), 
Or si B est un nombre composé impair et que l'on ait RP , tons 
les facteurs premiers de 2 seront contémes dans me des prémières 
formes, et parconséquent, B lui-même; donc tout nombre com- 
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posé i impair qui sera contenu dans la forme des non-diviseurs sera 
non-diviseur de x*—-_4; mais an.ne peut pàs dire que les non-divi: 
seurs de x°-—4 sont touscompris dans la forme desnon-diviseurs, car 
eu supposant B non-diviseur de 2° 4, quelques-nns de ses facteurs 
premiersseront non-diviseurs de 2e A, etsile nombre de cesfacteurg 
est pair, B. sera compris dans quelque forme de diviseurs (n° 93}. 

Ainsi, soit Æ7=— 11; 0n trouvera que les formes des diviseurs 
de 211 sont 15457, 2, Se 4, 5, 9, et que celles des non- 
diviseurs sont 11442, 6, 7, 8, 10. Ainsi —11 sera résidu de 
tous les nombres premiers contenus dans.une des premières formes, 
et non-résidu . de ceux qui sont contenus dans une des dernières. 


Où peut trouver des formes semblables pour lesdiviseurs etes non- 
diviseurs de °-—4, quel que.sait 4; mais on voit aisément qu'on n’a 
à considérer que les valeurs de qui ne sont divisibles par aucun 
quarré; car si 44’, tous les diviseurs de x°— 4 premiers 
avec 4, seront diviseurs de z*— 4", et de même pour les non- 
diviseurs. Or nous distinguerons trois cas: 1°. quand 4 est de la 
forme 4n—: onu —(47—1); 2°. quand À est de la forme 47 —1 
ou — (421); 3. quand est pair ou de la forme (4742). 


148. Premier cas. Quand 4 est de la forme 471 ou —(4n—1). 
On résoudra 4 en facteurs premiers, a, b,c, d,etc., en ! affec- 
tant du signe + ceux de la forme Ana) ; ét du” signe — ceux 
de la forme 47—1. qui seront en nombre pair ou impair, suivant 
que 4 sera de la forme 4-1 où —(47—1) (n° 132). On dis- 
. tribuera en deux classes les nombres plus petits que 4 et premiers 
avec lui; en mettant dans la première ceux qui ne sont non-ré- 
sidus d’aucun diviseur dé 4, eu qui sont nen-résidiis d’un nombre 
pair de ces diviseurs, et dans la seconde ceux qui sont non-résidus 
d’un nombre impair des mêmes diviseurs. Désignons les premiers 
PAT» TT" etc. et les secondes par, n', n°, ete.; alors 4k-r, 
Ak-H7, etc., sont les formes des diviseurs de æ° A, et Ak+n, 
Ak+n, etc. celles des non-diviseurs. C'est-à-dire que zout nombre 
premier, excepté 2, sera diviseür ou non-diviseur ‘de x —AÀ, 
suivant qu'il sera contany darts Func des premières ou l'une. des 
dernières formes. 


En effet, si p est un nembre premier résidu ou non-résidu 
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d'un des facteurs de 4, ce facteur sera résidu ou non-résidui 
de p (théor. fond.); ae si parmi les facteurs de 4, il y en 
a m dont p soit non-résidu, il y en aura autant qui seront non- 
résidus de p,et partant, lorsque p sera contenu dans l’une des 
premières formes, m sera pair et ÆRp, et lorsque p sera con- 
tenu dans une des dernières, 77 sera impair et ÆNp. 


Exemple. Soit A=H105=—3xX45xX—7; les nombres r, 
7, r', etc. sont: 


1, 43 16, 46, 64, 79, qui ne sont non-résidus d’aucunfact.; 
25 18, 28,132, 153,092, qui sont non-résidus de 3 et 5; 
26, 41, 59, 89, 101, 104, niches sn n demande nee 3 et 7; 
23, 52, 73, 82, 07» 103, PRE Vente je et: 


les nombres 7, 7’, n', etc. sont : 


T1» 29» Ur 71, 74, 86, nou-résidus de 3; 


223 074403 0000 a RE de 5; 
19, 31, 34, 61, 76, 94, ......... de 75 
27: 38, 47, 62,68, 05, : 500. de 3, $ et Te 


On déduit facilement de la théorie des combinaisons c des 
n% (32, 96) que la multitude, des nombres r, r', etc. sera 


— = 1— d— 
(RUE 0 EDEN CES) EN 


et celle des nombres n,n 2 etes 


2 dienant le _ des facteurs &, b, c, d, etc. , 1 . 
p=27/(a—+r) (b—1) (c— 1) etc., et chaque série devant être 
continuée jusqu’à ce qu'elle s'arrête d'elle-même. (En effet il 


y a ? nombres résidus de 4, b, c, d, etc., 2. a: ee À 


non-résie 


dus de deux de ces facteurs, etc. Mais pour abréger > nous sommes 
forcés de ne pas donner plus de développement à la démonstra- 
tion). Or chacune des séries a pour somme {.2/—'; car la pre-. 


mière 


: PA PDEMEMIQUES. m3 
mière provient der + + Ar he ace C7 DCS + etc. 


en prenant Îe premièr terme, puis PE somme du Er et du troi- 
sième > puis la somme du quatrième et du cirquième, etc. ‘ s Ja seconde 
provient aussi de la même série, en joignant le premier termé au. 
second , le troisième:au quatrième, etc. Il:y a donc antant de formes 
.de diviseurk de z°—4, que de formes de non-diviseurs; et ils sont en 
nombre 2 +./ de chaque espèce, ou E(41)(D—1)e—1YXd—1) ete. 


149. Nous pouvons traiter ensemble le second. et le troisième 
cas. En effet on . pourra toujours poser A=(— 1). Q, ou 


re 


ou —r ou FT Alors A: sera résidu de tout Ste dont « et 
seront tous deux résidus, ou tous deux non-résidus: au contraire il 
sera non-résidu de tout nombre dont l’un d’eux seulement sera non- 
résidu. De là on déduit sans peine les formes des diviseurset des non« 
diviseurs de z*— 4. Sia==— 1; nous partagerons tous les nombres 
plus petits que 44 ae avec lui, en deux classes. La pre- 
mière renfermera ceux qui sont dans quelque forme des diviseurs 
de x°— Q, et en même temps de la forme 471 , et aussi ceux qui 
sontdans quelque forme des non-diviseurs de z*—() ét en même temps 
de la forme #7— 1 : la seconde renfermera tous les autres. Soient r., 
r/,r', etc.lespremiers, et, n',n",etc. les derniers; 4 sera résidu de 
tous les nombres premiers contenus dans une des formes 44k+-7r, 
4Ak+HT,4Ak+r, etc., et non-résida de tous les nombres premiers 
_ contenus daps.une des formes 44k+n,44ken, 44h n, etc. Si 
a+, nousdistribuerons tousles nombres plus petitsque 8Q etpre- 
miers avec lui en deux classes: la première renfermera tous ceux 
_qui-sont contenus dans quelque forme des diviseurs de z*—©Q, 
et qui-sont de la forme 8741 où 877, pour le signe supé. 
_ rieur, et de la forme Bnx ou 8-43 pour le signe inférieur ; cette 
classe comprendra aussi tous ceux qui sont contenus dans quelque 
forme de non-diviseurs de x°-—Q et qui sont, pour le signe su- 
périeur, de la forme 87+-3, 87+4-5, et pour le signe inférieur, de 
la forme 8n+4-5, 8747, et la seconde tous les autres. Alors dé- 
signant les nombres de la première classe par r, 7’, r”, etc.', ceux de 
la seconde par 7, n', n°, etc., =2Q sera résidu de tous les nombres 
P 
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prémiers contenus dans-les formes 8Qk+r,8Q% +7", 80% +7", etc, 
etnon-résidu de tous ceux contenus dans les formes B8Qk+-n : 8Qk+r ; 
8Qk+n", ete. Au reste, on peut démontrer facilement qu'il y a au- 
fant de formes de diviseurs qu’il y en a de non-diviseurs. 


Exemple. On trouve ainsi que 10 est résidu de tous les nombres 
premiers contenus dans les formes 40X +51, +3, +0, +13, 
don, H3:,"+57, 39, et non-résidu de tous les nombres 
premiers contenus dans les formes 40K<+7,.<#11, +17, +19, 
ai, +25, +2y, +55. | 

150. Ces formes ont plusieurs propriétés assez remarquables ; 
nous n’en citerons. cependant qu’une seule. Si B est un nombre 
composé premier avec 4, tel qu’un nombre 2" de ses facteurs 
premiers soient compris dans quelque forme de non-diviseurs 
de x°— A, B sera contenu dans quelque forme de diviseurs 
de x°— 4; mais si le nombre de facteurs premiers de .B con- 
tenus dans quelque forme de non-diviseurs de x°— 4 est impair, 
B' sera. aussi contenu dans quelque forme de non-diviseurs. Nous 
omettons la démonstration, qui n’a rien de difficile. Il suit de 
là que non-seulement tout nombre prefhier, maïs aussi tout nombre 
composé impair et premier avec À est non-diviseur dès qu’il est 
contenu-dans une des formes de non-diviseur; car nécessairement 
quelque facteur premier de ce.nombre sera non-diviseur. | 


151. Le théorème fondamental que nons avons présenté d’une 
manière très-simple et qui le met au nombre des théorèmes les plus 
éléghns dans ce genre, n'a-été jusqu'ici démontré par personne ; 
ce qui doit d’autant plus étonner, qu’Æ/er connaissait quelques 
propositions qui en dérivent et desquelles il était facile de revenir 
à ce théorème. Il avait en effet découvert qu'il existait de cer- 
taines formes sous lesquelles se présentaient tous les diviseuès pre- 
miers de x°— 4, et d’autres qui comprenaient tous les non-divi- 
_seurs, de manière à s’exclure réciproquement; il avait même donné 
le moyen de les trouver. Mais il avait envain cherché à démon- 
trer sa méthode, et ses efforts n'avaient eu d’autre fruit que de 
donner un plus grand degré de vraisémblance à cette proposition, 
qu'il avait trouvée par induction, À la vérité, dans nn Mémoire 
lu à l’Académie de Pétersb, ke 20 novembre:1755 ;intitnlé: Noræ 
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Demonstrationes circa divisores rumerorum formæ x°+ ny, et 
imprimé (T. 1. nov. act. Ac. Peterb., p. 47), il paraît croire 
qu’il a atteint son but; mais il s'y est glissé une erreur; car 
il suppose tacitement Pécistende de ‘ces formes de diviseurs et de 
non-diviseurs (149) : et de cette supposition il n'était pas dif 
ficile de déduire quelles devaient être ces formes; maïs la. mé- 
thode qu’il a employée pour démontrer cette supposition ne pa- 
raît pas convenable. Dans un autre écrit intitulé : De Criteriis 
æquationis fx*+gy*—hbz utrumque resolutiônem admittat necne 
(Opusc. anal. T. 1), dans laquelle équation f, g, hksont donnés 
‘et x, y, z indéterminés; il trouve que si l’équation est réso- 
luble pour une valeur de z—s, elle le sera poùür tout nombre 
premier congru avec s, suivant le module 4 fZ, proposition de la- 
quelle on pouvait aisément déduire la supposition dont nous avons 
parlé. Mais la démonstration de ce théorème a toujours échappé 
. aux recherches de ce grand géomètre (*), ce qui n’est pas étonnant, 
puisqu’à notre avis il fallait partir du théorème fondamental. Au 
reste, la vérité de cette proposition résultera naturellement de 
ce que nous exposerons dans la section suivante. 


Après Euler, Legendre s'est livré à la même recherche, dans 
un excellent Traité intitulé : Recherches d'Analyse indétermi- 
née (Hist. de l’Acad. des Sciences, 1785, p. 465). Il y est par- 
venu à un théorème qui, dans le fond. revient au théorème 
fondamental; savoir, que si p et g sont deux nombres premiers 


— P—1. 
positifs, les résidus minima absolus des puissances p * , g * , sui- 


vant les modules g, p, respectivement, seront tous Le deux -H1 
ou —1, quand l’un des deux est de la forme 41; mais que 


(*) Comme il l’ayoue lui-même, p. 216. « Hujus elegantissimi theorematis 
demonstratio ad huc desideratur, postquâm à pluribus jamdudèm frustrà est in- 
vestigata.. .… Quocirca plürimèm in præstitisse censendus erit, cui successerit 
one hujus theorematis invenire ». On peut voir dans les Opusc. anal. 
(T.1, Additamentum ad dissert. VI, et T. 11, dissert. XII), et dans plusieurs 
Drabos des Comment. de Pétersb., avec quelle ardeur cet homme immortel 
a cherché la démonstration de ce Morte et de quelques autres qui ne sont 
su des cas particuliers de notre théorème fondamental. 
L 2 
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si p'ét g sont de la forme 473, l'un des résidus minima ser# 
x et l’autre —1 (p. 516); d'où, .au moyen du n° 106, il s'en- 
guit que Îa relation de p à g'est la même que celle Fr g à P; 
quand p où g est de Îù forme 4n+1, et qu'elle est inverse 
quand p et g'sobt. de la forme 4r15.(*). Geïte: proposition est 
_contemue parmi: celles da n°ii5r; elle suit aussi des propositions 
15 5; o du n° 153 réciproquement, le théorème fondamental peut 
se detuies de Fa proposition de Legendre. Ce célèbre auteur en 
a donné Ja démonstration, et comme elle est très - ingénieuse , 
nous en parlerons plus amplement dans la section suivante. Comme 
_ il y suppose plusieürs choses sans démonstration {ainsi ‘qu’il en 
_ convient luimême, p.:$ab : Nous avons supposé seulement, etc.) 
” dont jusqu’à présent uhe jpartie n'a été démontrée par personne, et 
dont l’autre partie ne peut, selon nous, l'être que par le théorème 
fondamental. [1 nous semble que la route qu’il a pris ne peut pas 
Jui faire éviter la. diffeulté, et notre démonstration. ptut être 
regardée comme a première. _ 


: Au rèste, nous donñerons plüs bas deux âutres détrionstrations 
de cet important théorème ; ebsolument différentes entre. êlles » 
et de la précédente. 


152. Jusqu'à présent nous n’avons fraité que la congruence 
simple 2*= À (miod.m), et nous avons appris À reconnaître les 
cas où elle est résoluble. Par le n° 165, la recherche des ra- 
cines elles-mêmes est ramenée au cas où 1 est un nombre pre- 
mier, ou une puissance d’un nombre premier; et par le n° 105, 
ce. dernier cas est ramené à celui où za est un nombre premier. 
Quant. à celui-ci, en comparaut ce que. RouSAvOns. dit {n° 6 
et suiv.) avec ce que nous enseignerons sect. V et VIII, on aura 
presque tout ce qui peut se faire par les méthodes générales, Mais 
dans les cas où elles sont applicables, elles sont infiniment plus 
longues que les méthodes indirectes que nous exposerons däns la 
section VE,.et partant elles sont moins remarquables par leur 
utilité dans la pratique que par leur beauté. 


(7) Le mot re/ation reçoit ici le sens que nous lui avons'dohné n° 146. 
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Les congruences complètes du second degré peuvent être ra- 
menées facilement à à des congruences simples. 


. Soit la congruence ax°-+ bx+c=0 (mod. mm); elle sera équiva- 
lente à celle-ci : 4e x" + 4abx + 4ac=0 (mod. 4am). Celle-ci peut 
se mettre s sous la forme {(2ax+-b) = D°—/4ac (mod. 4er), et donnera, 
sielle est résoluble, toutes les valeurs de 2ax+-b moindres que 4am. 
Désignant une quelconque d’entre elles par r, les solutions de la 
congruence proposée se déduiront de la solution de la congruence 
2æE==r—b (mod. 4am), que nous avons exposée sect. II. Au 
reste nous observerons que le plus souvent la solution peut se 
simplifier par divers artifices; par exemple , on peut, au licu de la 
congruence proposée; en trouver une autre , 4 fx +2 bac =o, 
qui lui soit équivalente et dans laquelle 4’ soit divisible par 7. 
Mais comme ces considérations, sur lesquelles on peut consulter 
la section VIII, alongeraient trop cette section, rous la sop- 


primons ici. 2 
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SECTION CINQUIÈME 


Des Fonnar , et des Équations indéterminée du second 
degré. 


153. No us parlerons surtout dans cette section des fonctions de 
deux indéterminées de la forme ax* + 2bzxy +cy’, où a, D, c sont 
des nombres entiers donnés, fonctions que nous appellerons formes 
du second degré , ou simplement formes. Ces recherches nous 
conduiront à trouver toutes les solutions d’une équation indé- 
terminée quelconque du second degré à deux inconnues, soit qu’on 
puisse en obtenir la solution en nombres entiers, ou seulement en 
nombres rationnels. Quoique ce problème ait déjà été résolu dans 
toute sa généralité par Lagrange, et qu’il ait trouvé plusieurs pro- 
priétés des formes, auxquelles il faut encore joindre celles décou- 
vertes par Eu/er, ou démontrées par lui et annoncées par Fermat : 
cependant un examen plus approfondi des formes nous a fait voir 
tant de choses nouvelles , que nous avons cru utile de reprendre 
ce sujet en entier, avec d’autant plus de raison que nous avons 
rémarqué que les découvertes de ces hommes illustres, répandues 
dans divers ouvrages, étaient connues de peu de personnes. 
D'ailleurs la méthode que nous avons employée nous appartient 
presque en entier, et les choses que nous pouvions ajouter n’au- 
raient pas été entendues sans une nouvelle exposition. Au reste 


nous placerons en temps et lieu ce ie a rapport à à l'histoire des 
vérités remarquables. 


ee représenterons la forme ax°--2bxy-cy* par le symbole 
(a, D, c), quand il ne s’agira pas des indéterminées x et y. Ainsi 
cette expression désignera d’une manière indéfinie la somme de 
rois parties, dont la première est le produit d'in nombre donné a 
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par le quarré d'une indéterminée quelconque , la seconde le double 
du produit de 3 et de cette indéterminée multipliée par une autre, 
et la troisième le produit de c par le quarré de cette seconde 
indéterminée. Par exemple, (1, 0, 2) exprimera la somme d’un 
SE et du double d’nn quarré. Au reste, quoique les formes 
(az, b, c) et (c, b, a) soient les mêmes, quant à leurs parties, 
elles différent cependant si l’on fait attention à l’ordre de ces par- 
ties; aussi nous les distingnerons avec soin, et la suite fera voir 
PL qui en résultera. 


154. Nous dirons qu’un nombre donné est représenté par une 
forme donnée, si l’on peut trouver pour les indéterminées de cette 
forme des valeurs qui la rendent égale au nombre donné, 


TuÉoRÈME. Si un nombre M peut étre représenté par La forme 
(a, b, c), de manière que les valeurs des indéterminées soient 
premières entre elles; b°—ac sera résidu quadratigue de M. 

Soit 77 et n les valeurs des indéterminées, et qu’on ait. 
am H2bmn+ cn —=M, et prenons les nombres & et » tels qu’on 
‘ait wm+yr=1 (n° 40). On prouvera facilement par la multi- 
plication, que 


(am°+2bmn-cn°)(a, P-2bu+cu7)={ u(mb+nc)-(ma+-nb) }- (b®-ac)(mz+n}, 
ou | 
 M(a?—obur+cu)= £u(mb + nc)—v(ma + nb) }*— (b*— ac); 
donc | 

b— acæ{u(mb+nc)—r(mae+ nb)F (mod. M), 
c’est-à-dire que b°— acest résidu quadratique de 4. 


Nous appeñerons par la suite déterminant de la forme (a, b, c) 
‘le nombre b°— ac, dont nous verrons que dépendent en grande 
partie les propriétés de cette forme. 


155, Il suit de ce qu’on vient de voir que w(mb#+-nc)—»(ma+nb) 
est la valeur de l'expression y/(b*—ac) (mod. M). Or n et » 
peuvent être déterminés d’une infinité de manières pour satis- 
faire à l'équation mu—+m—1; il en résultera donc différentes va- 
Jeurs pour cette expression; examinons quelles relations elles ont 
entre elles. 
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Soient | 

mitn=1, mu —+n =; 
u(mbÆné)—r(ma+nb)=#F, WCmb+ nc}=1 (mien) =" | 
Si l’on multiplie la première équation paru, la secondepar«, etqu'on 
retranche l’un des résultats de l’autre, il vient u=n(p pu F), 
en multipliant par »’ et», on tirera de même »—2= m{quÿ— pr). 
Mais les deux dernières donnent alors | 

P'—P=(u—u) (mb+nc)—(r—7) (ma+nb) 

_ét substituant POUr H— pu, » ‘— leurs valeurs 
P'V= =(ur —uwy)(am"+2 bmn+cn)=(u)—p#"))M... ou F'==ÿ (mod.M). 
Ainsi, de quelque manière que x et ». soient : déterminés Ja for- 
mule One +nc)—1(matnb) ne peut donner des valeurs dif- 
férentes, c’est-à-dire incongruës , de l'expression V4 ( B— ac) 
(mod. M). Si donc Vest une valeur quelconque de cette for- 
mule, nous dirons que la représentation du nombre A par la 
forme az°+2bxy + cy, dans laquelle x=—m et y=n, appar- 
tient à la valeur V de l'expression yÿ/(b*—ac) (mod. M). Au 
reste on peut faire voir facilement que si Fest une valeur de 
cette formule, et que 7’=#F (mod. M); on pourra prendre à la 


place de 4 et » d’autres nombres y’ et »’ qui donnent F”. Il 
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suffit de faire ww gs = — on aura 


| mms n=pmyn=1; mais né valeur de la ee résultante 
de uw’ et » surpassera celle qui résulte de w et y de la quantité 
(mr—pr')M qui devient —(um+vn) (FEVIEE V'—F ; donc 
cette valeur sera 7”, 

156. Si l’on a deux représentations du même nombre par la. 
même forme (a, b, c}), et que les valeurs des indéterminées soient 
premières entre elles, elles peuvent appartenir à la même valeur 
de l'expression (B'—ac) (mod. A7), ou à des valeurs différentes. 

Soit 
M=— am —+obmn+cn=am"+abm'n to, et ie > NH ME; 
il est clair que si l'on a | | 

u(mb<+ nc)—r7(ma—+nb) ss pu (m'bdnt c)— {(m'a+n') (mod. M), 
la congruence aura toujours lieu quelques valeurs convenables-que 
l’on prenne pour y et », uw’ et »’, auquel cas nous dirons que la 
représentation 
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représentation du nombre M appartient à la même valeur de Tex- 
pression ÿ/{(b*—ac) (mod. M). 
-Mais si pour quelques valeurs de y et », mets’, cette con- 
gruence n’a pas lieu, elle n’aura lieu pour aucune, et les repré- 


sentations HER à des valeurs différentes. Et » SÈ For 
ri 


u(mb+nc)—»(ma+nb) =—{u (mb c)—» (mn PT : 
nous dirions que les représentations appartiennent à des valeurs 
opposées. Nous nous servirons de toutes ces dénominations 
_ lorsqu'il s’agit de plusieurs représentations du même nombre par 
des formes différentes, mais qui ont le même déterminant. 


ÆExemple. Soit ( 3, 7; —8) la forme proposée dont le détermi- 
nant ee Ælle donne pour le nombre 57 les représentations sui- 
“vantes: 5.13°-14.15.25— 8.28"; 5.5*14.5.0—8.0°. Pour la 
ie on. peut prendre. Bm=2, 1=—1, d'où résulte la valeur 
de yÿ/73 (mod. 57), à laquelle la Lens appartient 
=2(13.7+ 25. 8)+ (13. 325.7)=—4. De la même manière, 
en faisant w—2, »——1, on trouve que la seconde représen- 
tation appartient à la valeur -4. Donc les deux représentations . 
appartiennent à des valeurs opposées. 

Avant d'aller plus. loin, nous chserverons que les formes dont 
le déterminant est zéro doivent être exclues des considérations sui- | 
vantes, parcequ'elles nuiraient à l'élégance des théorèmes, et 
Gi elles exigent qu’on les traite en particulier. 


157. Si la forme F, dont les indéterminées sont zx, PA peut 
être changée en une autre F’, dont les indéterminées soient se 


y, en y substituant x—ax+8y, y—7x + dy", a, B, 7, À 
étant des nombres entiers, nous dirons que la première renferme 
Ja seconde, ou que la seconde est contenue dans la première. 


Soient F=a2+2bzy+cy", F=a'x"+abxy+cy. 
On aura les trois équations suivantes : 
d'au" +abey +07", b—aal+b(ad+fy)+oyf, cd —a8" + 2b08 + cd, 
Muiltipliant la seconde par elle-même, la première par la troi- 
sième, et retranchant, il vient 
D— oc =(b—ac) (ad By); 
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d'où il suit qué le déterminant de la forme F est divisible par 
celui de la forme F, et QUE le quotient est un quarré; ainsi ces 
déterminans seront de même signe. Si, de plus, la forme F° pou- 
yait être changée en la forme F par une transformation semblable, 
c'est-à-dire, si F” ‘était contenue sous F et F sous FF”, les déter- 
minans seraient égaux et (ad'— By} =1. Dans ce cas, nons 
les appellerons formes équivalentes. L'égalité des déterminans est 
une condition néce$saire pour l’équivalence des formes, mais il 
s'en faut bien qu’elle soit suffisante. 


L'analyse précédente fait voir clairement que la même chose 
aura lieu pour les formes dont le déterminantest —0; mais l'équation 
Gd— — By) —1 ne peut pas s'étendre à ce cas-là. 

Nous nommerons la substitution transformation propre, quand 
ad —/fy > 0, et transformation impropre, quand ad'—&; <o, et 
la forme F sera dite contenue proprement ou.improprement dans 
la forme F selon que F pourra être transformée en F” par une trans- 
formation propre ou impropre. Si donc F'et F'sont équivalentes, la 
transformation sera propre ou impropre, suivant que ad —fB)—tr. 
Si plusieurs transformations sont toutes propresoutoutesimpropres. 
‘elles seront semblables; mais une forme propre et une formse 
impropre seront dissemblables.  - 


158. Si Les déterminans de deux formes F et F° sont Pan , 
et que F° soit contenue sous F,F sera aussi contenue sous F* 
et le sera proprement ou improprement, Suivant ue F' sera 
contenue sous F proprement ou improprement. 


Supposons que F devienne F° en posant x — ax + By, ; 
72 ‘+ dy’; F' deviendra F en posant x’ dry; 
J'=—7yx + ay. Car on déduira par là de F° le. même résultat 
qu’en substituant dans F, à la place de x et de y, a(Jz— 8) 
(Hay —7x) et y(Jx—8By)+d'(+ay—7x), qui reviennent 
à (ad'—By)x et (ad —B})yr. Or ce résultat serait évidemment 
(ad — 83) F=F, puisque par hypothèse (ad —B3ÿ—1. Or il 
est aisé de voir que la seconde transformation est propre ou im- 
propre en même temps que la première. 


Si F" est contenu proprement dans F, et F proprement dans F", 
nous dirons que ces formes sont proprement équivalentes ; et si elles 
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#e confiennent improprement, nôus dirons qwelles sont 2mpro 
prément équivalentes. On verra bientôt l’utilité deces distinctions. 


Exemple. Par la substitution æ—22+ Vs Y=3X Hay, la 
forme 22*—8xy-3y" devient — 132%—122"y — 27"; et celle-ci se 
change en la première, par la substitution 227), yÿ——52-+2y, 
Donc les formes (2, —4, +53) et (—13, —6, —2) sont pro- 
prement équivalentes. 


_ Nous allons maintenant nous occuper des problèmes suivans : 

1”. Étant données deux formes quelconques qui ont ls même 
déterminent, chercher si elles sont équivalentes ou non, si elles 
le sont proprement ou improprement, ou des deux manières à-la- 
fois, ce qui est possible. Quand elles ont des déterminans inégaux, 
chercher si l’une ne renferme pas l’autre, proprement, impropre- 
ment, ou des deux manières. Enfin trouver toutes les transforma- 
tions tant propres qu’impropres de l’une dans l'autre. 

2°. Étant donnée une forme quelconque , trouver si ur nombre 
donné peut. être représenté par elle, et assigner toutes les repré- 
sentations. 


Mais comme les formes dont le déterminant est négatif exigent 
une autre méthode que celles dont le déterminant est positif, nous 
présenterons d’abord ce qu'il y'a de commun aux deux cas, que 
nous coûsidérerons ensuite séparément. | 


159. Si le forme F renferme ln forme F', et que la forme F° 
renferme la formeF", F renfermera K°. 

Soient x, y; x’, y; à", y" les indéterminées des formes F, F", 
F’ réspectivement, que F devienne F° en posant rat + x, 
y=y# + dy, et que F devienae F° en posant x ax" + 6", 
p=y x" + d'a El est clair que F se changera en F", en faisant 
aout" + By) LR 2" + d'y) =(au + By )x" + (6 +Bd 17", 
et ya) +9 ad ÿ}=(ety+d y) (65-88): 
donc F renfermera F7. Rs 
Lomme (ac+87)(87+d")— (ab HBS)(ayHy.d). 
{ad By)(xJ—#y), qui sera positif si les deux ficteurs 
sont de même signe, et'négatif dans Le cas contraire, la forme F 

ee 
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renfermera donc F° proprement, si F renferme F', et F°, F° de Læ 
même manière, soil proprementou non, etla forme F renfermera £” 
improprement, dans le cas contraire. 


T1 suit de là que si l’on a tant de formes EF, F', F°, F°, etc. 
qu'on voudra, telles que chacune renferme la suivante, la pre- 
mière renfermera la dernière, et la renfermera proprement. ou: 
improprement, suivant que le nombre des formes qui renferment 
la suivante improprement sera pair ou impair. 


Si la forme F est équivalente à la forme K”, et la forme K” 
à la forme X", la forme F sera équivalenie à la forme F", et 
Le sera proprement ou improprement, suivant que F et F',F'etF" 
seront équivalentes de le méme manière ou d’une maniére 
différente. 


_ En effet, puisque F, Æ” sont équivalentes aux formes F”, F° 
respectivement, Jes premières renferment les dernières , et partant 
F renferme F'; mais les dernières renferment aussi les premières,. 
donc F et F” sont équivalentes, Or, de ce que nous avons vw 
tout-à-l’heure, il suit que F renferme Æ° proprement eu impro- 
prement, suivant que F et F', F' et F° sont équivalentes de 
même ou de différente manière ; et il en est de même de F° 


et F; donc, dans le premier cas, F et F° sont proprement équi- | 
valentes, et dans le second, improprement. | 


Les formes (a, —b, c), (c, b, a), (c, —b, a) sont équiva- 
Jentes à la forme (a; b, c), savoir, les deux premières impro- 
prement et la dernière proprement. 


En effet ax*2bxy-cy* se change en a2—2b>y Ley, 
en faisant æ=—x"+-0.y" et ÿ=0.2"—#, ce qui donne Ad By. 
et partant, Îa transformation est impropre; elle se change en 
cx®+20x y +ay* par la transformation impropre 2=0.x'47",. 
J=2+0.ÿ, et en cx°—2bxy+ay* par la transformation. 
propre Z=0.2—Yÿ, Ya O0. | 

11 suit de 1à qu’une forme quelconque- équivalente à (4, b, c): 
est proprement équivalente à cette forme ou à la forme (a, —b, c). 
De même, si vine certaine forme renferme la forme (a ,. b, .C), oùYy” 
est contenue, elle renferme proprement l’une des deux formes. 
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@, b,:c}; (a; <-b, c), ou bien elle est renfermée proprement 
dans ins. des deux. Les formes (as D, c); (a, —b, c) s'appel- 
Feront formes opposées. 


160, Si les formes (&, b:, €), (u’, b', c’ ) ont le même déter- 
mirant, .et Qu'on ‘ait c—a et h+b'=o (mod. ce ), nous dirons 
qu'elles sont consigmés, et.quand une désignation plus exacte sera 
nécessaire, nous dirons que la, première est contiguë à la seconde 
_par la première partie, .etque. la seconde est contiguë à la première 
par la dernière partie. 


Ainti.la forme (7, 3,2) est contigué à la forme (3, 4, 7) par 
Ja dernièxe partie, la-forme (5, r, 5) est contigué par. les deux 
parties à son opposée (3, —1, 3). 


Les formes contiguës sont toujours proprement équivalentes, 
Car Ra fornte ax*+2bxy+-cy° se change en la forme con- 
tiguë cx°+ bay a en faisantæ—#" et y =x =" ire Y 


(où > Par hypothèse, ? “ 


“est un entier ) ; comme on s’en assurera 
ia CA 


par le développement. © 0, — 1. (=; doncla transfor- 
aranron est propre. Au reste , cés définitions et ces conclusions n’au= 
raient plus lieu si c—a2==0; mais ce cas n’arrive que lorsque 
ke déterminant. des formés es’ un .quauTé. . 

Il suit de là qué les formes (a > D, c), (a, b', c') sont pro- 
prement équivalentes, si aa et b=4' (mod. a); car la pre- 
mière est proprement équivalente à (c, —b, a) (n° précéd.); or 
celle-ci est contiguë par la première partie à la forme (a’, D", c'Yÿ, 

161. 'S? Za forme (a, b, c) renferme la forme (x, b,c), 
fout diviseur commiun des bee &, D, c, le sera aussi des 
nombres a , b',c', et 1out diviseur commun de a; 3b » C» de sera 
aussi de a’, 2b’, c’. 

L'inspection des trois équations du n° 157 suffit pour le dé- 
smontrer,. en ayant soin de multiplier la seconde par 2 pour la 
_ seconde .partie de, la, proposition. 

T1 suit de Hi que le plus grand eommun divisewr des nombres 
a, by:(2b} <<. déit-dipiser celni” des nombres a',-d, (2b'), Ce 
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S£ donc les formes sont équivalentes, ces deux plus grarids éom- 

mans diviseurs sont égaux, puisqu'ils doivent se diviser mutuel- 
lement, et si dans cé cas l’un des deux groupes n'a pee de commun 
 diviseur,. l’autre n'es aura.pas non plus. 

162. Proscime. 85 lu ferme AX°+2BXY-+CY*...F ren 


ferme la forme aw+r2bxy+-cy"...f, et qu'on connaisse une 
quelconque des transformations , déduire de celle-là toutes les 


transformations qui lui sont semblables. 
Soit la transformation donnée, X=az+fy, PF—yx+dy; 
suppasons d'abord qu’on en connaisse encore une autre semblable, 
X= ax +fy, P=yx+d'y, et exeminons ce qui doit en ré- 
sulter. Nommons D, d les détermitans des formes F, f, faisons 
else, d'd'—[By=é,on aura(n° 157) dé De = Dé", et 
partant ee’, puisque £ete’ sant de même signe par hypothèse. 
Or on,aura les six. équations suivantes: 


Aa+oBey+Cÿ=a.......(i) Ae+92Bey + Cy"—=a.......(2) 
AuB+ Ba) + 87) CE: (8)  AdE + BEI + y)Oy# =... (4) 
AB + aBBO + CN = c.:.. (5) A LABS + CI = cc... (6). 


Si l’on multiplie Ja première. par la seconde, on en déduira 
(Au -RR(ey + 89) +9) = D(dy—aÿ Ye, 
ou si l'on fait Zac + Bley'+ d'y) + Cyes 
a D{o'y—ay Ya". . (7). 

Si l’on multiplie la première par la quafrième , et la seconde 
par la troisième, et qu'on ajoute , on trouvera: 
D'ÉACE HSE + BEN ASH ED + CONHINDE 

| — Day + ay) (@N—# D + y —E y) —2ab, 
ou en neprisentant (aff HaB)HE (ad La d'ape Bu +8 ras 
+C(yd'+ d'y) par 24, 
2 B—D(ay— ay Neal" dy —By)=2ab.... (@. 


Si l’on multiplie 2 première par la sixième, ]a seconde par 
la cinquième, la troisième par la quatritme, et qu'on ajeuts 
ea deux premiers produits et le double du troisième, on. tronve 


DE D (add -pPien By} nd } 228" 4anc 


* TER 


; ou -bien pics 2Dec\ad am af-ie. à. de, HS 
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020.060 


4D°— D (id a dy Pyy = Er @). 
Si l'on multiplie la troisième per 18 quatfième, il vient 
d'CABE-B(EI EI) ON DIRE) —ad)r= bis 
ét comme. D(ad’— 8) (8% ad) D. (ayi=ay) (83 — Bd 
— D(ad—8y) (a Rp = D\ay —2 8 —RI)— Bb + ac, si 
l'on DE pie AB£; +82" + BSY+EUCIS =, on aura 
— D(ay— &'y) (BS—BI)= ac..,.....{10); 


en ne le produit de la troisième par la sixième à celui de 
la quatrième et de Ja cinquième, on aura 


ab € — D'(ad'— xd + By —P'y) (BS— BA) =2be.... «(r1)z 
en multipliant la cinquième par la sixième, .on trouvera 
c—D(BIŸ—BIY=e" A (12). | 
Suppésons maintenant que 74 soit le plus grand sonner eu 
seur des nombres w&, 2, c; et que les nombres :4’, 8", C’ soient 
déterminés. de manière qu'on ait A'a-+2B"h+ C'e=m (n° 40). 
Multiplipns es équations (7), (8), (a), (10), (11), (12), respective- 


ment par 4*,24'B", B*, 347C', 2B'C", C”, et ajoutons les pro- 
duits, en faisant pour abréger, 


/ Ad + 9BY + Ce — à RÉ ES PAIE (13) 
et A'(ay—c y) HB' (ad — + y —6y)+C (ES —RI)=U.. C4), 
on trouve T°—DÜ*=—m", T et U étant manifestement entiers. 


Nous sommes. donc conduits à cette conclusion ‘élégante, que 
Za solution de l'équation indéterminée ® —Vu*=—m* en nombres 
entiers dépend de deux transformations quelconques semblables 
de La forme F en la forme f, en prenant =: 1", u=U, Au 
reste, comme dans nus raisonnemens nous n'avons pas supposé 
que les transformations fussent différentes, une seule transfor- 
mation prise deux fois doit donner une solution; mais alors «’—a, 
B'=B, etc., a'—a, b'=F, etc., et partant Tr et U=o, 
solution qui se présentait d'elle-même. 


Considérons maintenaut comme connue la première transfor- 
ration, et la solution de l’équation indéterminée, et cherchons 
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comment on peut en déduire l’autre tfansformation} où comment 
d, B,7, d dépendent de «, 8; y, d'-T et U. 

Pour y parvenir, multiplions d’abord l'équation 42] par œ J—B; , 
l’équation (2) par ea 2 y». l'équation (3) par ay — y, et l'équa- 
tion (4) par d'y—ay, et ajoutons les produits, il en résultera 

(ee )a ad taf —By—fByye......… -(5). 

De même si nous multiplions (1)—(2) par 8'd— Bd’, (3)+() 
par (ad'+ ad — By —B'y) et (5)— (6) par (ay —«7y), nous 
aurons en ajoutant, 

a(ete) Bad" + poor B>) HS Es -{16). 

Enfin si nous multiplions {5)—(4) par dR—Bd", (5) par. ad 87, 

et (6) par x = By, on aura en ajoutant les produits, a 
(e+e)c={(ad pal By Lyc Re (17) 
Substitüant ces valeurs de a”, b'; c’ dans l'équation (13), il 
vient | 
G+e)T= (ad +er—Ry—687) (l'a +2Bb+ Ce)... 

ou 2eT—=(ad taf —$8y)m...... 8} 
d’où l’on peut tirer la valeur de T'plus facilement que de l’équa- 
tion (13). 


Combinant cette équation avec les équations (15), (16), (17) 
on en tire 


Lima Ta; ant =3Th EE TE 


Ces valeurs substituées dans les équations (7), etc. (12), en y 
- mettant d’ailleurs m°*-+ DU* pour T*, elles deviennent 
(ay —ax'y)m =aœU" 
(ay—ay)ad'— x + By —$Byym = 2abU* 
(ad —a d+By—LRy)m=4BU* 
(ay — y) BI 6 Im =ac0*? 
(ad — a + By By LS — LS )n =2bc0" 
(BI — 8 d)m = cU». 


Delà, à l’aide de l’équation (14)et de celle-ci 4'a-+2B'h+C'—m, 
on déduit facilement, en multipliant la 1°, la 2° et la 4; la 2°, la 5° 


et la 5; la 4', la 5‘ et la 6° par 4’, B', C’ respectivement, et 


en 
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en ajoutant les produits os 
(«y’ —4 ty) Um*=mal”, (as. 2848) ce N)Um*=amb U? (ES {5 d) UmemcU*, 
équations qui, divisées par mU (*), deviennent 


aU = may’ A) Ne cd tar et since (10) 
2DU = mad — + be) +... (20) 
cU= m(Ed' ES). SAS pe RC CE Apr 21} 


dont une quelconque peut donner la valeur de TU plus facilement 
que l'équation (14). Il suit aussi de là que de quelque manière qu'on. 
détermine 4", B', C’, et ces quantités peuvent être déterminées par 
_ plusieurs méthodes différentes » On aura toujours les mêmes valeurs, 
pour T'etponr U F 

Or en combinant l'équation (18) avec l'équation (20), on en 
tire par soustraction et par addition les deux suivantes 


eT—bU— mad — fB9)...... PR En 2 (22) 
DD ia pond: (a5); 


et à l’aide des quatre équations (Go, (21), (22), (23), qui ne sont 
que dupremier degré » On obtiendra sans peine les valeurs de 
«, B',y3 d',au moyen des équations suivantes qui en dérivent, 
sex =œaeT + (aB — ball, mel = RET+(bB—ca)U, 
_mey=yeTæ+{(ad —by}U, . med =deT+(bd—cyU, 
ou, en y substituant les valeurs de a, b, c, tirées des équa- 
tions (1), (3), (5), 
ma=aT—(Bat.Cy)U, mR=BT-(BE+CINU, 
my=7T+(4a+By)U, md =d'T+(48+BSM)U. 
T1 suit de l’analyse précédente; qu’il n’y a pas de transforma- 
tion de F en f, semblable à.la proposée; qui ne soit contenue 


LA 


dans les Eee 
= —{ “ (BadOy}ot nt 


F= (it Cda+Bpu}e+ = = { + (484 Bu } y 
CE 
109 Ceite division ne serait pas possible si l'on avait U—0; mais ‘alors les 
équations (19), (20), (21) naïîtraient immédiatement de la première, de la 
troisième et de la sixième des équations précédentes. - 
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+ et u désignant indéfiniment tous les nombres qui satisfont à 
l'équation & — Dm". Nous ne pouvons pas encore conclure 
que toutes les valeurs de £ et de 4 qui satisfont à cette équa- 
tion donnent des transformations convenables, lorsqu’on les substi- 
tue dans les formules (Z). Mais, 


1°. On s'assurera par le développement , que Îa susbtitution de 
valeurs quelconques de ? et de change F en f, au moyen des 
équations (1), (5), (5) et #—Du=m*. Nous omettons, ce 
calcul plus long que difficile. 


2°. Toute transformation déduite des formules sera semblable 
à la proposée ; car 


nn 


3°. Si les formes F et f ont des déterminans inégaux, il peut. 
se faire que les formules (7) renferment dès fractions, par la 
substitution de eertaines valeurs de 4 et de z, et que partant il 
faille les rejeter : mais toutes les autres seront des transformations 
convenables, et seront les seules. ; 


45. Si les formes F et f ont des déterminans égaux, et que 
parconséquent elles soient équivalentes, les formules (2) n6 peur- 
ront jamais donner de transformations qui renferment des frae- 
tions, et parconséquent elles donnent la solution complète du 
problème. 


En effet, par le théorème du n° précédent, on sait.que dans œ 
tas m1 sera aussi diviseur commun de 4, 2B., €; or puisque 
P—Du=n, on à — B'u°=m" — ACu; donc #— B'u* sera 
divisible par m*, etpartant, 4°—4B°1*, ou, puisque 22 est di- 
visible par 77, 4 sera divisible par 71° ou 27 par m. Donc 
2 (+ Bu) et 2 (t— Bu) seront entiers, et partant, comme la dif- 


Bu $ : ; 
térence ie de ces deux auantités est paire, elles seront ou toutes 


deux impaires, ou toutes deux paires; si elles étaient impairés, 


ea 


( Lo 
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eu produit + 4 ma ({— Bu") le serait aussi; mais puisque #— Bu 


est divisible par m°, ce produit est. nécessairement: pair; donc: 
_ cette supposition ne peut subsister, . et les deux quantités sont 


paires » donc leurs moitiés n (+ Bu) Le Bu) sont des en- 


tiers, et parconséquent À miel 2. I] suit de là, sans difficulté, 
que lés quatre coefficiens des formules (7) sont toujours entiers. 


Concluon$ de ce qui précède, que si l’on connaît toutes les 
solutions de l'équation £°— Dm", on en déduira toutes les 
transformations dela forme (4, B, C) en (a, b; c), semblables 
à une transformation proposée, Nous donnerons plus loin le moyen 
de-trouver les solutions de cette équation; observons seulement 
… ici que leur nombre est fini quand D'est négatif, ou positif et en 
même temps un quarré; mais qu'il est infini, si D'est positif et 
non un quarré. Quand ce cas a lieu, et qu'on n'a pas D—d 
(Voyez 3), ik faudrait encore chercher comment on peut, à 
priori, distinguer les valéurs de.£ et de.z qui donnent des transfor- 
mations- entières, et celles qui n’en donnent pas. Mais nous don- 
neross plus bas, pour ce cas-là, une autre méthode qui n’aura pas 
le même inconvénient (n° 214). 


Exemple. La forme x°+y* se change par la transformation 
propré z—22 + ny, ÿy—x+5y, en (6, 24, 99). On demande 
toutes les transformations propres de (1, 0, 2) en (6, 54, 99). Ici 
D=—32, m=3; ainsi l'équation à résoudre est £°+- 22*—0, On 
peut y satisfaire = e six manières: 1—3...u=0, 1——3...u—0, 
Em D 
La 3° et la 6° donnent des résultats fractionnaires et sont parconsé- 
quent à rejeter des autres. Résultent les quatre substitutions : 


22 +7Y | ur D 

Du mary + OO) 
ex 2X'+0Y x'+5y" 
= 22 +0Y r'+3y 


-dont.la première : est la solution proposée. 


163, Nous avons dit plus haut, en passant, qu’il pouvait arriver 
2 
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qu’une forme F en renfermât une autre F", fant proprement qu’im- 
proprement. On voit que cela aura lieu, si l’on, peut interposer 
une autre forme G , telle que.F renferme G, et que G renferme F, 
et que la forme G soit de nature à être proprement équivalente à 
elle-même. Car si l’on suppose que F renferme G proprement ou 
improprement, comme G se renferme lui-même improprement, 
F renfermera G improprement ou proprement, selon la supposi- 
tion primitive, et partant le renfermera dans les deux cas, pro- 
prement ou improprement (n° 159). On trouvera de même que 
de quelque manière que G renferme F', F doit toujours renfer- 
mer Æ” des deux manières. Or on reconnaît qu’il existe des formes 
improprement équivalentes à elles-mêmes par un cas très-évident, 
celui de la forme (a, o, c), qui se change en (&,o, c) en fai- 
sant z—œx—+o.y et y—o.x—y. Plus généralement, toute 
forme (a, b, c) jouit de cette propriété lorsque 22 est divisible 
par a; en effet la forme (c, b, a) est contiguë à (a, b,c) par 
la première partie (n° 160), et partant lui est proprement équi- 
valente, mais (c, b, a) (n° 159) équivaut improprement à (a, 2, c); 
donc (a, b, c) équivaut improprement à elle-même. Nous nom- 
merons formes ambiguës les formes (a, b, c) dans lesquelles 2D 
est divisible par &. Nous avons donc le théorème suivant : 


La forme F renfermera la forme K° proprement et impropre- 
ment, Sion peut trouver une forme ambiguë que F renferme 
et qui renferme K’.. | 


La réciproque est également vraie, et c’est l’objet du numéro 
suivant. à 


164. THÉORÈME. Si Ja forme Ax+2Bxy=+ Cy°...(F), ren- 
Jerme tant proprement qu'improprement la forme A'x'+2Bxy 
+Cy*...(F), on pourra trouver une forme ambiguë que F 
renfermera ët qui renfermera F'. 


Supposons que F devienne F” par la substitution +— ax +£y, 
Y=7yx'+ dy, etpar la substitution dissemblable Z=a'x + (6'y, 
J=YL + d'y. Soit ad —By=e, d'y = ea on éura 
B°®— AC=e(B— 4C)— E*(B°— AC); donc e* —=e", et.cortme 
e et e’ sont de signe contrairee=—<€ ouee=0; or il est clair 
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qu'on on Brrivera à la même forme en substituant dans Æ’, pour x’ F 
d'x a pour Vs Ya Ha ‘ÿ'; qu’en substituant dans F 
on bien jp AT" ÿ HE 2 ay") 83) ) 2 (2/82 ) y 
pour y..7 (à x"—£8" 9") + —y/ a" 4e y" CD ONCE ENT 
ou bien None 5 CESSE HAVE ES —#y)x"=# 2" 
pour y...’ (o'x"—8y" HV a Ha SIN ya y 
Ainsi en faisant 
ad” — By a, «B—ak =D, yd'—yi=c, ad By, 
la sn F se changera en une même ‘forme par les substitutions 


z=ax" + by", y=cx + dy" et x=ex", y=éy", ce qui donne 
les trois équations suivantes : 


. Aa + 2Bac+ C= AE"... (5 
Aab+ B(ad+ bc) + Ced= Be"... mere 
Ab —+2Bbd+ C&=cCe................ (3); 
mais des valeurs de a, b, c, 2 on tire ki 
. ad=bcsmeé=-re=—e"..,....... (4) 


Si l’on multiplie l'équation (1) par, d,-d'équation (2) par c, 
‘et qu’on-retranche, on trouve (4a+-Bc)(ad—bc)}=(44—Bcje”, 
et partant A(a+d)=0. 

En multipliant l’équation (2) par a+-d, et en retranchant le 
produit de l’équation (1) par D et de l'équation (3) par c, on 
trouve (4 b+B(a+d}+Cc)(ad—bc) =(—Ab+B(a+d)--Cije”, 
d'où B(a+d)=0. 

Enfin en retranchant du produit de l'équation (3) par c celui 
de l'équation (2)par b, ontrouve(Bb+Cd)\ad—bc}=(—Bb+-Cae, 
d'où C(a+d)=0o. Or comme 4, B,C ne peuvent dans apçcun 
cas être nuls en même temps, il s’énsuit que 


| BHO. FAO (5)... 

Sion multiplie l'équation (2) par &, et.qu'an en retranche 
l'équation (1) multipliée ‘par b, il vient (Ba+ Cc)(ad+ bc) 
=(Ba— Abe”, d'où 

Ab—aBamCo=0......... (6). 

* Des équations :e+e"—0, a+d=0, ou ad fByad'—8 y —0 

etes ehad 80/70; 0ndéduit (aa (dd) (EE) +2"): 
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où (ae): (y+y)=(8+8): (8 + d'). Représentons par 
ce rapport , réduit à sa plus simple expression, de manière que 
m et » soient premiers entre eux (*), et soient pris 4, » desorte 
qu’on ait wmv — 1. Soit d’ailleurs r le plus grand commun 
diviseur de a, b, c, son quarré divisera bc+a"= bc+0d=—<€; 
donc r divisera e. Cela posé, si la forme F, par la transforme- 
tion ze mt Hu, y=nt—u, se change en Mr + 2Nitu 
+ Put...(G), cette forme G sera ambiguë et renfermera F”. 
_ Démonstration. I. Pour faire voir. que la. forme G& est ambi- 
_guë, nous démontrerons que M(bu° 7 24/4) — Cy *)=aNr; car alors 
r divisant &4,. b, 7e: “(bu mm 20) == CY* SETA- entier ét partant 
2N un multiple de M. 
Or M= Am +2aBmn+Cn, Nr=(A4m—B(nu—n)—Cnu)e; 
d'ailleurs il est facile de s'assurer que l’on a 
26 Haas ha d=(a— «)(Î+d)— AU )o+Y ) 
ab=(a+a)(8—8)+(a—x)(8+6), 
etcomme m(>+7)=n(ata), m(d+d") =7(8=8"), il en ré- 
sulte (262a)n + 2nb=0o, ou 
mekmatnb=0........., CT 
_ De même 
2620 = 6 — da += (aa )O— 8") (989) 
ac=(7—7) (+) (y+y) (dd), 
d’où  7n(2€—2a)+2mc—0... ou ne—namC=0" « . (8). 
Maintenant si Fon ajoute à —2au—cr) la fonction 


(1— mu ny) {mr(e—a)+ (ru 1)b}+(me-ma nb) (rides +») 
+(renatme)ns, qui se réduit à zéro, puisque 1—74—"7y=—=0, 


(”) Si l'on avait à-la-fois aLæ—0, +37 =0, B+8=0, 8 +4 —=0o, 
le rapport - serait odéermine, et partant la méthode inapplicable. Mais une 


légère to suffit pour voir qu'on aurait alors e—e, et comme d'ailleurs 
Onae=—e€, il s’ensuivrait ee —0; donc alors le déterminant de la forme F' 
serait nul, : nous excluons ici les formes de déterminant zéro. 
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ME + ma + He > ne—na-tmoe—0, et qu’on effectue les pro. 


duits en effaçant les termes qui se détruisent, on trouvera 
amme—b; donc 


n° (bu°— 20uy— Cv) = 27076 2h D. (0). 
De même, si l’on ajoute à mn(Bp?—2auy c;) 14 fonction 
(-mp-ns){(nr-uude-(1-mtns)a) —{me-ma-tnb)mu-Fne-na-mc}nss, 
on trouve 
_mn(bu*—2apr —0r) =(nr—mple—t. (10). 
Enfin si Fon ajouté à n'(bu°-—2auy—0cy) la fonction 
Gap-ns-1){ru(eta)+(nr+ 1)c}—(me+ma+nb) nu—(ne-na-tmc)(nur-iu) , 
on {rouve 
n'(bu—2apy—0y) =— 27UE - —Crososensses (11. 


Donc sil'on multiplie l'équation @) par 4, , (ro) par 28 et (r 1) 
par ©, il vient 


(Am +2 Bmn+Cn*)(bu* aaur-cr")==2e A dar mOn + 8-6, 
ou à cause de l'équation (6), 
| M (bp — 2apy — 01 ‘\=2Nr. 

IT. Pour prouver que la forme G renferme la forme F', nous 
démontrerons 

1°. Que G devient F° en posant 


et HUE) ne (ne-my)d +7 (n8— md)y......., (S). 
2, Que L (na —my) et - = (78 — md) sont entiers, 


ET Puisque F devient G en posant z=—m? _— U,Y=nt— Ê u, 


la forme G se changera par la transformation (S) en la Hate 
‘forme que celle en laquellé F se changerait en posant 


am (puatry)r + mul d)y + na-my)r' (nm) ÿ' 
=(munraz + (mptnr) By =ax + br, : 
Y=n (uatry)r+ n(uB+yd)y —p{namy}x) —w{(n@md) 3 
= (nu-to)yz + (mur) dy =ya dy, 
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Mais par cette substitution, F se change en F"; done par la 

gubstitution (S) la forme G se change en F7. | 
>. On déduit facilement des valeurs de e, b, d l'équation 

a'ehyb—ad0, où comme d=—a, a'eaatyb=0, éliminant 

b.au moyen de l’équation (7), il vient 


_ (namy)a=(my-na)e......ss rs(t2}s 
or on a anb==—am (ea), ymb=—m(aetaa); donc 
(na my)b= (a ma)me:......... ns .-(13}; 


enfin on.tronvera Ve-myatac=0, éliminant 4 an moÿen.de 
l'équation (8), il vient 

: (na my) = (y—y}ne............(14) | 

On trouve de même Be+d'b—fd=0, ou B'e+db+Ba=0o; 
éliminant & aù moyen de l'équation (7), il vient 


(nB—md)e=(mh—nfe. seen re lIOe 
or on a Bnb=—/@m(ea), dmb=—m(8e+Ba); done 
| (nB — md)b =(8— Bjme.,...:...:,.(16): 


enfin on trouve d'e— d'a + fc=0o, et en éliminant a au moyen 
de l'équation (8), on a 
f58—md)é =(f—dMjne..:...5.....(17) 
‘Le plus grand commun diviseur des nombres a, b, cétantr, 
si l’on détermine 4”, 2”, C‘de manière qu'onait d'a B'#LC'ers 
on trouvera au moyen des équations (12)..... (17), 
A (y ie 27) +B"(e— x) m += Cove (rit my)... 
À (don) 4e B'(E-È ) m4 CCS ya = L (n=ms) L 
et partant, L(na—my) et =(8— md) sont entiers. 
| 165. Exemple. La forme 32°+142y—4y° se change en la forme 
122182 Y #39 Y1 proprement en faisant x—42+ny, 
Pen mie improprement en faisant x——1742 + 807", 
J = 152 —18y. On a donc aa 70, BB —100, 3914, 
dd 20; et — L= = 2. Faisons donc 7==5, n==—1. 


Comme 
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Comme on doit avoir Age — r=—1, on satisfera évidemment. à 
cette équation en faisant m—0 et »=—1; ; d’ailleurs on trouve 
e=3, a——237, b=— 1170, c=—48; leur plus grand commun 
He r=5 : ce qui donne pour la transformation qui change 


Fen G, x=65t—u ety=—t. La forme ambiguë G est-elle- 
même 2°— 10144 31°. 


* Si les formes F et F’ sont équivalentes, la forme G sera aussi 
renfermée dans F” puisqu'elle l’est dans F; mais comme elle ren= 
ferme cette même forme , elle lui sera équivalente , et partant 
à la forme F; ainsi dans ce cas le théorème s'énoncera ainsi: 


Si F et F” sont équivalentes tant proprement qu'impropre- 
ment, on pourra trouver une forme ambiguë équivalente à cha- 
cune d'elles, Au reste, dans ce cas er, et partant r qui 
divise e doit être aussi —1. 


Ce que nous avons dit suffit pour la transformation des formes 
en général; passons à la représentation des nombres. 


166. Si La forme F renferme la forme F’, tout nombre qus- 
pourra étre FRS par KE’ pourra l'étre aussi par F. 


Soient x, y; x’, y les indéterminées des formes F et F'ress 
pectivement, et supposons que le nombre M puisse être représenté 
par F'en faisantx'=m et Y=æx, et que la forme F se change 
en FÆ” par la transformation x —ax + By", y=—=52x" + dy, il est 
évident que F deviendra Men faisant x=—am+-fn, ÿ=ymhdn. 


Si M peut être représenté dé plusieurs manières par F”, savoir, 
en faisant encore x", y =, il pourra l’être aussi de plusieurs 
manières par Æ: en effet, si l’on avait à-la- fois « me Bn=am + Oré, 
etym+-d'n="ym À, il s’ensuivrait mad By) = m (ad —8}) 
et n{ad —B})=n{(ad—fB}), ce qui exige que ad — 80, et 
partant, que le déterminant de la forme F soit 0, contrée 
l'hypothèse, ou que m==m et =, il suit de là qu’il y a au 
moins autant de manières de représenter M par F que par F'. 


Si donc Fet F' sont équivalentes, tout nombre qui pourra 
être représenté par l’une pots l'être par l’autre et d'autant de 
manières, | 

S 


"© D" 
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Observons enfin que dans ce cas Le plus grand divisenr com: 
_ mun des nombrés m et x est égal au plus grand diviseur com 
mun des nombres ar Br, vtr. Soiten effet A ce divigœur, 
prenons les nombres et y tels qu’on ait um<+-5=A, on 8ura 
(Su—yrYamt-Br)-{ Lure Yont-d'i}=(ad 0} Xumtin) HA 
Donc le plus grand diviseur commun des nombres a+ fn 
y dun divisera à; mais À le divise, puisqu'il divise évidem- 
. ment am+f@n, ym—-dn; donc ce plus grand commun diviser 
est égal à A. Il snit de là que si 73 et z sont premiers entre eux, 
‘am+fn et ymb+ d'n le seront aussi. 


_167. THÉORÈME. Si les formes ax° + abxy + c3* Due €); : 

a'x"® + 2b'x° s2 f+ey*....(F) sont équivalentes, que leur déter- 
Se soit D, que 2 dernière se change en la première en 
faisant x run By; Y' —=yx+ d'y, que d’ailleurs le nombre M 
soit représenté par la forme F en faisant x=m, ÿ=n, et par- 
tant, par la forme F'en faisant Xam-Énnr , mn’, 
m et net parconséquent met w étant prémiers cntrecu%; les 
deux représentations appartiendront .à la méme valeur de l'ex- 
pression VD (mod. M), ou à des valeurs OPPOSÉS , suivant 
que la transformation de F' en K sera propre Ou impropre. 


_ Soient déterminés les nombres p, » de manière qu’on. aif 


pm-rin=1, et'soient faits LR —y, it = (") Onaura 


(n° précéd.) m'r7'+5"n 723. Soit d’ailleurs 

Em + en) —v(am+ bn}... pt (ban + ci) 1 (a m4 ba) =F. 
F et 17” sont les valeurs de l'expression 4/D (mod. M} auxquelles 
appartiennent la première et la seconde représentation. Cela . 
posé, si dans #7 on met pour 77, n', u', » leurs valeurs, et dang 
F pour a. .….d'a+-2b'ay+-c'}, pour b.. ,d'aB4b'(adt.By}hc'yd), 
pour c.. .4'8° + 28 B94-c'd*, on tronve , toutes réductions faites, 
PV (adfy), et partant VF" où Val, y suivant que 
ad — By sera ==+r ou =. Donc, etc. 

Si donc on a plusieurs représentations d’un nombre M par a 
forme (a, b, c) au moyen des valeurs de æ, y premières entre 
elles et qui ot à des valeurs différentes de l'expres- 


(”) æ' et s’ sont des nombres entiers puisque db 2% à 


ARITHMÉTIQUES. 139 


ce sion ÿ/D (mod. M}; les représentations par la forme (a’, #, c') 


appartiendront aux mêmes valeurs, et s’il n’y a aucune repré- 
,sentation du nombre M par une certaine forme , qui appartienne 
à une certaine valeur donnée, il n’y en aura aucune non plus 


4 


qui appartienne à cefte valeur pour une forme ‘équivalente. 


168. THÉORÈME. 82 Ze nombre M peut étre représenté. par da 
forme ax*+2bxy—+-cy" en donnant à x et y des valeurs m etn 
premières entre elles, et que N soit la valeur de l'expression 


ÿD (mod. M) à Zaquelle cette représentation appartienne, les 
N°—D 


._ formes (a, b, c} et (ui, N, N seront proprement équivalentes: 


Il suit du n° 155 qu’on peut trouver des nombres entiers p 
et » qui satisfassent aux équations | 
_ MR... .(bm+-cn) —»(am+bn) Ne 
Cela fait, la forme (a, b, c) se change, au moyen de la substi- 
tution mx" —»y, y—=nx +py, en une forme dont le dé- 
terminant = Drum) =D, c'est-à-dire en une forme équi- 
valente. Si on suppose cette forme =(4, B, C), on aura 
B— 
— 


2 LAS d’ailleurs 
A=am"+a2bmn4ten M, B=—mrad-(ma—n)btnuc= N; 
donc la forme (4, B, C) revient à (ue, N, es ; 


_ Au reste, des équations 


mm... u{mb+nc) —r(ma+nb)=N, 
VAR __ ma+nb+nN __ mb +nc—mN 
on déduit. . = DAME ME 4 VV — RE Mo 


qui seront ainsi des nombres entiers. 

11 faut observer que cette proposition n’a pas lieu quand W=—o, 
car dans ce cas on doit avoir N°—D=0, d'où il suit que 
sd ‘est indéterminé. 

_ #69. Si l'on a plusieurs représentations du nombre M par la 
forme (æ, b, c) qui appartiennent à la même valeur N de l'ex- 
pression D (mod. M), en supposant toujours les valeurs de x, y 


premièresentre elles, on en déduira plusieurstransformations propres 
2 
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, ND Ce 
de la forme (a, b,c)...(F) en (M, N, —7—)...(G);savoir, 
si une de ces représentations provient des valeurs x=#", J=n/, 
F se changera en G par la substitution 


Ent ENS .y=œn x - ÉNn'et nt 
re M 


Réciproquement, une transformation propre de . en G étant 
donnée, on en déduira une représentation de M par la forme F, 
qui Éppartiendre à la valeur N. Si F se change en Gen posant 
æa=maxvy et y—mx+uy", on représentera M par la forme 
F en posant x—=m, y=—n, et comme mu+m—=1, la valeur de 
l'expression ÿ/D (mod. M) à laquelle’ appartient la représentation 
sera p(bm+cn)—y(am+bn)=N. En outre de plusieurs trans- 
formations propres différentes, on déduirait autant de représen- 
tations diverses appartenantes à la valeur N ; car si l’on sup- 
posait que la même représentation pût dériver de deux transfor- 
mations propres différentes , ces deux transformations étant 
æ=mr—1y et y=nr'+uy", 2=mr—vy", J=nx+uy; des 
deux équations 

mn =mutny.::.p(mb+nc) —1(ma+nb)=u'(mb+nc)—1"(matnb) , 
on déduit sans peine qu’il faudrait qu’on eût M—o, ou bien 
=", v=1; or la première condition est déjà exclue, et nous 
avons supposé met 7’ différens de 1 et 7. Il résulte de là que 
si on avait toutes les transformations propres de F en G, elles 
donneraient toutes les représentations de M par F, qui appar- 
tiennent à la valeur IN. La recherche des représentations d’un 
nombre donné par une forme donnée, dans lesquelles les valeurs 
des indéterminées sont premières entre elles, se réduit donc à 
trouver toutes les transformations propres de cette forme en une 
autre forme équivalente donnée. 


En appliquant ici ce que nous avons dit n° 162; on conclut 
facilement que si une représentation du nombre M par la forme F 


appartenante à la valeur N, est donnée par les valeurs z—a, 


=) la formule générale qui comprend toutes les représentations 
du même nombre par la forme F,.sera : 


Pl nm 4 LL ee See (aa+7yb)u 
en mo ses Joe M >] 
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m étant le plus grand commun diviseur des nombres a, 2, c, 
et £, u tous les nombres entiers qui satisfont indéfiniment à 
l'équation 
| # — Di = mm". 
170. Si la forme (a, 2, c) est équivalente à une certaine forme 
ambiguë , elle sera Sapiralen te, tant proprement qu'’improprement, 


à la forme ( M, N, 


T 
équivalente tant à la forme (w ,N, = =) » qu'à la forme 


=), ou encore elle sera proprement 


(x, NT Re) (n°159 ); on aura donc les représentations 


du nombre M par F appartenantes soit à la valeur + N, soit 
àla valeur — N. Et réciproquement, si on connaît plusieurs repré- 
sentations du nombre M par la même forme F, et que ces repré- 
sentations appartiennent à des valeurs opposées de l'expression 
vD (mod. M ), la forme F sera équivalente à la forme G 
tant proprement qu PHP ApremEnt et l’on pourra assigner une forme . 
ambigué équivalente à F. 

Ces principes généraux sur la représentation des nombres nous 
suffisent pour ce que nous avons à dire à présent. Nous parlerons 
plus bas des représentations où les indéterminées ne doivent pas 
avoir de valeurs premièresentre elles. Quant aux autrespropriétés, 
les formes dont le déterminant est négatif, demandent à être traitées 
d’une manière tout-à-fait différente que celles dont le déterminant 
est positif. Aussi nous allons maintenant considérer séparément 
chacun de ces cas : nous commencerons par le premier comme 
étantle plus facile, 

171. PROBLÈME. Étant proposée une forme quelconque (a, b, a) 
dont le déterminarit est négatif , ut —— D , trouver une forme 
(A, B, C) qui lui soit proprement équivalente, et dans laquelle À 


soit non >21/7% Bron >2:A, C non< À. 
: Nous supposons que ces trois conditions ne soient pas réunies 


Pre la forme proposée, autrement il serait inutile de chercher 
la seconde forme. Soit 2’ le résidu minimum absolu du nombre — b, 


D 
, qui sera entier, puisque 


b' 
suivant le module a(*) et «= Es 
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L=b., d'où P'+LD=b+D=ac (mod. «). Maintenant; 
si a <a, soit encore b" résidu minimum de — b', suivant:le 


; la < É : 
module a&”, et Es 2 Si a” < a”, soit de même b" résidu 


#2 
absolu minimum de — b", suivant le module 2”, et a" — : + Le 
en continuant cette opération jusqu’à ce que l’on parvienne à un 
terme at"+ de cette progression qui ne soit pas plus petit que le 
terme précédent a”, ce qui arrivera nécessairement, sans quoi 
or aurait une suite dé nombres entiers plus grands que zéro 
et décroissans à l'infini. Alors la forme (a", #, a"+:) satisfera à 
toutes les conditions. 

En effet, 1°. dans la suite de formes (a, b, a}, (a,b',a"), 
(a", b", a"), etc., une quelconque est contiguë à celle qui la pré- 
cède; donc la dernière est proprement équivalente à la première 
(n° 159 et 160). 

2°, Comme 2") est le résidu r1:nèmum absolu de — b®—, suivant 
le module a, il ne sera pas plus grand que : a (n° 4.). 

3°, Puisque at. am+9 = D HD, et que a+ non < a”, 
aw“ ne sera > D +8}; et comme b°% est non > : af, &m> 
ne sera pas > D + + a®>*, ou 3 a ne sera pas plus grand que D; 


D Es 
donc enfin at” non > 2 L/ 


Exemple. Soit la forme (304, 217, 155) dont le déterminant 
— — 31, on trouve Îa suite de formes : (304, 217, 155), 
(155, — 62, 25), (25,12, 7), (7,2,5), (5,;—2,7);et la 


dernière est la forme cherchée. De même, pour la forme {121,49,20) 


dont le déterminant est — 19, on trouve les formes équivalentes : 


(20, —9,5), (5,—1,4), (4, 1,5); donc (4, 1,5) est la 


forme cherchée. 
Nous appellerons formes réduitesles formes (4, B, C), qui sont 


telles que, le déterminant étant négatif, on ait 4 non > 2 L73 ; 


B non > :4, et C non < 4; ainsi on peut trouver une forme 


(*) H Faut remarquer que si a ou & étaient zéro, le déterminant serait un 


quarré positif, ce qui est contre l'hypothèse, par la même raison a et 4° ne 
peuvent être de signe contraire. 


Ro 
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réduite proprement équivalente à une forme donnée quelle qu’elle 

soit. 

172. PROSLEMS. Trouver les conditions nécessaires pour que 
deux formes réduites non identiques et de même déterminant 
négatif, soient proprement équivalentes. 

: Soient les formes (a, b, c), (a, 8’, c') dont le déterminant est 
— D; supposons, ce qui est permis, que a’ ne soit pas > à, et 
que la forme ax° + 2bxy + cy* se change en 2'x°+ 2bxy + oy, 
par la substitution propre = ax + By ,y = 7x dy, On aura 
les équations 
ae+abay+cy"—=d (1), aaf+b(ad+87)+e7d—=b" (2), ay —1...(3). 
L'équation (1) peut se mettre sous la forme aa’=—(aa-+b)+ Dy:, 
donc aa est positif; et comme on a d’ailleurs «= D+b, 
a'c'=D-+-b", il s'ensuit que ac, «'c’, aa’ sont positifs, et partant que 
D 
3 ? 

donc az’, et à plus forte raison D}*° ne sera pas => $ D; mais » 

doit être entier, il sera donc o ou 1. 

_ I. Siy=—=o, l'équation (3) donne ad'= 1, et partanta==kr, 
et = +% 1 : dans les deux cas, il résulte de l'équation (r}, «4, 
et de l'équation (2) b—b=Æ Ba; mais b est non > :4, & non 
> £a’, et partant non > ï a; donc l'équation } —=:%# fa ne 
peut avoir lieu si b est de même signe que 4°, à mnius qu’on 

a CAE DR ie y ED b+ D : 
p’aitb==b", d'où s'ensuivrait == #0, et partant, à 

moins que les formes (a, à, c), (a, b', c') ne soient identiques, ce 

quiest contre l'hypothèse, Si 2 et b’ sont de signe contraire, cette 
équation ñ’aura lieu non plus qu’en supposant b—— + La, ce 

qui donne de même c’= c ; la forme (&’, D’, c') sera donc (a, —b, c), 

c’est-à-dire opposée à la forme (a, b, c). On voit d'ailleurs 

que ces formes sont ambiguës , puisque 2b+4@ (n° 163). 

II. Siy—"Æ 1, l'équation (1) devient aa° +-c—a'==E2ba; mais 
.c n’est pas < a, et parconséquentpas < a; donc 264 n’est cer- 

tainement pas < ac°; ainsi 26 n'étant pas > a, « ne sera pas 

< «, ce qui exige qu'on ait «0, ou a=ÆEr. | 
1°, Si a —0, l'équation (1) donne ca"; et comme on a à- 
la-fois a non > &’ et non < €, il s'ensuit que a=œ a =c: or 


a, a, c, c'sont tous de même signe. Mais a et a’ sontnon > 21, 
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 Jéquation (3) donne By =— 1, et partant l'équation (2) devient 
b+ Bb —2+dce—H+du. On pourra supposer seulemenf ici, comme 
dans le cas précédent, b=—#', où b=— b", Par la pÉmière suppo- 
. sition, les formes (a, b, c}), (a, b’, c') seraient identiques, par 
la seconde elles seront opposées. Fe 

2°, Si a—œæ+1r, l'équation (1) donne ac—d—=2b; 
mais «et c sont tous deux non < &’, donc 2b sera non <a 
et non -< c; d’ailleurs on a 2b non > a et non > c; donc né- 
cessairement a=c—"+2b. L'équation a+ c— == 20 donne 
alors Æ 25 = 0", ainsi l'équation (2) devient 


| a(aB+)d)+ (ad + By) = 6", 
ou comme oO dfy=ts : | 
_ b—b=a(aB+)f)+2bly=a(al+yd +8)), 
ce qui exige, comme ci-dessus , que b=—&", ou que b=— p7. 
Or, dans le premier cas, les formes seraient identiques contre 
l'hypothèse ; dans le second, elles sont opposées et ambiguës. 
. Il résulte de cette analyse que les formes (a, b, c), (a, b’, c‘) 


ne peuvent être équivalentes ; à moins qu'elles ne soient opposées 
et en même temps ambiguës , ou telles que amc=a=c". Il 
était évident, à priori, que dans ce cas les formes sont propre- 
ment équivalentes; car , comme opposées , elles sont improprement 
équivalentes , et comme àambiguës, elles le sont aussi proprement, 


Mais si ac, la forme, DPCGRATRRRE sera contiguë 
pe ontigue ; 


et parfant équivalente à (a, b,c); mais comme D+h—=ac=a", 
on à ZE 2a—2b, et la forme (2a—2b,a—b, a) est 


ambigné; donc (a, b, c) sera aussi proprement équivalente à son 
opposée. FE 

On juge facilement par là si deux formes réduites (a, b, c}, 
(a, D’, c’) non opposées, peuvent être improprement équivalentes. En 
effet, elles le seront, si (a, D, c) et (a’, — b, c’) qui ne sont pas 
identiques; sont proprement équivalentes; sinon elles ne le seront pas. 
Il suit delà que les formes proposées, pour être improprement équiva- 
lentes, doivent être identiques, et en outre ambiguës, ou telles 


qu’on 


€ ie 
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qu'on ait ac. Mais les formes qui ne sont ni identiques, ni 
opposées, ne peuvent être- équivalentes ni proprement ni impro- 
prement. 

175. PROBLÈME. Étant données deux formes F et L' de même 
déterminant négatif, chercher si elles sont équivalentes. 


Cherchons deux formes réduites fet f’ proprement équivalentes 
anx formes F, F' respectivement. Si les formes f, f” sont équiva- 
lentes proprement ou improprement, ou des deux manières, F 
etF"’ le seront aussi; mais si f et f” ne sont équivalentes d’aucune 
manière, F et F'ne le seront pas non plus. 

Par le n° précédent, il peut arriver quatre cas: 

1°. Sif et f” ne sont ni identiques ni opposées, F et F" ne seront 
équivalentes d'aucune manière. 

2. Si f'et f” sont d’abord identiques ou opposées, et ensuite 
ambiguëés, ou telles que leurs termes extrêmes soient égaux, KÆ 
et F” seront équivalentes proprement et improprement. 


5°. Si f et f” sont identiques , mais qu’elles ne soient pas am- 
biguës, ou qu’elles n’aient pas leurs termes extrêmes égaux, Æ 
et F” ne seront que proprement équivalentes. 

4. Si f et f' sont opposées, mais qu’elles ne soient point am- 
biguës, ou qu’elles n'aient point leurs termes extrêmes égaux, les 
formes F et F’ seront seulement improprement équivalentes. 


Exemple. On trouve pour les formes (41, 35, 30), (7, 18, 47) 
dont le déterminant est — 5, les réduites (1,0, 5),(2,1,3) 
qui leur sont respectivement équivalentes ; donc les formes pro- 
posées ne sont équivalentes en aucune manière. Mais les formes 
(23, 38,63), (15, 20, 27) ont la même réduite (2,1,3), et 
comme elle est en même temps ambiguë , les formes proposées 
seront équivalentes proprement et improprement. Les formes 
(37; 53, 78), (53, 75, 102) ont pour réduites (9, 2, 9) et.. 
(9; —2;9); comme elles sont opposées et que leurs termes 
extrêmes sont égaux, les formes proposées sont équivalentes tant 
proprement qu ’improprement. 

174. Le nombre des formes réduites qui ont un déterminant 
donné — D, est toujours fini, et même assez petit par rapport 
au nombre D, et il y a deux manières de trouver ces formes 


Te 
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élles-mêmess désignons indéfiniment par (4, », c) les formes ré- 
duites dont'îe déterminant est — D , il s'agit de déterminer toutes 
les valeurs de a, bet c. | | 
Première Méthode. On prendra pour æ tous lés nombrés fant 
positifs que négatifs qui ne sont pas plus grands que #0, et 
dont — D est résidu quadratique ; et:pour chaque valeur de a, 
on: prendra b sucéessiverñent égal à toutes les valeurs de l’expres- 
‘Sion y/—D'(mod. 2), qui ne sont pas > ia, en les prenant tant 


CN _ : + # : w ; : : : ED Es 
positivement que régativement. Qüant à c, on le fera = —— 


S'il résulte de là quelques formes dans lesquelles c <a, elles 
seront à rejeter, et les autres seront évidemment des formes réduites. 

Deuxième Méthode. Soient pris pour à tous lesnombres positifs ou 
négatifs qui ‘ne surpassent pasl 2; pour chaque valeur de à, on 
décomposera b + D de toutes les manières possibles, en deux 
facteurs pris positivement où négativement, et non plus petits 
que 2b , en prenant l’un des deux, le plus petit s’ils sont inégaux, 
pour la valeur de a, et l’autre pour la valeur de c. S'il en résulte 


quelques formes dans lesquelles a > 17 elles seront è re- 


jeter; les autres seront visiblement des formes réduites. Il est 
d’ailleurs évident qu'il n’y a pas une forme réduite qui ne puisse 
se trouver par chacune des deux méthodes. 

Exemple. Soit D—85. Par la prehière méthode, la limite 
des valeurs de a& est ÿ/ 5£ qui tombe entre 10 et 11. Or es 
nombres compris entre 1 et 10, et dont le résidu est 85, sont : 
1,2, 5, 10, d’où résultent les douze formes suivantes: 


(1,0, 85),(—1;0,—85);(2, 1,43),(2;—%, 43), (—2,+ 3, —43), 
(— 2; — 1, —43); (5,0, 17), (—5, 0, — 17); (10, 5, 1}; 
(10,—5, 11); (—10, S,—"11), (— 10, —5,—11)} 

Par la seconde méthode, la limite des valeurs de à est 25 
qui tombe entre 5 et 6. En supposant b—0, on trouve les formes : 
(1,0, 85), (—1, 0,—85), (5,0,1%);.(—5,0,—17); pour 
b=æ+ 1: (2,21, 43), (—2,k 1, —43). Il n’y en a aucune pour 
B=cE2, parceque 89'n’est pas décomposable en deux facteurs dont 


‘ébacun soit non < 4. Lé même chose 4 eu Keu pour à="2#3 et 4. 
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| Eüfin, pour = 5, il vient (io, 5, 11), (105,11), 
175. Si parmi toutes les formes déduites d’un déterminant donné, 
on supprime une des deux qui sans être identiques sont proprement 
équivalentes, calles qui resteront jouiront de cette propriété remar= 
qüable, qu'üne forme quelconque de même déterminant sera pro- 
prement équivalente à quelqu'üne d’entre elles, et à une seule; 
car, sans cela , il resterait encore des formies réduites proprement 
équivalentes entre elles. D'où il suit que toutes Les formes de 
méme déterminant peuvent se distribuer en autant de classes qu'il 
sera resté de formes réduites , en comprenant dans la même classe 
les formes qui sont proprement équivalentes à la même réduite. 

Ainsi, pour D = 85, il reste les huit formes réduites , 

(x, 0,85), (2,1,45), (5,0,17), (10,5, 11), 

(—1,0,—85), (—2,1,—43),(—5,05—17),(—10,5,—11). 
Donc toutes les formes dont le déterminant est.— 85, peuvent se 
distribuer en huit classes, suivant qu’elles sont proprement équi- 
valentes à la première, à la deusième, etc.; et il est clair que 
les formes d’une même classe sont proprement équivalentes, tandis 
que deux formes prises dans deux.classes différentes ne sauraient 
être propsement équivalentes. Mais nous traitérons ci-après, avec 
plus de détail, le sujet de 4 classification des formes ; noug n’ajou- 
tons ici qu’une observation. Nous avons déja fai voir que si le 
| déterminant de {a forme (a, b, c) est négatif, a et c sont de même 
signe , et on s’assurera, Comme nous l'avons fait pour les formes 
‘rédaites, que si(a,b,c), (a', b', c’) sont deux formes équi- 
valentes, a, a';c, c' seront de même signe (*). Il suit de là que 
les formes dont les termes extrêmes sont positifs, sont absolument 
distinctes de celles dont les termes extrêmes sont négatifs, et qu’il 
suffit dans les formes réduites, de considérer celles qui ont leurs 
sermes extrêmes positifs, car les autres sont en même nombre, et 


(9) En effet si l'ou change la première de ces formes en la seconde, par la sub- 
sütution . 
x== a À êy’ 
= + dy: 
on aura dat + 2647 + cy* = 4", d'où aa = aa ct bA }° + Di : ce produit est 
-donc évidemment positif, et comme ni a ni a ne sont nuls, il ‘faut que tous deux 
‘soient de même signe. 
- 2 
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elles: naissent des premières, en changeant les signes des fermes 
extrêmes. La même chose a lieu pour les formes réduites à rejeter 
et à retenir. 
“176. Voici en conséquence une table qui contient, pour quelques 
déterminans négatifs , les formes suivant lesquelles toutes celles du 
même déterminant peuvent se distribuer.en classes; mais; suivant 
la remarque du n° précédent, nous n’en avons mis que la moitié, . 
c’est-à-dire celles dont les termes extrêmes sont positifs. 
Déterm, 
1... 
2... 


(150, 1). : 

; (2 a 
5..:1(1,0%9), (2,12) 
|: 06 4); (20, 3). 
(50 5), (2: 1» 3) 


6...1(1,0, 6), (2,0,8). 

7. |(n 0 7), (2154). 

‘8. :.} 4, ©; 8), (2,0, 4); (5; 1, 3)« 
9-..[(150, 9), (2, 1, 53-65; 0j 3). 
10.2 (n 6 10), as 8). 


(50, 11), (2, 1, 6), (8, 2, 4), (3, —5, 4X 
540, 0,22), (3, 0; 6); (5, 0; 4),(4,2,4}X 
IL serait superflu de continuer plus loin ceuv table, puisque nous 
donnerons plus bas une bien meillenre.mauière de la disposer. 
Fl résulte de cette table que toute forme déônt le déterminant 
est — +, équivaut proprement à la forme æ°+y*, si i:s termes 
extrêmes sont positifs, et à la forme--.2— 1", s’ils sont néga- 
tifs ; que toute forme dont le déterminant est —2; et dont les 
termes extrêmes sont positifs , équivaut à la forme 2°+ 2}°, ete. ; 
que toute forme dont.le déterminant est—x11 et dont les termes 
extrêmes sont positifs, équivaut à l’une des quatreæiz° + 117, 
22° + 227 + 67°, 32° + axy +4, 32°— 227 + 47, etc. 
177. PROBLÈME. Étant donnée une suite de formes telle que 
chacune soit contiguë à celle qui lapréeède par la dernière partie, 


Fe verune transformation propre de La première en une quelconque! 
We la suites | 
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Mestent les formes (a, b,a)=#F, (a, b, Dh (a’, b, DE, F 
(a°,4°, a)=F"..ete. Faisons LE 7, AE = RE pe et. 
nOMmMONs 2, yY.::2,y ... x", y’, ae les dise des 
formes F, F', F", etc. et A que F se change 
en F':par la substitution z—4’x HE, JE=Y a td y 
MEET er Tee PAIE RM Ces y y'e 4 d'y 
LÉ OT ES ACT cs œa x" By". y" a" dy ë 
Cela posé, comme F se change.en F’ en faisant Tx—=—# et 
73=x+hy", F' en F” en faisant x'=—)}". .J=2+hy", F°. 


en F”" en Coen d'y" et = +" A ‘etc. on trouvera, 
facilement les équations suivantes: 


ARRETE : -nr LE er > = d —h 

œ —=fp...... B=hR—e | y =d" | dep nr, 

CS D PMP ar. | y dd" hq" > 

a''=R"......| BR "Re"... | pd. rpg e 
etc. | etc. êtce etc. 

d’où l’on tire | 

æ& —0 B =—: 7 — M —=h" 

CET CARNET DT LC APRES Y:. md" sl d° = h" 3. 

a —=£"...... B” far B...| > =d".. À d'=h" ds" 

af". Hors B'"=h"£8" —/f2".. ie ir SPA La =sh:"d" dd" 
etc. etc. etc. 


il suit du n° 159, et de la formation ces quantités, que Les 
différentes transformations sont propres. 

Cet algorithme très-simple, et auquel on applique facilement 
le calcul; est analogue à celui du n° 27 (*), auquel mêime il 


(*) On aurait, d’après la notation du n° 27, 
BEL RH, he, +4], 
où les signes ambigus doivent être —,—;—,#;-#,; +, +, suivant que ss 
est de la forme 4X, 4K +1, YK 49. her 
ME, —h hs. - +Rk®], 

où les signes , dans les mêmes cas, doivent être eo +, he mes em, fe, 

Mais le desir d'abréger nous empêche d'insister davantage eur ces formules, 
qu’au reste chacun pourra confirmer aisément. 


1 p. 
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est facile de le ramener. Au reste, cette solution n’est pas res 
treinte au cas des formes de déterminant négatif; elle convient à, 
tous les cas, pourvu qu'aucun des nombres a”, a”, a”, etc. ne soit 
égal à zéro. 


178. PROBLÈME: Étant données deux formes F et f de. même, 
déterminant négatif et proprement éguivalentes,. tTrQuver une 
transformation propre de l’une en l'autre. 

Supposons que F soit la. forme (4, 2, A’); par la méthode. 
du n° 171, on cherchera la suite des formes (4, X', 4’), 
(A, B', 4"), etc. jusqu’à la réduite (4%, B®, 4®+1), Soit 
(a, b, a’) l’autre forme f'; on cherchera de même la.suite (4, 4, a”), 
(a", D’, a"), etc. jusqu’à (a, 26, a+), qui est la réduite. Alors 
il peut se présenter deux cas: 

1% Si les formes (4%, 20, 4@m+9), (9®, D@, a@+59) sont iden- 
tiques , on à-la-fois opposées et ambiguëés, les formes 
(A®%=9, Bm=, 4°), (4%, b"=1, a@—9) seront contiguës, 4m 
désignant l’avant-dernier terme de la suite 4, 4’, 4", etc. (il 
en est de même de BMm—1, a@—1, B@—0); car AMG, 
Bm—-9+ BME=O (mod. 4”), DL 00 (mod. am — 40m), 
d'où BOULE RM —_ Do; mais si les formes réduites 
sont identiques, B®?—#%=—o; si elles sont opposées-et-ambignës, 
B(9 — pb A); donc dans les deux cas B@=2—ZG@-)— 0, Il 
suit de là que dans la suite de formes: | 


CA,B, 4), (4°, B', 47).….…..(AË- D, Be), AG), (a@), —bte-0, an), 
(at, bis), ati2)),, (a, —b, a), (a, b, «& ). 


Une quelconque est contigué à celle qui la précède, et parconséquent 
(n° précéd.) on pourra trouver une transformation propre de F en Te 
2°. Si les formes (4, BG, 4@49); (a, 2, a@+1) n'étant pas 
identiques, sont opposées et que leurs termes extrêmes soient 
égaux, on aura 40 — 4040 00 ot, d'où A+) 00) , et 
BEI (bp + DE), et partant divisible par a(; donç la 
forme (A4, 8m), 4m+59) est contiguë à la forme (a”, —8"=1, ar), 
et la suite: | 
(4, B, 4), (4', B', A")... (A0, BC), Atm+D), (at), tt", ten), 
(Gaz), — pGi—2), ql—2)), (a, —b, a), (a, ba) 
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jouit de ‘la même propriété que la précédente. On :pourra donc 
trouver une transformation propre de F en f. 


Exemple. Soient les deux formes (23, 58,63), (15, 20, 27); 
On trouvera 
la 1°... (23, 38, 63), (63, 25, 10), (10, 5, 3),(3,1,2),(2,—1,3) 
la2°... (15,20,'29), (27, 7, 2),( 2, 3, 3). 

Les deux réduites sont opposées et ambiguës; les deux: formes 
proposées se rapportent parconséquent au prethier cas. (la suite 
de formes contiguëés sera ddnc 

(5:7228*05)7 (637025); 10), (101555) (554,12); 
(2, —7; 27), Gp) (15,20,27). | 


px 


Il en résulte h=— > =1, h= _— =3, h=2, hs, 
R'——:1, h"=0; d'où l’on déduit a" 13, B't—;8,nt8, 
d'=—11. Donc en faisant æ——15—184 et y—8t+iiu, la 
forme 232°+76xy—+-637* se change en r5/*—+4otu+2qut, 

De la solution du problème précédent ori déduit facilementla solu- 

tion decelui-ci:F et fétant deux formesimproprementéquivalenies, 
trouver une transformation impropre de F en f. Soit ‘en effet 
f=at"abtut au, la forme g=ap"—2bp+a'g" s'qui est op- 
posée à f sera proprement équivalente à F. On n’a donc qu’à cher- 
cher une transformation propre de F en g; soit x=ap«+f6g, 
y=7yp—+#d'q cette transformation; il est clair (n° 158 et 169) que 
F deviendra f par la transformation x=at— fu, y=yt du, 
qui sera impropre. 


Si donc les formes F, f sont équivalentes tant proprement 
qu’improprement, on pourra trouver une transformation propre 
et une transformation impropre. 


179. PROBLÈME. Étant données deux formes équivalentes F, f, 
trouver toutes les transformations de F en f.. 


Si les formes F et f ne sont équivalentes que d’une manikre, 
c’est-à-dire, proprement ou improprement, on cherchera par 
le n° précédent une transformation de F en f, et il est clair 
qu'il ne peut y en avoir d’autres que celles qui sont semblables 


: JA 
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‘à celle-là. Si les formes F, f sont équivalentes des deux mai 
nières, on cherchera deux transformations, l’une propre; l’autre 
impropre. Soit F=—(4,B, C), B"—AC=—D et m le plus 
grand commun diviseur des nombres 4, 2B, C. Alors , par le 
n° 162 il est constant que toutes les transformations de F en f 
se déduiront d’une seule dans le premier cas; et que dans. le 
second toutes les transformations propres se déduiront d’une transfor- 
mation. propre, -et toutes les transformations impropres, d’une 
sransformation impropre, pourvu qu’on ait toutes les solntions de 
l'équation #+ Dam. Dès qu’elles seront trouvées, le pro- 
blème sera résolu. 

Or comme on à D—4C—B", il s'ensuit que 4D=4AC—4B, 
ou 4D. = 440 y; donc & est un nombre entier. Cela posé, 


1°, Si L>4, ou aura D>m"; et partant, dans l'équation 
#-Du'=m, on a nécessairement =0o et :==2ÆEm. Donc si 
‘F et f ne sont équivalentes que d’une manière , et qu’on aït une 
transformation z=ar' fr, y=7x #+-d'y, on n’en wvuvera pas 
d’autres que celle-là même qui résulte de la supposition 12-73 
(n° 162), et la transformation z=—c@x —@y,y——2 y; 
mais si F et f sont équivalentes des deux. manières, et qu’on 
ait une transformation propre z2=ax + f@y, y—yx #+dy, et 
une impropre-æ—a'x+fy, y=7yx+d"y, on n’en trouvera 
pas’ d’autres que ces deux, qui naissent -de la supposition ?= 77, 
et les deux 4=—ax—8y, = dy, ame dE, 


J=—72x— d'y, que fournit la valeur 4=—7m. 


2°. Si F=4 où D=m";Féqmätion P+Du=m" admettra quatre 
solutions : /=m, u=0; 1=—mMm, U=O; {=0, u—1; 1=0, 
= 1, Donc si F, f sont équivalentes d’une seule manière : 
et qu’on ait la transformation x=4x 4.87’, FS=yt dy, on 
en tirera en tout les quatre suivantes : 


ga y, | pe PIC, 


exe ! y” ans 7B ‘ 8A JB / 
Y=Eyr Edy,| r=L Hz TS y, 
-_ mas. 
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mais si. FE et f sont équivalentes des deux manières, ec ’est-à-dire 
si, outre la transformation donnée, il y en a encore une.qui soit 
| dissemblable, cette dernière en fournira encore quatre, desorte 

qu’il y aura huït transformations. Au reste il est aisé de démon- 
trer que si Dm", K et f soùt toujours équivalentes des deux 
manières, En effet, comme 6ôn a alors 77 —4C—B*, B lui- 
même sera divisible par 72, et sil’on considère la forme 
(£2 4 +), son déterminant sera —1, et partant elle sera. équi- 
valente à l’une des formes (1, 0,1), (—1, 0, —:1). SE on voit 
facilement que la même transformation qui change (É£ — =) en 
(Es, 0, 1), changera la forme (4, B, C).en (Em, 9,:bm), 
qui est ambiguëé; donc la forme (4, B, C) étant équivalente à 
uné forme ambiguë, sera équivalente des deux manibres, à la 
forme (a, D, &) (1° 163 et suiv.).. 
3°, Si = ou 4D=3m", m sera nécessairement pañ? ; ct 
comme Es l'équation #+Du—m", il faut que 2° < +, on aura 
six solutions : {= U0; 1=—Mm, uU=0; 1=FM;: U= 1; 
2=im, ui; im, ui; 1=— im, uU=—1, Si donc 
on cpnnaîs, deux transformations dissemblables ; 
Z=e4 À 6Y ; Y=YX + dY: 
L=AX + 2 I=YL + d'y 
one déduira douze æatres ; savoir, six semblables à la prernitre, ét 
qui sont: amtatÆly, y=+kya toy 


(aa). HE HO 
(er 4 (ae ET), 


B ; D BB4ICN 
‘ \ BA+SB 
| ÿ= DS à + (us #4 ——— } ÿ, 
HAS à la seconde, qu’on obtiendra en tte cellese 


cia,B,ys d'pour a, 8, y, d’..Mais on peut faire voir que dans 
ce cas F et f sont équivalentes des deux manières; gir fa forme 


ca rar 27) aura pus pour déterminant , ec sera par- 
m? m ? 4m v 
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conséquent équivalente à là formé (Hi,0,ÆE5) ou à celle-ei 
M Et ,Æ2) (15 176), d'oû l‘oh voit facilement quela forme (4,8,C) 
équivaut à l’une des formes (= 2 F0; ET), m,tim,ktm), 
qui sont toutes deux ambiguës. Donc, etc. 
4, Si Ps, où a (2) 4 Fu, et partant EV=— 2 
(mod. 4). Mais comme aucun quarré ne peut être =—2 (mod. 4) 
(n° 103), éetté hypothèse est inadmissible. 
be. Si =, on a CYR (mod. 4), -ce qui 
est impossible ; donc cette hypothèse est encore inadmissible, 
CommR d'ailleurs D ne-peut être ni 20, ni Le, il »’y à 
pas d'aufres cas que ceux que nous venons de parcoütir. | 
180. Prostäme. Trouver Youtés lesreprésentations d'un nombre 
donné M par la forme ax°+-abxy +cy*....F, dort le déter- 
minant est. négatif, des valeurs de -x et de ÿ étant premières 
entre elles. 
‘On à vu (n° 154) que l'on ie pouvait résondre ce problème que 
_ dans lé càs où — D est tésidu quadratique de 7; on cheréhiera 
done d’abord toutes les valeurs différentes, c’est - à - dire, in- 
congrues de l'expression y —D (mod. M); soient ces valeurs 
EN, =ÆEN; HN", ete. Pour rendre le talcul plus simple, on 
peut prendre toutes ces valeurs telles qu’elles me soient pas > :M. 
Cela poié, come une quelconque de ces représentations appartient à 
quelqu’une de ces valeurè, troûs considérerenschaeune en particulier, 


Si les formes #, (m SNS ar ne sont pas proprement équi- 


valentes, il n'y aura aucune représentation de M qui appartienne 
à la valeur N (n° 168); mais si elles le sont, on n’a qu’à cher- 
cher une transformation propre de F en (M > N, 7) > qui 
soitz=ar"+ By", y—yx + dy, et l’on aura za, Y=} pour 
la représentation du nombre M par la forme F, qui appartieut 
à la valenr N. Soit m le plus grand diviseur commun des nombres 
Æ, 2B, C, et nous pourrons distinguer trois cas : 


Ne 40 , 
1. Si 5>4, il n’y aura pas d’autres représentations queces 


deux-ci: na, J=y; t=—a, J=—y (n° 169 , 186). 
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Si 44, il y eura quatre représentations: ==, ==; 
en = eue = ER, 


SANS | É=35, il y aura six représentations : 


Re) y==L z=tie— he, y=£iy+ RE, 
LEA 


hp 1 DS à 
‘ TRES eh mm JS: D TE nor 

On cherchera de la même manière Les  iclalone que Rs 
les valeurs —N, HN’, —N', etc. 

181. La recherche des représentations du nombre M par la 
forme F, dans laquelle x et y ont des valeurs quelconques, peut 
se ramener au premier cas. Supposons que cette représentation ait 
lieu er faisant x—ue, y=yf, ensorte que pu soit le plus grand 
diviseur commun des nombres ue, uf, ou que e et fsoient pre- 
miers entre eux ; on ayra Mu" ( Ae+ 2Bef+-Cf:), et parconsé- 
quent West divisible par ms; et la substitution x=e, y—=f four- 


nira une représentation du nombre “+ par Ja forme F, dans la- 


quelle x ety ont des valeurspremièresentre elles. Si donc M n’est di« 
visible par aucun quarré, il n’y aura pas de telles représentations ; 
mais s’il renferme des diviseurs quarrés, que nous appellerong 
pe, », a, étc; On cherckcra d’abord toutes les représentations du 


nombre . par la forme (4, B, C), dans lesquelles les valeurs 


de x, y sont premières entre elles; ces valeurs multipliées par u, 
donneront toutes les représentations de 47, dans lesquelles w est 
le plus grand commun diviseur de x et de y; de la même ma- 
nière on trouvera toutes les représentations dans lesquelles » est 
le plus grand commun diviseur de # et de y, etc. 

On peut donc, par les méthodes que nous venons d'exposer, 
trouver toutes les représentations d'un nombre donné, par une 
forme donnée de déterminant négatif. 


182. Descendons mainteaant à quelques cas particuliers remar- 
quables autant à cause de leur élégance, que par l'assiduité avec 


laquelle Euler s'en est occupé. 
2 
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1°, Aucun nombre , à moins que son résidu quadratiqne ne soit 
—1, ne peut être représenté par la forme x°+y* ; dans laquelle 
æet y sont premiers entre eux, ou sont décomposables en 
deux nombres quarrés premiers entre eux; mais tous les nombres 
qui jouiront de cette propriété pourront se décomposer en deux 
quarrés. Soit M unde ces nombres, et EN ,=Æ N, + N°”, etc. 
les valeurs de l'expression y/—1 (mod. M); alors par le n° 176 


la forme ( 0; F) sera proprement équivalente à la forme 


(G,0,1); soit car +8), y=7x+dy" une transformation 
7a . 
propre de la forme (1,0, 1) en la forme (x, N, 5) ; on 


aura les quatre représentations suivantes du nombre # par la forme 
æ°+-y", savoir, © =Ha,y= EE); 2=Fy, = Ea.(2.— n°180). 


Comme la forme (1,0, 1) est ambiguë, il est évident que la 
forme (a » —N, ee ) lui est aussi proprement équivalente, 
et que la première se change en la seconde .par Ia transforma-. 
tion propre x=œax—/f@y", y=—7Yx + dy", d'où naissent quatre 
représentations de M appartenantes à —N,æ=Ha, y=+); 
a=+E}y, 7==æa. Il suit de là qu'il y a huit représentations 
du nombre M, dont quatre appartiennent à la valeur N, et quatre 
àlavaleur— N.Maistoutes ces représentations donnent la même 
décomposition du nombre M en deux quarrés, M=— a+", tant 
qu’on ne considère que les quarrés. et non l’ordre et les signes 
des racines. 


Si donc il n’y a pas d’autres valeurs que Net — NN pour l’expres- 
sion ÿ/—1 (mod. M), ce qui arrive, par exemple, toutes les fois 
que M est un nombre premier , M ne pourra être décomposé que 
d’une manière en deux quarrés. Or comme — 1, est résidu de tous 
les nombres premiers de la forme 47 +- 1 (n° 108), et qu’un nombre 
premier ne peut évidemment se partager en deux quarrés non 
premiers entre eux, nous aurons le théorème suivant. 


Tout nombre premier de la forme 4n + 1 peut être décomposé 


en-deux quarrés, et ne peut l'étre que d’une seule manière, 
Ainsi : 


K 
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a 0h15 it 4, 18= 44 9, 17= 1416, 
29—= 425, 3714536, 41—16+25, 53— 4+ 49, 
Gi = 254-536, 751=9<+64, 89—25+64, 97—16+81, 


etc. 


Ce théorème élégant a été donné par Fermat , mais Euler est le 
premier qui l’ait démontré, Comm. nov. Petr. T.r. ann. 1754 et 
+ 2755. P. 3. Dans le T. rr , il existe une dissertation sur le même 
sujet, p. 8; mais alors il n'était pas parvenu à son but, 


Si donc un nombre de la forme 47<+ 1 ne peut pas être dé- 
composé en deux quarrés, ou peut l'être de plusieurs manières ,: 
on sera sûr que ce n’est pas un nombre premier. 


-.Mais réciproquement, si l'expression ÿ/— 1 (mod. M) a encore 
d’autres valeurs que Net —N, il y aura d’autres représentations 
de M. Ainsi, dans ce cas, M peut se décomposer en deux quarrés 
de plusieurs manières; par exemple : 65=1+64=16+ 49, 
221 = 25 + 196100 +121. 


- Les autres représentations dans lesquelles + et y prennent des 
valeurs non premières entre elles , se trouvent facilement par notre 
méthode. Observons seulement que.si le nombre M renferme des 
facteurs de la forme 47 + 3, dont on ne puisse pas le délivrer en 
le divisant par un quarré , ce qui arrivera toutes les fois que le 
nombre 4 renfermera des puissançes impaires de ces facteurs , il 
ne pourra en aucune manière être décomposé en deux quarrés (*). 


(*) Soit le nombre M— AE ce etc., ensorte que @, b, c, etc. soient 
des facteurs premiers inégaux de la forme 4m<+1, et S le produit de tous les 
facteurs premiers de la forme 4n+-3; cette forme donnée au nombre M convient 
dans tous les cas ; pour M impair , il suffit de faire w—o; si M ne renferme au- 
cun facteur de la forme 4n+3, on fera S—1 : si S nest pas un quarré : 
M ve pourra en aucune manière être décomposé en deux quarrés; mais si S est 
un quarré, il y aura ?(a+1) (6+1)(7+1), etc. décompositions de A7, lorsque 
quelqu'un des nombres «, 8, y, etc. sontimpairs, etil y en aura; Pate) (8+ 1) 
O+1), etc. +3, quand rie nombres æ, 8,7, etc. seront pairs, tant qu’on 
ne fait attention qu'aux quarrés eux-mêmes. Ceux qui ont quelque habitude du 
calcul des combinaisons, déduiront sans peine de notre théorie générale la dé- 
monstration de ce théorème , auquel nous ne pouyons nous arrêter , non plus qu'à 
d’autres particuliers. (Voyez n° 105). 
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2. Pour qu’un nombre puisse être représenté par la forme 
a ay, x et y étant premiers entre eux, il faut que ce nombre 
ait —2 pourrésidu. Soit donc M un nombre qui ait —2 pour résidu, 


et soit N une valeur de y/— 2 (mod. M); alors (n° 176) les formes 


(1,0: 2); (x, N, pus =) seront proprement équivalentes. Sup- 


posons que la première se change en la seconde par la transfor- 
mation propre æè=ax + By , y—=7yx + dy, on aura deux 
représentations 2—=Æa,y=—="=%#+} du nombre M appartenantes 
àla valeur N, et il n’y en aura pas d’autres (n° 180 — 1°.) D'ailleurs 
qn voit, comme ci-dessus, que les représentations qui appartiennent 
à —N,sont = a, =}: Mais ces quaire représentations ne 
donnent qu’une seule décomposition du nombre 7 en un quarré 
et le double d'un quarré ; et si J’expression y/—2(mod. M) n'a 
pas d’autres valeurs que N et — N, il n’ÿ aura pas d’autre dé- 
composition. De Ià, à l’aide des propositions du n° 116, on déduit 
facilement le théorème suivant : 

Tout nombre premier de la forme 8n +1 ou 8n +5, peut être 


décomposé en un quarré et le double d'un quarré, et cela d'une 
seule manière; ainsi, ; 

155 1 09 3% 1 2, LU 942, 1795 9+8, 
19= 1418, 412 09+33, 43-2518, 59= 9+50, 
67=49+18, 75 1472, 8581 Ha, 89814 8, 
97 —25+72, etc. 

Ce théorème, ainsi que plusieurs autres semblables, était connu 
de Fermet; mais Lagrange l'a démontré le premier ( Swire des 
. Recherches Arithmétiques. Nouv, Mém. de l' Ac. de Bertin, 1775, 
p. 525). Euler avait déjà trouvé beaucoup de choses qui appar- 
tenaient à ce sujet (Specimen de usu observationum ir mathesi 
pur&. Com. nov. Petr. T, 71I.,); mais la démonstration com- 
plète lui « toujours échappé, p. 230. Qn peut voir ausgi, T. 7117, 


la dissertation intitulée : Supplementum guerumdam theorema» 
tum arilhmeticorum. 


3°. Par le même méthode on démontrera que tent nombre dont 


— 3 est résidu qued., peut être représenté par la forme z°— 357, 
ou par la forme 21°+ 2xy +27", de manière que x et y soient 
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_ premiers Entre eux, Donc, comme :--3 est résidu de tous les nombres 
de la forme 57 +1 (n° 119), et qu’il n’y a que des nombres pairs 
qui peuvent être représentés par la forme 22° 2xy + 2y°, on 
aura, comme plus haut, le théorème suivant : | 

Tout nombre prernier dé la forme 5n+- 1, peut se décomposer 
en un quarré et le triple d'un guarré , et cela d'une seule 
manière , 

1= 140, 72 4 35, 13= 1412, 19164 5, 
31 4427, 87252, 451627, 614941, 
67=—64+ 3, 7525448, etc. | 


Euler a donné le premier la démonstration de ce théorème 
dans le mémoire déjà cité (Comm. nov. T, r111.). Nous pour- 
rions continuer de la même manière , et démontrer, par exemple, 
que tout nombre premier de la forme 20n 4-1, 2078, 300 +, 
207 +9 (ceux dont — 5 est résidu ) peuvent être représentés par 
l’une ou l’autre des formes 4*+- 5y* et 22° 2xy + 37°; savoir, 
Îles nombres de la forme 207 + 1, 207 + 9, par la première ; ceux 
de la forme 207<+ 3, 20n-+-7, par la seconde ; tandis que les 
nombres doubles de ceux de la forme 207n + 1, 207 + 9 seraient 
représentés par la forme 2x°-+ 2x7 +- 87°, et que les nombres 
doubles de ceux de la forme 207 + 3 , aon 47; le seraient par 
la forme æ&° + 5°: maïs chacun déduira facilement cette propo- 
sition, et une infinité d’autres particulières, tant de ce qui précède 
que de ce que nous allons exposer. 

Nous passerons donc aux formes de déterminant positif, et comme 
leur nature diffère quand le déterminant est quarré , ét quand il 
me l’est pas, nous commencerons par exclure ici le premier cas, que 
nous considérerons ensuite à part. | 


183. PROBLÈME. Étant donnée une forme quelconque (a, b, a’) 
dont le déterminantsoit un nombre D positif etnon quarré, trouver 
une forme( À, B, C) qui lus soit proprement équivalente, et dans 
ZaguelleB soit posttifet <y D, et dans laquelle À , s'ilest positif 
ou— À, si À est négatif, soit comprisentre VD +Bet yD—B. 


Nous supposons que les deux conditions ne se trouvent pas réunies 
dans là forme proposée, autrement il serait inutile d’en chercher 
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une autre ; et nous observerons qu'aucun dés termes exfrèmes ne: pont. 
être nul , car, sans cela , le déterminant serait un quarré (n°-171 ). 
Cela posé, soit Le Æ=—b(mod. a’),.et compris entre yD et 
y D Æ a’ (en prenant le signe supérieur quand 4 est positit, et 
le signe inférieur quand il est négatif); il est aisé de démontrer 
que l'opération est possible , par un raisonnement semblable à 
celui dr n° 3. Soit ensuite a se ,; a sera un nombre .en< 
tier, parceque B—D=b—D= aa =a (mod. a). Si aa; 
on prendra encore &"=—#" (mod, a"), et compris entre: D et 

&—D. 


y Da" (suivant que a” sera positif ou négatif), et a° PER y) 
‘si l'on a 4° &°, on prendra encore. b"=— pb (.mod. &), et 
compris entre y D et VDæa", et mie 7, etc. On côtiti- 
nuera ainsi jusqu'à ce qué l’on parvienne à un terme a+ qui 
ne soit pas plus petit que le précédent a"), ce qui doit arriver 
nécessairement , car autrement une progression de nombres ns 
pourrait décroître à l’infini. Alors en faisant a = 4, Dm) — 
am+) = C, la forme (4, B, C) satisfera à-tontes ie Perte 
En effet : 

. 1° Puisque dans suite deformes (a,b,a'),(a’,b',a"),(a",b",a®), etc, 
une quelconque est contiguë à celle qui la précède; là, dertière 
(4, B, C) sera proprement équivalente à la première. 

2. Comme B est compris entre ÿD et VD=Æ4, én preriant 
toujours le signe supérieur quand 4 est positif, et le signe infé- 
rieur quand il est négatif, il est clair que-si l’on fait yD—B=p 
etB—(yDæ+4)=39, p et g seront des nombres positifs, 
quel que puisse être le signe de vD æ 4. Or on s’asshrera’ aisé- 
ment que g°—+ 2pqg + apy D = D + 4° = B;°or le premier 
membre est essentiellement positif, donc le: ee l’est aussi; et 
comme D=—= B*— AC, il s'ensuit que Æ#— 4C>0; mais 4 
n’est pas plus grand que ©, donc nécessairement Æ et C' sont de 
signe contraire; donc aussi , puisque B‘=D+ 4C, on a. B<4 D 
et B< D. S 

5, Puisque D < B: et que — 4C = D BP", on a ACC D 
(abstraction faite du signe) ;:et comme 4 est non > G; on..a 

| aussi 


D a harours | 16: 


aussi 4 L ÿ D ; doc y DA sera positif ; et partant, B: qui 
est compris entre y Diet VDE 4. . 


_&. Donc, à plus forte raison » VD+B+A5%o; et comme 


vD — SSP ER E g < 0; Æ 4 sera compris entre les limites 
VD+B et D — 


‘Exemple. Soit la forme (67, 97, 140) dont le déterminant est 
29 ; on trouvera la suite des formes : (67, 97 140), (140,—97,67), 
(67, —37,20), (20, —5,—1),(—1,5,4). La dernière est la 
forme cherchée. 

Nous appellerons formes réduites les formes (4, B, C), dans 
lesquelles 4, pris positivement , est compris entre DB et 
vD—B, B étant positifet < D, et le déterminant D étant 
positif et non’ quarré. Ces formes réduites diffèrent un peu de. 
celles dont le déterminant est négatif; mais à cause de leur grande 


analogie ; nous n’avons pas voulu introduire ge dénominations 
différentes. 


184. Si l’on pouvait reconnaître l’équivalence de deux formes 
réduites: de déterminant positif, aussi facilement que nous l’avons 
fait pour celles de déterminant négatif (n° 172), on reconnaîtrait 
‘sans peine l'équivalence de deux formes quelconques de déterminant 
“négatif : mais ici la chose est bien différente, et il peut arriver 
qu’un grand nombre de formes réduites soient équivalentes entre 
elles. Ainsi, avant d'entreprendre cette. recherche, il est néces- 
saire d'examiner plus à fond la nature des formes réduites ( de 
déterminant positif non quarré, ce qu’on doit toujours sous-entendre 
dans ce que nous aurons à dire ). 


1% Si (a ;b,c) est une forme réduite, a et c seront de signe 
contraire; car en nommant. D le déterminant, on aura ac=b"—D, 
et partant négatif , puisque b< VD. 

2°/ Le nombre .C pris positivement, est, ainsi que æ, compris 


PE à TR | D—& | ie 
entre VD+bet VD —b; car —c=—; donc » abstraction 


y —+ Re 
faite du signe , C sera compris entre ES = yD—Eb et 


Dre 
vDz VD +8 


X 
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x, T1 suit de là que (c, à, @) est aussi une forme réduite, 
4. aet c seront << 2ÿ/D; car chacun d’eux est <WD+6, et 
à plus forte raison < 2 D. 

fe. b est compris entre y D et WU a (en prenant le signe 
supérieur lorsque + est positif, et le signe inférieur quand il est 
négatif). En effet, comme —Æ a est compris entre VD + b'et 
yD—b, on aura ta > vVD—b,oub>yD=a: d'ailleurs 
b< D, donc b est compris entre y D et VD +. On démon- 
trerait absolument de Ja même manière que à est compris entre 
y D et yD=Æc (suivant que c est positif ou négatif). 

&. Pour toute forme réduite (a, b, c), on peut en trouver 
une également réduite qui lui soit contiguë par l'une ou l’autre 
partie; muis on n'en POUTra irouver qu'une. | 

Soit ac, b=—0b (mod.aæ }), et compris entre D et 
WDUHA;, =; la forme (a, b’, c’ ) sera contiguë par la 
dernière partie, à la forme (a, b, c); et il est clair que s'il 
existe une forme réduite contiguë à la forme (a, &, © ) par la 
dernière partie , elle ne pent être autre que (a’, b, c’}; il reste 
à faire voir que cette forme est effectivement réduite. 

(4). Soit fait VD+bæe—=p, Ea—(yD—b)=g; 
VD —bz=r; à suit de la définition des formes réduites de (2°), 
que p, g, r sont positifs; et si l’on fait encore &'— y(D+a)=9", 
vD—b=r, get r seront positifs, puisque # tombe entre D 
et y Da"; soit enfin b+ b'=—<+ ma", m sera entier. Or il est 
clair que p+g —0b+0, d'où il suit que ma >0o, et 
partant mo, et m—1 non <o; et comme on a encore 
r+g'ÆE ma = ab Æ a", d'où l'on tire 2 =7r + + a{m—a)}, 
il s'ensuit que D’ est nécessairement positif, et comme &=y D—7, 
que bd < y D. 

(B} Oron arÆma = yD+b, d'où rE(m—: = 
V D+B=a", donc y D+8> a"; d'ailleursg —2+u"—{(y D—5), 
donc Eux >y/D—6; donc enfin Hu’ est compris entre y D+& 
et y D — b. | 

La forme (a’, D, c’) est donc une forme réduite. 

On démontrera de la même manière, que si l’on fait a=8e) 
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"b=—1b (mod. 'c),et compris entre VD et yD=+c;,'a =? 
(a,'b, ‘c) sera une forme réduite. Il est manifeste d’ailleurs 
qu’elle est contignë par la première partie à la forme (4, &, c), 
et que nulle antre forme réduite ne peut jouir de la même propriété. 
. Exemple. Soit la forme réduite (5, 11, — 14) dont le déter- 
minant est 194, on trouvera les réduites (—14,3, 13) (—29, 9,5), 
- dont la première est contiguë à (5,11,—14) par la dernière 
_ partie, et la seconde par la première partie. 


7°. Si la forme réduite {a’, D’, c’) est contiguë par la dernière par- 
tie à la forme (4, 8, c), la réduite (c’, L', a’) sera contiguë par la 
première partie à la réduite (c, b, a); et si la réduite (‘a,’b,"c) 
est contiguë par la première partie à la réduite (a, b, c), la ré- 
duite ('c, ‘b, ‘a) sera contiguë par la dernière partie à la réduite 
Cc, b, a). Or les formes (—’a, "8, —"c), (—a,b,—c),(—0,b,—c) 
seront des réduites, et la seconde sera contiguë à la première, 
la troisième à la seconde, par la dernière partie; où bien, la 
première sera contigué à la seconde, la seconde à la troisième, 
par la première partie. Il en est de même des formes (—c', b— a’), 
(—c,db,—a), (—'c,'b,—'a). Ces vérités sont si évidentes, 
qu’elles n’ont pas besoin d’explication. 

185. Le nombre des formes réduites d’un déterminant donné D 
est toujours fini, et elles peuvent se trouver de deux manières, 
Représentons indéfiniment par (4, b, c) toutes les formes réduites 
dont le déterminant est D, ensorte qu’il s’agisse de trouver toutes 
les valeurs de a, à, c. 

Première méthode. On prendra pour & tous les nombres plus 
petits que 2ÿ D, soit positivement, soit négativement, dont D 
est résidu quadratique; et pour chaque valeur de a, on fera à 
égal aux différentes valeurs de l'expression ÿ/D (mod. a) comprises 


entre y/D et VD=Æa, et de 

formes dans lesquelles + à sorte des limites WD +6 et yD—b, 
ilfaudra les rejeter. 

Deuxième méthode. On prendra pour b tous les nombres positifs 


«<V D; pour chaque valeur de b, on décomposera #* — D de 
2 


. S'il en résulte quelques 
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toutes les manières possibles en deux factenrs qui soient compris 
“entre y D+bet yD—b, abstraction faite du signe, et l'on 
_fera l'un d'eux — a et l’autre — c. Il est évident que chaque 
décomposition en facteurs donnera deux formes, car l’un quel- 
conque des deux facteurs peut être pris pour &, et l’autre pour c. 


Exemple. Soit D —79; par la première méthode , on trouve 
pour a vingt-deux valeurs: Æ 1, 2, 3,5, 6,7, 9, 10,15,14, 15, 
d’où résultent les 19 formes suivantes : 


( 1, 8,— 15), ( 257 — 15), ( 3, re 10), ( 3,8, — 5),( 5, 7,—6), 
(5,8, — 3),( 6,5, — 9),( 6,7; — 5),( 73; —10),( 7,4; —9) 
( 9 4 — 7); ( 95, — 6),(10, 3, — 7), (10, Ts 3),(:3,1,—6), 
(4,3, — 5), (15,2, — 5), (1, 7s— 2), (15, 8,— 1). 

On en trouvera encore autant en changeant les signes des termes 
extrêmes, par exemple : (— 1,8, 15),(—2,7,+ 35), etc., en- 
sorte qu’on en aura trente-huit en tout. Mais comme :E a doit 
être compris entre les limites WD+b et y D —b, il faut rejeter 
les six formes: (H13,1,+6),(2Æ14,5,+5), (15,275); 
et les trente-deux qui restent, forment toutes les formes réduites. 


. Par la seconde méthode, on déduit les mêmes formes dans 
l'ordre suivant: 


(+7, 3,710), (Hi0,3,+7);, CE 74% 9) (Æ 9 TE 7) , 
(6,5, 9), (Æ 9,5, +6), (Æ 2,7 F15); (Æ 3,7,æ 10), 
(E5,7:+ 6), (Æ 6,7,F5), (Hro,7; + 3), (H15,7,+ 2), 
(Ær,8,-519), (ES 8 5) CE SO CE 

186. Soit F une forme réduite de déterminant D , et la forme 
réduite F° contiguë à F par la dernière partie; soit de même la 
réduite F° contigué à F”’, F° à F”, etc., il est clair que toutes les 
formes F”, F”, F”, etc. sont absolument déterminées, et qu’elles 
sont proprement équivalentes entre elles et à la forme Æ. Mais 
comme le nombre des formes réduites de déterminant donné est 
toujours fini, il est manifeste que toutes les formes F, F’, F”, etc. 
pe peuvent pas être différentes. Supposons que F" et F+ soient 
identiques, F®- et F®+#—9 sont réduites et contigués par la 
première partie à la même forme réduite ; et partant identiques, 
on a de même F®-1)= Fw+r-s), etc,, et enfin F—F®, Ainsi 
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dans la progression F, F', F',etc., pourvu qu’on la‘contimué aésez 
. Join; on retrouvera enfin là forme F; et si nous supposons que 

F'soit la première identique avec F; c'est-à-dire que tontes les 
formes F”, F°,...F#-5 soient différentes de F, il est aïsé de voir 
que toutes les formes Æ, Æ',...F{-9 seront différentes entre 
elles. Nous appellerons l’ensemble ‘de toutes ces formes la période 
de la forme F; si donc on continue la. suite après la dernière forme 
de la période, es formes Æ”, .F°, ete, reparaîtront de nouveau, et 
la suite entière sera composée de cette.période répétée à l'infini. 


La progression F, F', KF", etc. peut aussi être eontinuée en 
sens inverse, en plaçant avant la forme F une forme ‘F qui lui 
soit contiguë par la première partie, avant celle-ci une forme 
F', eic. On aura de cette manière. une-suite de formes infinie 
dans les deux sens, 
ee CH FF: 

et l’on verra facilement que "Fest identique avec F1, °F avec 
F1), -etc. et que parconséquent la suite est aussi formée, vers 
la gauche, de la période de la forme F répétée à l'infini. 

Si l’on attribue aux formes F, F', F", etc. 'F, "F, etc. les in- 
dices o, 1, 2, etc. —1, —2,etc., et généralement .à la forme 
F) l'indice m, à la torme ®F. l'indice —m, il est clair ge 
des formes quelconques de la suite seront identiques ou diffé- 
rentes, selon que leurs indices Sont congrus Ou inCongrus , 
suivant Le module n. Il ne faut pas confondre les indices dont il 
est question ici, avec ceux du n° 57. Les premiers ne sont que 
des accens, et les derniers de véritables exposans. 


Exemple. La période de la forme (3, 8, —5), dont le déter- 
minant est 79, se trouve ainsi être : 
45,8.—5), (—5, 7, 6), (6,5, —9), (—9; 4 7), (7: 3,—10), (—10, 7,3); 
après la dernière, Ja première (3, 8, —5) reparaît, et: l'on a 
ici z— 6. 

187. Voici encore quelques observations générales sur ces 
périodes. 

3. Si les formes F, F', F', etc. "F, °F, etc. sont présentées 
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comme il suit: (a, b, —a), (—a, b, a"), (a',b',.—a"), ete: 
(—'a, 'b,a),('a, "b, —'e), (—'a, "b, a), etc. tous les nombres 
a, a, a",a",etc.'a, a, "a, etc. auront le même signe (n° 164—1°.), 
et les nombres b, b', b”, b”, etc. ‘h, "b, etc, seront nécessairement 
positifs, 

a, Il suit de là que le nombre n des formes de la période est 
toujours pair; car le premier terme d’une forme quelconque Æ#®? 
de cette période, aura évidémment le même signe que le premier 
terme de la forme Æ sim est pair, et le signe contrairé si m 
est impair, or F et F" sont identiques, donc 7 est un nombre 
pair | | 
3°, Dans le calcul indiqué (n° 184— 6°), pour trouver Îes 
différentes formes F, F', F”, etc., au lieu des expressions 


ms D°3 Pts D—b"2. 


on peut substituer les suivantes, qui sont plus commodes, lorsque 
D est un grand nombre, et qui s’en déduisent facilement: 
; te re 

c° Asa a, D Ne SE Ca À UT LE CD op etc. 
4. Une forme quelconque A? contenue dans la période de F 
conduit à la même période qu’elle; en$orte qué la période de 
cette forme sera FO, FO%9,,,FG-0, F, Æ'.. F2), dans la- 

elle les mêmes formes reviennent dans le même ordre, et qui 
ne diffèré de la première que par le comniencèement et la fin. 


5°. Il suit de là que toutes les formes réduites de même dé: 
terminant. D. peuvent être. distribuées en périodes. On prendra 
une quelconque F dè ces formes, et l'on cherchera sa période 
que nous désignerons par P. Si P ne renferme pas toutes les 
formes réduites dont le déterminant est D, soit G une des formes 
qui n'ÿ est pas contenue , et Q sa période, il est clair que P et Q 
n’ont aucune forme commune, car autrement G serait contenue. 
dans P et les périodes caïncideraient, Si P et Q n’épuisent pas 
encore toutes les formes réduites, une dé celles qui y manquent 
fournira une troisième période R , qui n'aura aucune forme com- 
mune avec P et Q, et ainsi de vulte, jusqu'à ce que toutes les 


ARITHMÉTIQUES. 167 
Formes réduites soient épuisées. Ainsi, par exémple, les formes 
réduites dont le déterminant est 79 se distribuent en six périodes, 
1....(1,8,—15), (—15,7, 0), (2,7, —135), (15, 8, 1). 
3....(—1, 8, 15), (15,7, —2), (—2, 7,15), (15,8, —1), 
3... -(G, 8, —5 ), ( —5, 7 6), (6, 5, —9), (—9, 4, 7h 7, 4 —10), (—10, 7 3). 


4....(—5,8,5 },{ 5,7, —6), (6, 5, 9), Co 4, 7), 7 8, 10), (20,7, —9). 
LEA Jéhs 8, —3 } (—8; 7 10), (10, 3, —7), (—3;, #4: 9); (9, 5, —6), [4 6, y, 5). 
6... .(—5, 8,3 ), Cm: 7, —10), (—19, 3, 7) G:4, —9) G9, 5, &), € 6, Ts +5}. 


6°. Nous nommerôns formes assccides, celles qui sont com- 
posées des mêmes termes, nrais placés dans nn ordre inverse , 
comme (a, b, —d}); (a, b, a). On voit alors facilement 
(n° 184, 7°.) que si la période de la forme réduite F ést P, F, 
F',etc., que f soit associée à F, f’ à Ft, f° à Fr), etc, 
fe à F°,f 2 à F', la période de f sera f, f”, ff, 
et contiendra, partant, le même nombre de formes que la pé- 
riode de F, Nous nommerons périodes associées celles qui sont 
ainsi composées de formes associées. Les périodes 3 et 6, 4et 5 
de l’exemple précédent sont dans ée oas-là.. | re 


7°. Mais il peut arriver aussi que la forme fs troùve ellb-méiue 
dans la période de son associée, comme aûx périodes .+ et 2 de 
notre exemple, et que parconséquent la période de fa forme F 
coïncide avec celle de la forme f, c'est-à-dire que /a période de 
la forme F soû elle-méme son associre, Toutes Les Mis que cette 
circonstance a lieu, la période renferme deux forntes ambiguës. Sup 
posons er effet que la période de la forme F contienne 27 formes, 
ou que F— F@, Soit 2m+ 1 l'indice de la forme f dans la pé: 
riode de F (car F et f ont leurs premiers termes de signa con- 
traire, (2°.), c'est-à-dire que FU"+9 et F soient associées; il est 
évident qu'alors F’et FG" seront aussi associées, de même F'et 
Fr) etc., et partant FM et Fm+), Soit Fm (407), 2m), 
Fo (am +), bm+, gMm+s5); on aura EP + VE 0 
(mod. a+); mais par la définition des formes associées Km 
donc 24%+1)=0 (mod. a+), c’est-à-dire que la forme F®+? 
est ambiguë. De même, les formes F4 et FC#+9 sont associées, 
donc aussi FGr+3) et Fr), Füm+3) et F6, etc. et enfin 
F@+#) et F@+r#+5), dont li dernière sera ambigué, comme on 
le prouvéra par un raisonnement semblable. Mais comme “1 
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et mnt sont incongrus suivant le module 22, les forme 
F+ et F®+"+1 ne seront pas identiques (n° 186, où x représente 
ce que représente ici27). Dansla période 1, les formes (1,8, —15), 
(2, 7; —15); daus la période 2, les formes (—1, 8, 15), 
(—2, 7, 15) sont ambipuës. 

&. Réciproquement, toute période qui renferme une forme 
ambiguë sera elle-même son associée. En effet, on voit .aisé- 
ment que si F® est une forme réduite ambiguë, sa forme asso- 
ciée, qui est aussi rédpite, lui sera en même temps contiguë 
par la première partie, c’est-à-dire que F®— et F® sont as- 
sociées. Mais alors toute la période sera elle-même son associée. 
T1 suit de là que dans une période, il faut. nécessairement qu'il 
y ait plus d'une forme ambigué ; mais il ne peut y en avoir 
plus de deux. 

En effet, supposons que dans la période de la forme F. il se 
trouve ‘trois formes ambiguës FN), F4) F°) » À D, » étant <27, 
et inégaux. Alors les. formes FT et F0 seront associées ; de 
mêtne FT ar (EEE etc. etenfin Fet TH parka même 
raison; FetF RAR Fear GER serant asspciées. Donc-les . 


formes FAN) FA) , F1) seront: identiques, et partant 


leurs indices seront congrus suivant le module 27; donc aussi 
Amuz=7 (mod. 27), ce qui est absurde, puisqu'il est évident 
qu'il n’y a pas trois nombres différens congrus suivant le mo+. 
dule 27, et plus petits que lui. 

188, Comme toutes les formes de la même période sont propre- 
_ ment équivalentes, : on est porté nâturellement. à chercher si deux 
formes prises dans des périodes différentes peuvent être équiva- 
lentes. Mais avant de prouver que la chose est impossible , il 
est nécessaire que nous nous occupions de la transformation des 
formes réduites. 

Comme dans ce.qui va suivre il sera souvent question de la. 
transformation des formes , et afn d'éviter autant qu'il:est possible 
la prolixité, nous nous servirons dorénavant de la manière sui- 
vante d'écrire. Si une forme LF*+2M.XF NF" se change 

en 
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en la forme Z2*—+2mxy ny: par la substitution K=arbhy, 
PF=yx#+ dy, nous dirons plus simplement que (L, M, N)5se 
change en (2, m, n) par la substitution «, B,.7,; d'. De cette 
manière il ne sera pas nécessaire de représenter. par des carac- 
tères particuliers les indéterminées des formes dont il, sera ques- 
tion; mais il est clair qu'il faut bien distinguer dans toutes les 
formes la première et la seconde indéterminée. . 


Soit proposée la forme réduite (a, b, —«)=f et dont le dé- 
terminant est D; on formera comme au n° 186 une suite de formes - 
réduites qui s’étende indéfiniment dans les deux sens, ... ."f, f, 


: f, f', F'.... ensorte que l'on ait 


F'=(-—e, b', a"), F'=(a", b", — ”), etc. 
f=(—a, ba), ‘f—(a,"b, —'a), etc. 


Faisons 
’ 1 3 Le Le w ‘h *b+ il 
b5 b x ! +2 he He Le etc. +2 x, ie B "A, ete 


Il est clair que si l’on caïîcule les nombres «’, «’, étc., B, B", etc. 
par le moyen des relations suivantes (comme au n° 177). 


DID eee Ps RD ee JV =1......d = 
ip Je... FEES CORNE PE MÉPTARE d' =h"d 1 
RAT C'HAESSAEONE B° —h°"£" 0? [= dd’ 
ap"... RTE" bride... ueeprrge ge 
etc. | . _ etc 
SÉ a, ; £, Yi d' 
b ra en JA ar la substitution : œ, 8°, vs d° 
f se change ps par la nt a", B, 2, d° 
etc. etc. 


et toutes ces transformations seront propres. 


Comme ‘fse change en f par la substitution propre 0, ., r, h 


_ (n° 161), fse changera en ‘f par la substitution propre k, r, 1,0; 


par la même raison ’f se changera:en ‘f par la substitution.propre 
*h,1, —1,0, ‘fen *f par la substitution propre “k, 1, —1, 0, etc.; 
de là, et au moyen du n° 159, on déduira comme au n° 177 les 
relations suivantes entre ‘«, “x, etc. ‘8, "B, etc. . 
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eh TS iv sedese À lisses = Toroseresse 1f==0 
RTS Peu TEL VE Dar 6. = hp, NES ==" 
tu" a— "#4, CRE] ré —="4. .. ÿ L y —"y.. CARE 2] =" 
War" ha", CRC RCE] 118—"a . …. "7 —"h"y—"7. CRC] O7 à Ch 
etc. MC OR | etc. etc. 
et, 
1) es las 8, y 
Ge £ : 1 8 ” A à 
se changera en ar la substitution < , ” >” 7” 
Tete ) 
etc. etc. 
et toutes ces transformations seront propres. 


Si l’on fait a=1, Bo, y—0, d'—1, ces nombres auront 
la même relation avec la forme f que «’, &, >’, d’ avec f’, 
a", B', y’, d'avec la forme f”, etc., ‘a, "8, ‘y, '' avec ‘f, etc. 
C'est-à-dire, que par la substitution a, 8, +, d\, la forme f'se 
change en f; mais alors les suites æ”, à”, «”, etc.'a, “a, "a, etc., 
_ par l’intercalation de «, se joindront parfaitement, et n’en fe- 
ront plus qu’une seule allant à l’infini dans les deux sens, et dont 
tous les termes suivent la même loi: "a", "a, ‘a, &, &’, d°, a. 
La loi de cette suite est celle-ci : : 
ctet'a—'ha, d'+ez' ha ; ‘a d'=he, aha=ha, d ha Wa, etc. 
ou_ généralement, en regardant l’accent négatif écrit à droite 


comme l’accent positif écrit à gauche, a(m—1.1 20043) — 2), 


De même la suite"8,'B, 8, B, R", etc. sera continue, et la loi 
de ses termes sera fm 2 Bim+1) = Lm+5)2Gm): cette suite est la 
même que la précédente, en remplaçant ‘a par 8°, « par ‘8, 
« par B, etc. 


La loi de la progression ">, ‘>, », Y's Y's etc. sera 
70 + 78h, 9, et celle de la progression : “d , ‘d', d, 
d', d°, etc. sera dm LE JGm+D = pim+1)4@) et en outre géné- 
ralement d\F == (m+1), : 


Ætemple. La forme G: 8,—5)=f se changera ainsi 


ARITHMÉTIQUES. 


17! 
| en par la substitution, 
= ro; 7, 3).....| - — 805, — 152, + 145, + 27 
VE ne a Re A — 192, +. 45, “+ 27, — 8 
= (—5, 7; 0)...…. + 45, + 17, — 8, — 3 
AE 0550). L 17, — Fe — 3, + 2 
f= ( —9, 4; 7) — Il, — 6, + 2, + ï 
HET; 210)... 4 — 6, + 5, + 1, — 7 
(A0 071,08) re te 0 
ICS 58,5). + 1, 0, 0, + : 
5 di en PE) FOIE 0 — I, + 1, — 3 
f'= ( 6, 5, —0) .... <= D 2; Frs 3, Fer 7 
F'=\ 0; 4, Thor. = 3, + 3, — 7, + 10 
CS 10): + 3, + 4, + 10, + 17 
De 10, 7, 9)... __ » — 8, + 17, + 27 
f'—= (3,8, —5)....., — 8, — 45, -- 27, — 152 
fe (—5, 7, 6)... I 45, +145, — 152, + 485 
etc. 


189. A l'égard des calculs précédrus, nous ferons plusieurs 
remarques. 


1% Tous les nombres x, a’, a’, etc.'a, "a, etc. auront le même 
signe , tous les nombres b, &', b", etc. ‘b, "b, etc. seront posi- 
tifs, et les nombres ..."h,'h, h, h, h', etc. seront alternatifs, 
c'est-à-dire, que si 4, 4’, etc. sont tous positifs , A(° ou ("A sera 
positif quand "= est pair, et négatif quand "= est impair; et le 
contraire aura lieu, si w, a’, etc, sont tous négatifs. 

2°. Si a est positif et partant h <o, h">0, etc., on aura 
d'—=—1, <o; «"—h'a", <o et > ou =a", «''—h"a"— a", 
>œoet >a”, puisque h'a”>0o et &"<o; «'—=h"'a"— ax", > 0o et 
> &", puisque Aa!" > 0 et a"<o, etc. On conclut de là facilement 
que les termes de la suite a, «', «”, «”, etc. vont toujours en aug- 
mentant, et qu’il y en a toujours deux positifs et deux négatifs 
alternativement, et de manière que a(" a le signe +, +, —, —; 
suivant que m=0, 1, 2, 3 (mod. 4); si a est négatif, on trouvera 
par un raisonnement semblable que les termes vont en augmen- 
tant, et que le signe duterme at” est +,—, —, +, suivant 
que M0, 1, 2, 5 (mod. 4). 


2 
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3°, On trouve de même que les quatre suites infinies a’,a*,a",etc.; 
75 V5 Voete.s à, a, ‘a, "æ, etc.; y, y, ‘y, etc., vont en aug- 
mentant, ainsi que les suivantes, qui leur sont équivalentes, 
8, P', B',etc.; d', d\, d',etc.; B,'B, "8; ete.; dd, "4, etc., 
et suivant que m=0, 1, 2, 3 (mod.4), le signe de a est: 
+, E,—, æ; celui de f): E, —, =, +; celui de 3%: 
HE, +,=p, —3 celui de 40): +, =, —,.æÆ; celui de Ga: 
td, HE, —, 5 celui de MB: &, +, Æ, —; celui de M, : 
HE, —, Æ, +; celui de MJ': +, Æ, —, Æ; en prenant les 
signes supérieurs quand a est positif, et les inférieurs quand a 
est négatif. Il est surtout important de remarquer que 7 indi- 
quant un accent positif quelconque, a" et, 3% auront les mêmes 
signes quand a est positif, et des signes contraires quand a est 
négatif; il en est de même pour £(® et 4", et le contraire a 
lieu pour Ma et M, MB et MA, 

4. On pent présenter, d’après la notation du n° 52, les valeurs 
de at), BB), etc. En posant Æh=#", Hh"=k, Lh"=%?, etc.; 
Hh=k, 'h='k, £'h="#, etc., de manière que #', #°, etc., 
k, ‘k, etc. soient positifs, on aura 


am A, AP RSR, PO ZE RSA RAR 
EE DUR ARSRS RES ES EE PERS .Aw)] 
RCE et PT DR DE rend 4 ..P8= Æ(4,'Kk,"k..@m-3;] 
My ZE VATALTER EVA]. ONE ÇA, PA à. x], 
Quant aux signes, ils doivent être déterminés d'après ce qui 
vient d'être dit (3°). Au moyen de ces formules , dont nous omet: 


tons la démonstration pafcequ'elle est très-facile, le calcul de- 
vient extrêmement simple. 


190. LEMME. Si m, un, m',n,v,1 désignent des nombres 

entiers quelconques, mais tels qu'aueur dés trois derniers ne 
+ ’ 6 

soit =, que Ÿ soit compris entre et D et qu'on ait 

mn—nm'=@1, le dénominateur v sera plus grand que n et n°. 


En eflet un sera compris entre »7° et sn, et partant 
différera de chacune de ces limites d’une quantité plus petite que 
leur propre différence, ainsi #77 —ym'n DHANæNNR, et 
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anna ; ce qui donne »> n’(un—vm) et >r(ur —1m) e 
et comme ur—1m, ni pr'—ym ne peuvent être égaux à zéro, 


Là 


m __ m _W 
car il en résulterait F7 OU =, ce qui est contre l'hy- 


pothèse, et qu’ils ne peuvent être plus petits que 1, il s'ensuit 
qu'on ar>n et >n. 


Il est donc clair que l'on ne peut avoir »=1; c'est-à-dire que 
si nn —mn—#t1, aucun nombre entier ne: PEU être compris 


à 
Li m me % Lu 
entre les fractions — et —, et qu’à plus forte raison zéro ne 


peut y être compris, ce qui prouve que ces fractions ne peuvent 
être de signes contraires. 

101. T'HÉORÈME. S2 la forme réduite (a, b , — a), dont le dé- 
terminant est D, se change en la forme réduite (A, B, —A'), de : 


, È : « ee 272 
méme déterminant, par la transformation a, B, y, d': 1°, =VP=b 
7 a 
tombera entre et < ; (pourvu que l'on n'ait niy=0, nid 0, 


c’est-à-dire que les deux limites soient finies), en prenant le signe 

supérieur, quand les deux limites sont de méme signe que a, et 

Ze signe inférieur, quand elles sont toutes deux de signe con- 
Ü « o à Ce D b 

traire à celui de a (*); 2°. = + tombera entre Z et . ; 

(pourvu qu'on n'ait ni a=0, ni B=0) , en prenant les signes 

comme ci-dessus. 


On a les équations 
auobay—0y=A1...(1) aB+abBd af = —À"..,(2), 


d'où l’on tire 


A AN L +v(p-< —b 
= 20) = . es. (4) 
y vC-É£ +b 4 (D+< nr 
== GE) = —7—....06 
es -d LR] B a . ' 
(*) 1 n'y a pas d'autre supposition à faire, puisqu'on a «f—fy=—+1 


et que d'après cela, ‘par le n° précéd., les limites ne peuvent être nulles toutes 
deux en même temps, ni de signe contraire. 
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Il faudrait rejeter celle de ces quatre équations dans laquelle le 
dénominateur du premier membre serait nul; mais il faut déter- 
miner ici les signes dont les radicaux doivent être affectés. Or il 
est évident que dans les équations (3) et (4), on doit prendre 


le signe supérieur quand > et ; sont de même signe que a, car 


en prenant le signe inférieur _ et & deviendraientnégatifs; mais 


comme 4 et 4° sont de même signe, D tombe entre 


L/(e +4) et L/(-S), et parconséquent, dans ce 


D— b 8 


On voit de même, dans les équations (5) et (6), qu'il faut 

prendre nécessairement les signes inférieurs quand Let 2sont tous 

à d ou &, puisqu'en prenant le 
- Ë À c) | 

signe supérieur, les produits _. ; T 

il suit sans difficulté que ie tombe dans ce cas entre 


les deux de signes contraires 


deviendraient positifs; d’où 


Let : Si l’on pouvait faire voir avec la même facilité, dans 
les équations (3) et (4), que l’on doit prendre les signes infé- 
rieurs quand = et ‘5 sont de signe contraire à a, et dans les 
équations (5) et (6), que l’on doit prendre les signes supérieurs 


à A Q ; # . Q e 
quand Let a sont de même signe que a’ ou a; il s’ensuivrait 


de la même manière, que dans le premier cas = tombe 
8 | D +b : 
entre 5 et j °t que dans le second C4 _ tombe entre Z et 2 


ce qui compléterait la démonstration du théorème. Mais quoique 
cela ne soit pas difficile, comme pour y parvenir on ne pour- 
rait éviter certains embarras, nous préférons la méthode sui- 
vante. 


Quand aucun des nombres «, B, d', y n’est =0, - et à ont 


À à . à none 
les mêmes signes que Z et 3, et l'on sait que si ces deux dernières 
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quantités sont de signes différens à a ou a, st tombe 


entre Z et : ; mais alors les deux quantités : et ; seront aussi de 


signes contraires à a, et 7 D tombere entre LE #Or comme 
on a D—b = aa, il en résulte ——— = = ES, qui tombe 


parconséquent entre : et À . Ainsi la première partie du he 


rème est démontrée pour . second cas, en süpposant que l’on 
n’ait ni a=0, ni $—0. De la même manière, quand aucun 


des nombres a, B, x, d'n’est —0, et que 5 et © sont de même 


CA 
signe Fe a ou &, ES tombe entre = et + et partant 55 
entre Zet ; d’ailleurs D= = vor) donc“—— a - tombe entre 


Let a qui sont de même signe que a’, Ainsi A seconde partie 
du théorème est démontrée pour le premier cas, en supposant 
que l’on n’ait ni7=0, ni d'=0o. 

Il ne reste donc plus qu’à faire voir la vérité de la première 
partie pour le second cas, même en supposant 4«—0 ou 8—0, 
et celle de la seconde partie pour le premier cas, même en sup- 
posant >= 0 ou d'=0; mais tous ces cas sont impossibles, Sup- 
posons en effet, pour la première partie du théorème, qu’on 
n'ait ni y—0, ni d=0, que 3 et s soient tous deux de 
signe contraire à a, et qu'on ait ex premier lieu a==0. Alors 
l’équation ad —y8—+t1 donne f—ÆHi1 et DE 1, donc l'é- 
quation (1) devient 4=——a'; ainsi 4 et a’ et partant a et 4” 


sont de signes contraires, ce qui rend y (pb) >vD>B; 


donc dans l'équation (4), il faut nécessairement prendre le signe 
inférieur, car en prenant le signe EEE il s'ensuivrait que 


ë 2 >: (puis- 


que, par la définition de la forme réduite, De b). Or È 
ne peut être plus grand que 1, puisque 8="b1 et que d'n’est 


aurait le même signe que a, et]' on a alors * = 
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pas égal à zéro. Æn second lieu, soit B—=0; l'équation 
ad ==By—"+1 donne a=r et d'—Æ1; donc l'équation (2) 
devient a —Æ4'; ainsi a et 4 sont de même signe, ce qui rend 
D (D+)>vD>8. Donc dans l'équation (3) on doit 
a ; 
prendre le signe inférieur, puisque en prenant le signe supérieur 
_il s’ensuivrait que , a seraient de même signe; on a donc 
—(/D —b 
dis 
ci-dessus. Pour la seconde partie du théorème, si nous supposons 


>71, ce qui est absurde par la même raison que 


TR dr x . 
qu'on n'ait ni æ4=—0, ni f=—0; que ? et ê aient le même signe 
que a’et qu’on ait, en premier lieu, y=0, l'équation ad —8}=#x 
donne a===k1, d'==1; done l'équation (1) devient 4=a, 
ainsi a et 4’ sont de même signe, ce qui rend 


DA (2 +) > D>b. Partant, dans l'équation (6), il faut 
prendre le signe supérieur, et l’on a > MOTER 1, ce qui esf 


a 
absurde puisque d' +1, et que B n'est —0, Enfin, en second 
lieu, si l’on a d'=0, l'équation ad —fBy=+r; donne —:#H1, 
7="+E1. Donc l'équation (2) devient — 4’=—a, ce qui rend 


L/(-< )>v D> 6, Ainsi dans l'équation (5), il faut 
prendre le signe supérieur, et l’on a 2> > 15 ce qui esé 
absurde. 


Le théorème est donc maintenant démontré dans toute sa 
généralité. | 


Puisque la différence entre 5 et É est < » la différence entre 
+y/D—b 8 
œ 


à 8 + "ie +vyD— b æ 
et ; ou = sera < 5 D'ailleurs entre + Titi ou 


entre cette quantité et5, il ne pourra tomber aucune fraction 


dont le dénominateur ne soit > et > (lemme précéd.). De 


«1 ge Æ 
la même manière, la différence entre SSx et : ou à sera 


< 5 et il ne pourra tomber entre cette quantité et l’une 


quelconque 


ARITHMETIQUES. | _. 


quelconque de ces fractions, aucune fraction dont le dénomina- 
teur ne soit plus grand que « et B. 


192. De l'application du théorème PE à l'algorithme du 


n° 188, il suit ee la quantité ve que nous désignerons par £; 


tombe entre É et : >» £ntre Pas 1 entre = . et : sic. :,on 


entre « et mL entre — “ ; €É, n etc. ; et l’on déduit sans peine de ce 


qui aété dit n° 189 (3°. à la fin } qu'aucune de ces limites ne sera 
designe contraire au signe de a, et que partant on doit prendre posi- 
tivement le radical ÿ/ D}. Ainsi toutes les fractions dont les accens 
sont impairs différeront de Z dans un sens, et toutes celles dont 
les accens sont pes en différeront dans Je sens contraire. Mais 


1Y 


comme 7 <7’, 57 tombera hors - & et Z, et de même 5 hors ee 


et Z;- 5 3 _ hors _ et S etc.; ainsi ces quantités se trouveront évi- 
demment placées dans l’ordre suivant : 


(4 La 
æ& D d æ* : PAL æ'? & 
ser” ET Z. RER pri , 


7"? iv? Tv 
d’ailleurs la vieu entre . et L sera plus petite que la diffé- 


rence entre — ef pre c'est-à-dire, < de ne la différence 


# " 
entre nl et L sera 7, etc. Ainsi les fractions = 2 5 55) etc. 


approchéront de plus en plus de la limite Z, et comme >’, y, 
y’, etc. vont toujours en augmentant  HÉEuRe nr la différence 
de ces fractions à Z peut être rendue augsi petite qu’on le voudra. 

T1 suit du n° 189, qu'aucune des quantités ?, 7, 2, 2 n'aura 
le même signe que a; on déduit de là, par des raisonnemens 


absolument semblables aux précédens, que ces fractions et 


LE CS doivent être placées dans l’ordre suivant : 


# æ, ,. 
Abe LEE 2 ÿre DAS PUY à 
DAFT esse GA NOR) #  ? dPs 


D'ailleurs la différence entre À et Z’ est moindre que 7, la dif- 
Z 
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férence entre 2 et L' est moindre que —, etc. Ainsi les frac“ 


tions z ; 2 , ete. approchent de Z' de plus en plus et continuel- 


lement, et la différence peut être rendue plus petite qu'aucune 
quantité donnée. 

Dans l'exemple du n° 188, on a L = L73 8 — 0,2060648 ; et 
les fractions convergentes sont : ?, 4, À; 5 7 1855 443 ©tC. 


109 179 


Or cette dernière est égale à 0,2960662. De même .......... ‘ 
Le MR 0,1776388, les fractions convergentes sont: 


e £ G 3 8 Lé 3 | 
TPTTES —À) 2, ee 179 TP2e? it, etc., dont la der- 


nière est égale à 0,1776397. 


195. THÉORÈME, Si les formes réduites f et F sont proprement 
équivalentes, chacune d'elles est contenue dans la période de 
d'autre. 


Soit f=(a, b, —d#), F=(4, B,—Æ), D leur détermi- 
nant commun, et supposons que la première se change en la 
deuxième par la subsritu.ion .propre 4, 7, p, g. Je dis qu'en 
cherchant la période de la forme f, et en calculant dans les 
deux sens la progression indéfinie des formes réduites et des 
transformations de f en ces différentes formes , comme au n° 188, 
ou bien k sera Égal à un des terntes de Îa suite . ..“a,‘x, a, «, «".…., 
et en le supposant a", on aura k=6", p=)3", g—d"; ou bien 
—À sera égal à un certain terme a", et —/, —p, —g à gr, 
y", d", respectivement. Dans l’un ou l'autre cas, ÆF'sera évi- 
demment identique avec f”. | 


JT. On.a quatre équations : 
(G)...akæ+abkp—ap=A,  (2)...ak+b(hgtkp)-+dpq=B , 
(5)... .aP+ablg—2'q À, (4)...kg—k=s; 
Considérons d’abord le cas où quelqu'un des nombres 4, Z, p, g 
est = 0. 
1°. Si k—0, l’équation (4) donne Zn=— 1 , et partant / ==, 
p==Æ1. Donc l'équation (1) devient —4=4; l'équation (2) 
—“bHtag=8B où B=—6 (mod, & ou 4). D'où il suit que la 
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forme (4, B, —4') est contiguë à la forme (a, b, —a) par 
la dernière partie; mais puisque Fest une forme réduite » elle 
sera nécessairement identique avec f” (n° 184, 6°.). Donc B—#, 
et partant l'équation (2) donne b+b'=—=+ ag; et comme d'ail. 


b+b , . . 
leurs on a——-—#", on en tire g9==#". Il suit de là qu’on a 


4, 1, Ep, 9=0, —1, Hi, H,ou =, &, y d',res- 
pectivement. 


2°, Si Z=o, l'équation (4) donne k=æ1, g==#r; l’équa- 
tion (5) = 4’; l’équation (2) ba p=B, où B=& (mod. à’); 
mais comme f et F sont des formes réduites, B et b tomberont 
entre yD et La’, suivant que & sera positif ou négatif 
(n° 184, 5°.); ainsi on aura nécessairement B—b et p—0o, donc 
les formes f et F sont identiques, et 4, 7, Æp, Æq=1, 
0, 0, 1=—a, B, y, d\, respectivement. 

3°.:Si p—0o, l'équation (4) donne A==Æ1, g—="=#E1; l'équa- 
tion (1) a— 4; l’équation (2) Æa/+ b=— B. Mais comme B et & 
tombent entre ÿ/D et y/D=æa, on aura nécessairement B=& 
Z—o. Ainsi ce cas ne diffère pas du précédent. 

4. Si g=0o, l'équation (4) donne Z=Ær;r, p==Æ1; l'équa- 
tion (3)a—— 4", et l'équation (2) Æal—b=B, ou B=—8 
(mod. a). Ainsi la forme F est contiguë à la forme f par ia pre- 
mière partie, et partant elle sera identique avec la forme ‘f: 


et comme on a ET et B—'b, on aura /=h. Il suit de là 


que 4, Æ7, Ep, Eg=h,1, —1, 0='a, "8, ‘y, ‘d'respec- 
tivement. 


Il reste donc le cas où aucun des nombres 4, 7, p, q n'est 
0. Or par le lemme du n° 190, les quantités ?, ne ; auront 
le même signe, et il en résulte deux cas: celui où leur signe 
est le même que celui de a et a’, et celui où il est contraire. 


IT. Si; et : ont le même signe que &, la quantité 77 


» tombera entre ces fractions (n° 191). Nous allons démontrer que 
Fe : ” ae 


k ; ‘une NS ete, et. ci È 
= est égal à quelqu’une des fractions D > 5% rene 


3 
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celle qui la suit. immédiatement » c’est-à-dire, que si De ; 
en aura À pe Nous avoris fait voir dans le n° précédent que 


es quantités » D _ etc. (que ‘nous désignerons par g, @", 
g”, etc.) et FA sont placées dans l’ordre suivant: 


Ÿ, 07 D. D 07 0 Dee ra CER 


La première de ces quantités est —0o (puisque æ’==0); toutes les: 
autres ont Je même signe que L ou a; mais comme par hypo- 


thèse : et : ont le même signe, ils tomberont, par rapport à &', 


du même côté que Z, et comme d'ailleurs Z tombe entre ces 
deux mêmes quantités, elles seront l’une à droite, l’autre à gauche 


de Z. Mais on peut faire voir aisément que ‘ ne peut tomber 
après g", autrement = tomberait entre @ et E; d’où il suivrait, 
3°, que @° tomberait entre ; et: et que partant le dénomina- 
teur de la fraction @” serait plus grand que g (n° 190); 2°. que 
1 > | L 
. tombe entre @’ et ®”, et que partant q est plus grand que le 
; É } d : ; 
dénominateur de @”; ce qui implique contradiction. : 


_ Supposons que : ne soit égal à aucune des fractions g", @”, 
LY ete., et voyons ce qu’il en résulterait. Alors il est évident 
que . est situé à gauche de Z, il tombera entre ®’ et g”, ou 
entre g" et æ", ou entre @'et®"'', etc., puisque Z est irrationnel 
et parconséquent différent de à ; et que les fractions ©’, gs etc. 
peuvent approcher de Z de plus près qu'aucune quantité donnée 
qui ne serait pas ZL lui-même, De même, si à est À droite de Z, 
il tombera entre deux fractions consécutives de la suite ....ç", 


e", @". Supposons donc que ' tombe entre @ et @tm+:), les frac-, 


tions Do po), pr), .pir+:) se  n dans l’ordre suivant : 
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gt), + Qu) Dis. Q+). (IT) (je 


È . : "s: e Q * . 
alors g Sera nécessairement =@"+; car il doit être à droite deZ, 
et s’il était aussi à droite de g®+1, g%+ tomberait entre sets, 


. Q k E e 
et l’on aurait +92 p; mais comme ; tomberait entre ge" et 
gm+) , il s'ensuivrait qu’on aurait en même temps p >> ("+1), ce 
. ° ME DEF LL ACT : e 
qui implique contradiction. Si 3 était à gauche de g®"+9, il tom- 
berait entre g"+% et g"+%, et alors on aurait 9>7%+; mais 
: LRQLEES : 
comme ®gm+2 tombe lui-même entre = et, on aurait en même 


temps y+% > g, ce qui implique contradiction. On aura donc 
atmh) Cr) 1e 


mn 


Puisque #g—/p=1, 72 et q seront premiers entre eux, ef par 


‘la même raison £f et J) le sont aussi, d’où’l'on voit facile. 


ed c HP MRRE Partie Eyes 
ment que l'équation - — D ne peut avoir lieu à moins qu'on n'ait 


_I= 6° et g— dd, ou 1=—fP" et g——d®), Or comme ls 


forme f se change par la transformation propre af, BGm), ,œ), 
dt), en la forme fm =(Ham, Dm, Ham) on aura les 
équations 
| aa mat") + Bar) — ay) LE a), Pris r--(0) 
Ga) 0 B(aGrII 0 000) — ap I ED. ,(6) 
a BB) E 2h BIS JIM RE a+, (7) 
LÉO TION PPT AIN RER (8). 
Mais en substituant 8" et J'" pour /et q dans l'équation (5), 


son premier membre devient égal à celui de l’équation (1); on 
a donc Eat) = 41", Or (**) en multipliant l'équation (2) 


(*) Peu importe que l'ordre de la suite (II) soit le même que celui de la 
suite ([), ou qu'il lui soit opposé, c’est-à-dire, que @" soit dans la première 


à gauche ou à droite. 


(**) Il me semble que le calcul serait plus-simple de la manière hivante : 
En remplaçant dang l'équation (8), &" et 47 par Het Æ q, elle devient 
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par arf) By, et l'équation (6) par k7—Ip, et retran- 
chant, on voit facilement par le développement qu’on a 
Bb = (pas — ky°))(a1B + b(g BE HI) — a qd) 
IG) (aka + D(pa Re) ad py ©). (0), 
où comme /=—="+ ft) et g— Ed), | 
BE (pa) — kr) (al 2b1q —4q") 
| _=æ(pa—k9) 4’, où B=B%® (mod. 4’); 
mais B et Et tombent entre v D et VDÆEÆ4'; on aura donc 


nécessairement B—#0%, partant pa“—#,"=o, ou..... 
k at”) ; 

Ç — Cm), 

p—yn 


Ainsi, de la supposition que : n’est égal à aucune des quan- 
tités 9”, ®”, etc., on fait voir qu’il est égal à l’une d’elles. Si 
nous avions supposé d’abord = 9", on aurait eu évidemment 
k=#at), p=+y; dans les deux cas, la comparaison des 
équations (1) et (5) donne Æ4=—=Æa®, et de l'équation (9), 
BE (78e), où B=2" (mod. 4); on conclut de 
là, comme plus haut, que B= 2, partant = et comme 


Let g, 8® et J® sont premiers entre eux, Z—=2 8), 92), 
L’équation (7) donne alors, en la comparant à l’équation (3), 
—AÆ'=#a"#), ainsi les formes F et f" sont identiques, 
A l’aide de l'équation 49 —/p=at"fm)_fm),®, on prouve 
sans difficulté que si l’on prend 4 et p avec le signe —- ou avec 
le signe —, il faut prendre Z et g de même. 


la — qu" == 1 ; si l'on en retranche l'équation (4),;ona 


FR) — q("p)=0, d'où SE 1; 
“e P) , "TP 9 
et comme À et q sont premiers entre eux, on a généralement «" = k=— r, 
V'Ep=rqg, où a" Eh rl, y + pr. 
Subtituant dans l'équation (6) les valeurs de em, 8m, y", $m, il vient 
F974'=8B— 0. 

Or on démontre que &—Bb"; donc r—0, et a"—%k ét y" +p, 
De même, pour le paragraphe suivant. ( Note du Traducteur ). 


ARITHMÉTIQUES: i85 
III. Si le signe des quantités 7 etc. est opposé à celui de a, 


la démonstration est tellement semblable à la précédente, qu’il 
suffit d'ajouter seulement les points principaux. 


—ÿD+b Teen 
tombera entre r et E ? sera égal à une des fractions 
de DEEE à é (m)N DS 
7â mg sg etc., et en supposant donc = &5g On aura F= me 


La première de ces deux assertions se prouve comme il suit: 


si ? n'est pas égal à une de ces fractions, elle devra tomber 


: Cm) Cm+1) } 
entre deux > et T0 Or vn démontre, . comme plus haut, 


&) 
3 F à , GMHD} Cm) 

qu’alors Ç sera nécessairement = 5 054 » et partant PE 
et A—2ÆMa. Mais f, par la substitution propre Ma, MB, m.,, 
MA, se change en Cf (Ha, Mb, Ew+), d'où naissent - 
trois équations qui, jointes à l’équation Mami Me), — y 
et aux équations (1), (2), (3) et (4), prouvent d'abord que le 
terme À de la forme F est égal au nremier terme de la forme tf, 
ensuite que le terme moyen de l2 première est congru à celui de 
la seconde, suivant le module #, et que comme les deux formes 


sont réduites, chacun d’eux tombe entre y D et yDÆH4, ces 

Cm) 
deux termes moyens sont égaux; et de là on conclut que . = me. 
Ainsi la vérité de cette première assertion est dérivée de la sup- 
position même qu’elle fût fausse. 


S Cm) A 
Or en supposant — mR on démontre absolument de la même 


manière et par les mêmes équations, que = L , et au moyen 


de l'équation 4g—/p —"amf Mg), on prouve que si l’on 
prend pour g et Z, "'et MB avec le signe + ou le signe —, il 
faudra pour p et À prendre y et Ma avec le même signe, et 
partant que les formes F et f sont identiques. 


194. Comme les formes que nous avons appelées associées 
(n° 187, 6°.), sont toujours improprement équivalentes (n° 159, 
à la fin), il est clair que si les formes réduites F et f sont im- 
proprement équivalentes , et que la forme G soit associée à F,. 
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les formes f' et G seront proprement équivalentes, et partant, la 


forme 6 sera contenue dans la période de la forme f; si donc les 


formes F'et f sont équivalentes tant proprement qu’improprement, 
on devra trouver F et G dans la période de f, Cette période sera 
donc elle-même son associée (n° 187, 7°. ); ce qui sert de confir- 
mation au théorème du n° 165, par lequel nous nous étions con- 


vaincus qu’on pouvait trouver une forme ambiguë équivalente à 
deux autres F et f. 


195. PROBLÈME. Étant données deux formes % et ® dont le dé- 
terminant est le même , distinguer si elles sont équivalentes , ou 
si elles ne le sont pas. 


On cherchera deux formes réduites Æ et f, respectivement et 


proprement équivalentes aux formes ® et @ (n° 183). Selon que 
ces formes réduites seront seulement proprement ou improprement 
équivalentes, ou qu’elles le seront des deux manières, ou qu’elles 
ne le seront point, les proposées le seront proprement, impro- 
prement, ou de deux manières, ou ne le seront d'aucune manière. 
On cherchera la période de l’une de ces deux formes réduites, 
par exemple de f; et si la forme F s’y trouve sans que son associée 
y soit, le premier cas aura lieu; si cette dernière seule s’y trouve, 
le second cas aura lieu; si toutes deux y sont, ce sera le troisième 
cas; et le quatrième, quand il n’y aura ni l’une ni l’autre. 


ÆE>-mple. Soient les formes (129, 02, 65), (42, 59, 81) dont 


le déterminant est 79; on trouve pour réduites équivalentes 
(10, 7, — 5), (5, 8, —3). La période de la première est 


(10, 7,;—3), (—3,8, 5), (5, 7;—6), (—6, » 9), (9; 4 —7), (—7,3, 10) si 


et comme la forme (5,8,—3) n’y est pas comprise, mais seu- 


lement son associée (—3, 8, 5), les formes proposées sont impro- 
prement équivalentes. 


Si l'on distribue, comme ci-dessus (n° 187, 5°.) , toutes les 
formes réduites d’un déterminant donné en périodes P, Q, R, etc., 
et qu'on prenne dans chacune d’elles une forme quelconque, F 
dans P , G dans Q , H dans R, etc. , il ne pourra ÿ avoir parmi 
ces formes deux qui soient proprement équivalentes ; mais toute 
autre forme de même déterminant sera proprement équivalente à 


une 
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une d'elles et à une seule. Il suit évidemment de là, que toutes 
des formes de même déterminant peuvent se distribuer en autant 
de classes qu'il y a de périodes, en renfermant dans la première 
toutes celles qui sont proprement équivalentes à F, dans la seconde, 
toutes celles qui sont proprement équivalentes à G;, etc. Ainsi 
toutes les formes renfermées dans la même classe, seraient pro- 
prement équivalentes, mais deux formes prises dans des classes 
différentes ne le seront pas. Au reste nous n’insisterons pas davan- 
tage ici sur ce sujet, que nous expliquerons plus bas avec détail. 


106. PROBLÈME. Étant données deux formes ® et @ propre- 
ment équivalentes, trouver une transformation Propre qui 
change l’une en l'autre. 


Par la méthode du n° 183, on peut trouver deux suites de 
D,®,®D"....9,9,9", p'....0%, telles que chacune des formes 
soit equivalente à celle qui la précède, et que les dernières ® 
et 9° soient des formes réduites ; et comme ® et ® sont supposées 
équivalentes, ®® doit se trouver dans la période de g°?. Soitg® — f, 
et sa période prolongée jusqu’à la forme ®®: f, f”, f"....fm-s), 
f®, desorte que ®"”—/f"; et désignons par #, #’, #"...7@ 
les formes opposées ( n° 159 ) aux associées des su D,®d,. 
®’...D, respectivement; Le dans la suite @, ®',.@"... un Ve 
f”, f tn), Pn Ae9 N, chaque forme est sie par la 
dernière partie à celle qui la précède ; d’où , par le n° 177, on 
pourra trouver une transformation de la première @ en la der- 
nière ®. Cette liaison entre les formes est évidente depuis @ jusqu'à 
FT, ec depuis F—® jusqu’à D. Quant aux formes fm" et, 
on la prouvera comme il suit : soit f—=(g, h,1);, fM=@n 
=(2,h",#), em (g",h", 1"). La forme (£g”, k', ') sera contigué 
par la dernière partie à chacune des formes (g, h, i), (g", h", à"); 
ainsii=g'—ti,et—h=h —h (mod.)i=g"=;"; donc la forme 
(à, —h",g")= #7 est contiguë par la dernière partie à la 
forme (g,h,:) =fm 9 


Si les tormes ® et @ sont improprement équivalentes , la forme @ 
sera proprement équivalente à la forme dont ® est l’opposée ; ainsi 
on pourra {rouver une transformation de @ en cette forme; et si 
elle se fait par la substitution «, @, 7, d', on voit Foie 

A a 
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que @ se change improprement en @ par la substifntion a, 8; 
» £! ape, Là 

11 suit de là que si d et ç sont équivalentes preprement et im 
proprement , vn peut trouver deux transformations ; l’une propre 
et l’autre impropre. 

Exemple. Soit la forme ( 129, 92, 65) à transformer en la 
forme (42, 59, 81) que nous avons trouvé lui être improprement 
équivalente (n° précéd. ); il faudra commencer par trouver la 
transformation propre de la forme (129, 92, 65) en la forme 
(44 — 59, 81). Pour y parvenir, on établira la suite de formes 


(129, 92, 65); (65,— 27,10), (10,7, —3), (—3,8,5), 
(55 22, 81), (815 59, 42), (42, — 59, 81); 


de là en déduit la transformation propre —47, 56, 73, —87, qui 
change (129, 92, 65) en (42, —59, 81); donc la transformation 
impropre — 47 — 56, 75, 87 la changera en (42, 59, 81). 

197. Si l’on connaît une transformation d’une forme ç (a, b, c) 
en une autre ® qui lui est équivalente; on pourra déduire de 
celle-là toutes les transformations semblables , pourvu qu’on con- 
naisse toutes les solutions de l’équation indéterminée #°— Du°=—1n"*, 
dans laquelle D est le déterminant des formes ® et ®, et m le 
plus grand diviseur commun des nombres a , 2h, c (n° 162). 
Nous allous attaquer , en supposant D positif, ce problème que 
nous avons déjà résolu pour le cas de D négatif. Mais comme 
il est évident que toute valeur qui satisfera à l’équations y sa- 
tisfera aussi avec un signe contraire , il suffira d’assigner les 
valeurs positives de £ et de z, et chaque solution en nombres 
positifs fournira quatre solutions effectives. Pour y parvenir, nous 
chercherons d’abord les plus petites valeurs de # et z (excepté 
1=m,uo qui se présentent d’elles-mêmes) ; et celles-ci une 
fois connues, nous indiquerons le moyen d'en déduire les autres. 

198. PROBLÈME. Trouver les plus petits nombres qui satisfont 
à l'équation indéterminée 1 — Du —m*, pourvu qu’il existe une 
forme (M, N,P), dont le déterminant soit D , et que m soit 
le plus grand diviseur commun des nombres M, 2N, P. 


On prendra à volonté une forme réduite f=(a, à, a') dont le 
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déterminant soit D, et telle que "soit le plus grand diviseur 
commun des nombres a, 2b, a, ce qui ne peut manquer d'arriver, 
puisque: l’on pent trouver une forme réduite équivalente à la 
forme (M, N, P), et qu’alors ( n° 161 ) elle jouira de cette pro- 
priété. Mais pour la proposition actuelle , on pourra employer une 
forme réduite quelconque , pourvu qu ‘elle satisfasse à cette con- 
dition. On formera la période de f,.où nous supposerons qu il y 
ait z formes; en reprenant tous les signes dont nous nous sommes 
servis au n° 188, on aura f M =(a®, DM, —anr%), parceque 7 est 
pair, et fé en ff parla SUCRE propre at, 80, 30%, 
d®; mais comme f et f sont identiques, f deviendra aussi 7 co 
. par a substitution propre 1, 0, o, 1. De ces deux transforma- 
tions semblables de f en f®, on peut déduire, au moyen du 
n° 162, une solution en nombres entiers de l’équation1—Dif=m"; 


: à OP 
savoir, 4x; (a«%+d)m (équation (18), n° 162), u = 2" 
(équation (19)) (*). Désignons par T et U ces valeurs prises po- 
sitiveinent, si elles ne se présentent pas telles, et T, 77 seront 
les plus petites valeurs de £, 4 (excepté Z=m et u=0, auxquelles 
elles ne pourront jamais revenir, parcequ’on ne peut pas avoir 
RE 

Supposons en effet qu’il existe des valeurs r et v plus petites 


que T'et let parmi lesquelles on n’ait pas Ü—0o, Alors, par 
le n° 162, la forme f'se transforme en élle-même par la substi- 


tution propre 


(bu), Lav, Lau, 2(r+n). 
Or (n° 193, IT) Æ=(r—bv) doit être égal à l'un des nombres 


( 
a, a, a, elc., — no par exemple. En effet, comme... 
= Dv+m = b'v* + av Him’, on aura T°> bu’, et partant 
, qui répond à la frac- 


T — bu positif; donc la fraction < 


(*)-Les quantités qui étaient, au n° 162, «, 8, y, d; «,8,7,d"; 4, 5, 
CAD Tes sont ici, 0, 0,1; el, V,,4"; PE —d;a, ee 


nn 1 
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| tion À (n° 193), aura le même signe que & ou 2’; ainsi l'on aura 


L = Ge : a, LG h)= 60 , 74, dE) respectivement; 


p Cm 
mais comme on a v<Ü, c’est-à-dire, u <<? = 
“aura .F <y et > 0; d’où il suit que les quantités >, »’,7”, etc. 


allant toujours en croissant, w tombera entre o et » exclusive- 


»s et >o, on 


ment; mais la forme f a), qui correspond à l'accent y est iden- 
tique avec la forme f, ce qui est absurde, puisque toutes les 
formes f, f', f', etc. jusqu’à f(—° sont supposées différentes. 
Donc T'et U sont les plus petites valeurs de # et z, excepté 
m et ©. : 


Exemple. Si D=—79 et m=—=:1, on pourra employer la forme 
réduite (3, 8, —5), pour laquelle 2=6 et a=—8, ,0=—2y, 
AN) 152 (n° 188); d’où résultent T=80 et U—g, qui sont 
les plus petites valeurs de £ et x qui satisfassent à l'équation 
l—TQuU" = le 


199. On peut trouver des formules encore plus commodes pour 
la pratique. En effet, on aura 2) %=— (ef), en multi- 
pliant (n° 162) l'équation (19) par 2h, l'équation (20) par &, et 
changeant les caractères comme nous l’avons fait, on tire de là 
» b 
at + JE 290 _ 7%; et partant 


ent (n b ñ __ 7m 
ÈT=m (230), LVS=IT. 
On tirera de mème des équations (20) et (21) 


0 
HTam(aoteee), UE. 
Ces formules deviennent très-commodes, parcequ’on a = Jr, 
af), et qu’en se servant de la première, il suffira de 
calculer la suite d”, d”, 4", etc. , et qu’en se servant de la seconde, 
il suffira de calculer la suite 8’, 8", B°, etc. En outre, on dé- 


duit facilement du n° 189, 5°., que z étant pair, a@ et 8°? au- 
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ront le même signe , ainsi que d( et ? 2e, desorte que dans la 


première formule , on doit prendre pour Aube différence absolue 
et une somme He la seconde, sans qu’il soit besoin de faire 
attention au signe. 


Exemple. Pour D=61 et m—2, on peut employer la forme 
(2; 7; —6); on trouve 7=6, h——2, h'—2, Gr 
R°= 2, h'=—2, h=7. De là d''=1444 et 3" =d" = 105 
(abstraction faite du signe); d'où T=2(1444—7,195)=1523 
et U—195. On trouve la même chose par l’autre formule. 


Au reste, il ya plusieurs autres artifices par lesquels on peut 
simplifier le calcul; mais le desir d’abréger ne nous permet pas : 
d’en parler avec plus détendue. : 


200. Pour tirer toutes les valeurs de £ et de z de la connais- 
sance des plus petites, nous mettrons l’équation T—DU*=—1m" 


sous la forme (+ va D) : e re —VD)= 13 d’où l’on tire 
CD (ED) =.) 


_e étant un nombre quelconque. Faisons pour abréger , 


(+ tt DE z G-nve) = 49, 


me mr 
HE D) os 
2yD HA a VD ) 2VD\m En V 
ensorte que ces expressions soient représentées par £° el 4° quand 


- e==0 (elles sont alors 1, 0); par 1’, &# quande==1 (elles sont alors 


TetU);par letu” quande=2; par 4" et 2” quand e=5, etc. Nous 
allons démontrer qu'en prenant pour e tous les nombres entiers po- 
sitifs depuis o jusqu’à 3: 1°. touies les valeurs de ces expressions 
satisferont à l'équation proposée; 2°. toutes ces valeurs sont en- 
tières; 3°. il n’y a pas de valeurs de Z et z qui ne soient con- 


tenues dans ces formules. 


TI. En substituant pour 10 et 0 leurs valeurs, on prouve sans 
peine qu’on a (Hu Du D)= Im, c'est-à-dire, 
19,19 = DuO .uO = mm, 


Il. On démontre facilement de Ja même manière qu'on à gé- 
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néralement #+12 700 = _. T9, et a+, LE PAS _ E u®, Il. 


suit de là que! les deux progressions : 2°, #, 1”, 1”, Fu w, uw, 
u", u”, etc. sont récurrentes, et que l’échelle de relation est pour 


: T 
chacune d'elles CES > —1;, Savoir, = 11; PEL A 
m Tm m . 
WT u—u, etc. 


Or, par hypothèse, il existe une forme (M, N, P) dont le dé- 
terminant est D et dans laquelle M, 2N, P sont divisibles par M, 
et l’équation # —Du°+m* donne T'=(N*=—MP)U*+ rm", ainsi 


: AT* sera divisible par m°; donc = est un nombre entier et po- 


sitif. Comme d'ailleurs #=m, = T, u°=0, u=U, les termes 
des deux séries sont entiers ; il est clair aussi que T° étant >", 
ces mêmes termes sont tous positifs, et vont en augmentant à 
l'infini. 

IIT. Supposons qu’il y ait d’autres valeurs positives de #, 
qui ne soient pas contenues dans les progressions 2°, #’, #", etc. 
u, uw, u", etc.; T' et U”, par exemple. Puisque la série 4°, u’, etc. 
croît à l'infini, ©” sera nécessairement compris entre deux termes 
consécutifs z" et z"*:, ensorte qu’on ait U’ >u" et U' <ur*!, 
Pour démontrer l’absurdité de cette supposition, observons que: 

1 L'équation #—Du*=m* sera satisfaite en posant 
1 : : 
1=—(T—DU'uN), U=—=— (UIM—T'u®), ce qui peut se 


confirmer sans peine par la substitution. Représentons ces valeurs 
par T et vu, nous prouverons, comme il suit, que ce sont des 
nombres entiers. Si (M, N, P)-est une forme dont le détermi- 
nant est D, et que 72 soit le diviseur commun des nombres 
W,2N,P, T'+NU'et{®+ Nu sont divisibles par m1, et par- 
tant UMP ENUOD LOT NU) UD UT" l'est aussi ; : 
donc v sera entier et r par suite, puisque T°=Du°+n. 


2°. Il est clair que v ne peut être =0; en effet, il s'ensuivrait 
U':10), 10 — TER ur, OU . 


VU (Du Em) = uO( DU" 4m); 
d'où l'on tire Ut ,.20), contre l'hypothèse par laquelle 
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DS a, Maïs comme U est la plus petite valeur de Z: 3 après ï 

. > v ne sera certainement pas < U, 

+. Des valewrs LA 1, 164), 10), 16H), on tire aisément | 

Pr a+ 0; donc U1—T'u® ne sera pas plus pe- 

tit que ae Er Re 7 
4. L'équation T*—DU"=m donne T=p/{n4r DIE 
(a+ 1) 
et l’on a de même 5 = = L7(2 + 20) ; d’où l’on con- 


clut facilement que 7 Lis D Es De là et de la conclusion précé-. 


dente, il suit que 
(D T'u®) ( PORC er) CL 0 LD UD)( (0 UOTE I 


En développant, et remplaçant T*, 49,409, 7640, @#1) Dar leurs 
valeurs DU+m", SR RGnE Dar), LEP, on a 


AL = ( U'— nu) ne FC s GT Det 5 EE Huy, 


ou transposant, ce qui est permis puisque les quantités sont 


ositives , 
P LE LE 


pur) ue) 
U + utr+1) > LG) 
résultat absurde , puisque U” < VE et. que partant 
Gr) y) ut) ut) 
5 <- Dr Ainsi la supposition ne peut avoir lieu, et les 
séries 2°, L, t’,etc.; u°, w’, u”, etc.; renferment toutes les valeurs 
positives de £ et z. 


Exemple. Pour D—61 et m=2, nous avons trouvé que les 
plus petites valeurs de Zet zu étaient 1523, 195; ainsi toutes les 
valeurs positives seront données par les formules 


= (55 + 6) + (SES Vo) 
= (EE + 61) — — (5 — 195 v&)}, 


et l'on trouve 
0, V—1523, l'—1523 l— Pe23195a7, 1—1525t"— t=3532618098, etc. 
wo = 195, u—1528u—u°— 296985, u"—1523u"—u0"= 4525307960, etc. 
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. 2or. Relativement au problème résolu dans les numéros précé- 
dens, nous ajouterons encore quelques observations. 


_ I. Comme nous avons appris à résoudre l'équation #—Du=m", 
où 72 est le plus grand diviseur commun des nombres #7, 2N, P, 
tels qu'on ait N°—MP=—D, il est utile d’assigner les nombres 
qui peuvent être de tels diviseurs, c’est-à-dire, toutes les valeurs 
de m pour une valeur donnée de D. 


On fera D=n"D, desorte que D soit délivré de tout facteur 
quadratique, ce qu’on obtiendra en prenant pour z* le plus grand 
quarré qui puisse diviser D. Si D ne renfermait aucun facteur 
quadratique, il faudrait prendre 7—1. 


1. Si D' est de la forme 4k-br, tout diviseur de 277 sera une . 
valeur de "= et réciproquement. En effet, si g divise 27, on aura 
la forme ( Lol =), dont le déterminant est D, et dans 


laquelle g est évidemment le plus grand diviseur commun entre g, 
n(D'—1) n'(D'—1) 4m D'—1 
23 ——— ; (car ——— = +. 

HT At Ba | 
entier ). Réciproquement, si g est une valeur de m, c'est-à-dire, 
si g est le plus grand commun diviseur des nombres M,2N,P, 
et qu'on ait N°'—MP=D, il est évident que 4D ou 47*D' sera 
divisible par g*, et il suit de là que 27 est nécessairement di- 
visible par g; car si g ne divisait pas 27, get 272 auraient pour 
plus grand commun diviseur un nombre Sd <g, et en faisant 

! 
D 
8 


F7 
est évidemment un nombre 


’ LA = e ù e : Ê 
on=dn, g=d2", —— serait un nombre entier; mais 7 est pre- 


mier avec g', et partant »'* avec 8; donc D’ serait divisible parg’*, 
contre l'hypothèse, puisque D’ est délivré de tout facteur qua- 
dratique. 


2°. Si D’ est de la forme 442 ou 44-43, tout diviseur de » 
sera valeur de 1, et réciproquement toute valeur de 7 divisera n. 


. Se s 
En effet, si g est diviseur de 2, on aura la forme (&, o ,——) 
> 


dont le déterminant est D, et où g est évidemment le plus grand 
commun diviseur des nombres g, o, nee Réciproquement, si g 
est supposé valeur de 7», c’est-à-dire, le plus grand commun di- 

viseur 
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viseur des nombres M, 2N, P, pour lesquels on a N°—MP—D, 


= br , | ù 
on prouvera, comme ci-dessus, que E est un nombre entier. Or 


Supposons que ce quotient soit impair, le quarré _ sera = 1 
(mod. 4), et partant ÉP=D=: ou =3 (mod. 4). Mais 
4 D' _4D __4N* 4MP __ 4N° . - 4 à 

Émis (mod. 4); ainsi a serait =2 ou 


Æ=3 (mod. 4), ce qui est absurde, puisqu’un quarré doit être con- 


gru à zéro ou à l'unité, suivant le module 4. Donc “= étantpair, 
L . _s $ | 
g sera entier et 7 divisible par g. 


Ainsi il est clair que : est toujours valeur de "1, c'est-à-dire 
que l'équation #—Du*=1 est toujours résoluble par ce qui pré- 
cède, pour toute valeur de D positive et non quarrée. Ce nombre 2 
ne sera valeur de 77 que dans le cas où 2 sera de la forme 44 ou 


de la forme 4k+r. 


IT. Si m est plus grand que 2, mais qu’il soit un nombre con- 
venable , la solution de l’équation #— Du=m° pourra être rame- 
née à celle d’une équation semblable où m3 r= 1 ou 2: En effet 
posons, comme plus haut, D=n°D”", si m divise #, rn* divisera D, 

“ASS , . é D Pie s ‘. 
Alors si l'on suppose que pour l'équation PR gt, les plus 
petites valeurs de p et g soient p—P, g=—=Q; les plus petites va- 
leurs de £, , dans l'équation #—Du"=—m" seront :=mP,u=—Q. 
Mais si 7 ne divise pas z, il divisera au moins 27; alors il sera 
pair, et partant sera un nombre entier, et si les plus petites 


valeurs de pet y dans l'équation pe g"=4 sont p=P, q—=Q, 


les plus petites valeurs de ?, u, dans l'équation #—Du=m", 
m 
seront t=—P, u=—(), 


Au reste, dans les deux cas, on peut déduire, non-seulement 
les plus petites valeurs de 7, z, de la connaissance des plus pe- 
tites valeurs de p, g, mais toutes les valeurs des premières de 


toutes les valeurs des secondes, 
Bb 
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III. En désignant par #, u°; 1, v'; 1°, n’, eto. foutes les valeurs 
positives de z; u dans l'équation #—Du*=—m*, comme dass le 
n° précédent, s'il arrive que certaines valeurs dans cette série 
soient congrues aux premières, suivant un module quelconque doané 


(a) (a) 


r; si, par exemple, onat =Ÿ=m;, u 


=4°=0 (mod.r), 
: : (u+1) 
et que les valeurs suivantes le soient aux secondes , =T'y 


£ | + 
UT 7, on aura de même ET 2 a TD 7, etc.;, 


ce qui se déduit facilement de Ja loi même des deux séries. En 
effet, puisque = Tr, et que EEE EEE" 


(+2) 


aura l'=1 ,; et ainsi des autres. Il suit de là qu’on a gé- 


ernlemient DL OEM (mod. r), A étant un 
nombre quelconque, et plus généralement si = (mod.x), on 
QE 0 et M = Pl (mod. r}, 


aura 
IV. Or on peut toujours satisfaire aux conditions de l’obser- 
vation précédente, c’est-à-dire, on peut toujours trouver un in- 


ï ° Ê un 
dice w pour lequel on ait — HT En LE. tt? Œu, 


suivant un module quelconque donné r. En effet, 

1°, On peut toujours satisfaire à le troisième condition, pnis 
qu'il est aisé de s'assurer, par les caractères présentés dans la 
première observation, que l’équation p°—r*Dq*=m"* est réso- 
Inble; et si les plus petites valeurs de p, ç sont p=P, q9—Q, 
on en déduira 1=P, u=rQ; ainsi P et rQ seront contenus dans 
les suites 4°, 1’, etc., z°, n°, ete.; et si Pr) rQ=u) > On 

CREER RS 
aura —=0—=4° (mod. r). En outre on voit facilement qu'entre 
à 

u° et u aucun terme ne sera congrn à 4°, suivant le module r, 


2°. Îl est clair que si dans ce cas les trois autres conditions 
sont remplies, c’est-à-dire, si aU Hs, De, 10H12) =, 
on pourra prendre HA; mais si l’une de ces conditions manque, 
on pourra prendre à coup sûru—2à. En effet, de l'équation (1) 


et des formules générales qui donnent 4° et u{° dans le n° pré- 
cédent, on déduit | 
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(0. re (manu 0), 

1%) jo 2 Du) 1 
PE ——— 


et parfant . PRE qui est un nombre entier; puisque 


AE PRE RUA sen . MALE 
“ divise.ut ) et que, 7x" divisant 4D, à plus forte raison m divi- 
sera 2D. On trouvera de même uGN — 2 2 102,0. :' et comm 


49 ® = 4Du @,@ D + 4e et est parconséquent divisible par m°, 


(2a) 


210) Je sera par "=, et partant x par r, c'est-à-dire que 


AGDE (mod. r). On a encore ÉUPD Er, et 


(à) : 
est un nombre entier, -on en 


Le (A+ 1). (à) 
déduit EF) (mod.r):enfiuon trouve GT); haut 


@) 


| A ° 2Du 
comme, par la même raison, 


» 
À 


ét: comme” 21 F1) és, divisible par #1 et w 
que QE TD og (mod. r). 


par r, il s'ensuit 


Au reste, on reconnaîtra par la suite l'usage de ces deux der- 
nières observations. : 


203. Le ras partienlier où l'équation est # — Du'=1 a déjà été 
traité par les géomètres du siècle dernier, Fermat avait proposé ce 
problème aux analystes anglais, et Yallis rapporte ( Algèb. 
chap. 08, T. II deses Œuvres, p. 418), une solution. qu il attribue 
à Braunker, De son côté, Ozanam prétend qu’elle est de Fermat ; 
enfin Euler, qui. s’en est occupé, (Comm. Petrop. VI, p. 175; 
Comm. Nov. XI, p. 28 (*); Algèbre, T.IT, p. 226; Opusc. Anal, 
I, p. 310), dit que Pellius l’a trouvée le premier, ce qui a fait 
donner par quelques-uns à ce problème le nom de Pellien. Toutes 
ces solutions , en n’en regardant que l'esprit ; retombent dans celle 


[@) Dans ée Mémoire, l'algorithme que nous avons exposé n° 32, est présenté 
avec les mêmes signes, ce que nous avons négligé de remarquer Eee. 
2 
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que nous obtenons, si, dans le n° 198, nous nous servons d'une 
forme réduite dans laquelle 4a—1; mais personne, avant Lagrange, 
n'avait démontré rigoureusement (*) que l'opération qu'elles 
_prescrivent devait nécessairement finir, c’est-à-dire, que le pro- 

blème était toujours résoluble (Mélanges de la Société de Turin, 
T. IV, p.19, et d’une manière plus élégante, Hist. de l'Acad. 
de Berlin; 1767, p. 237). Cette recherche se trouve encore dans les 
Supplémens à l'Algèbre d'Euler. Au reste, notre méthode, tirée 
de principes absolument différens, ne se borne pas au cas de #—1;, 
et donne le plus souverit différens moyens de parvenir à la solution, 
puisque dans le n° 198, nous pouvons partir d'une forme réduite 
quelconque (a,.b,—«). 


. 203, PROBLÈME. S2 Les formes ® et @ sont équivalentes , trou- 
ver toutes les transformations de l'une en l'autre. 


Quand ces formes ne seront équivalentes que d’une seule manière, 
c’est-à-dire, ou proprement ou improprement, on cherchera, par 
le n° 196, une transformation «, 8, +, d' de la forme en ® , et 
il est clair qu’il n’y aura pas d’autres transformations qui ne soient 
semblables à celle-là. Mais quand 9 et ® seront équivalentes des 
deux manières, on cherchera deux transformations dissemblables, 
c’est-à-dire, une propre et une impropre, «, B,73, d';x', £’, y, ES 
et toute autre transformation sera semblable à l’une d'elles. Si donc 
p—=(a, b, c) et que son déterminant soit D, que #7 soit, à 
l'ordinaire, le plus grand commun diviseur des nombres a, 2b, c 
et 1, u les valeurs indéterminées qui satisfont à l'équation 
t®— Du’=m*; dans Je premier cas, toutes les transformations 
de g en ® seront contenues dans la première: (1) des formules 
suivartes, et dans le second cas, dans la première (1) et dans 
la seconde (2): k 

(D) Ce que YVallis a avancé à ce sujet (Ag. pp. 427, 428), n’est d'aucun 
poids. Le paralogisme consiste en ce qu'il suppose qu'étant donnée une quantité p 
on peut trouver des nombres entiers a et z fels que £ soit <T pret que la diffé 


rence soit plus petite qu’un nombre assigné, ce qui ést vrai quand la différenc 
assignée a une valeur détermine, mais non lorsque, comme daus le cas présent 
elle est fonction de a et de z, et partant variable, | 
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Gr (bio), =(8—(8b+ dc), 
mOt+(ea+yb}u), (SH (Ba+- da) ; 


ERA 2 (aix b4+y'c)u), me (B'—K8 ES cu), 
= (HH(a'aty bu), E(d'HKBat-d'bu). 


Exemple. On demande toutes les transformations de la forme 
(129, 92, 65) en la forme (42, 50, 81). Nous avons trouvé (n° 195) 
qu'elles étaient improprement équivalentes, et dans le n° suivant 
nous avons eu cette’ transformation impropre : —47, —56, 75, 87; 
ainsi toutes les transformations semblables seront contenues dans 
les formules 


—(47i+ ain), —(561+-503u), 7314+653u, 87t+-780u , 
z, u étant les nombres indéterminés qui satisfont à l'équation 
#—7ou"=1; ils sont donnés par les formules 


Hi. ! {(80+09y79)+(80—09y/70)}, 


2 
Hu 7 ((Go+-091/79) —(80—9v/70)), 
où l'on doit prendre -pour € tous les nombres entiers positifs. 


204. Il est évident que la formule générale qui donne toutes les 
transformations, devient d’autant pins simple, que la transforma- 
tion initiale d’où elle est tirée l’est elle-même davantage, et 
comme il est indifférent de quelle transformation on parte, on 
peut souvent rendre la formule générale plus simple, si de la 
première qu’on trouve, on déduit une transformation plus simple 
en attribuant à #, z des valeurs déterminées, et si l’on forme 
avec une autre formule. En faisant, par exemple, dans la for- 
mule de l’exemple précédent, #=80, u=——9, il en résulte une 
transformation plus simple que celle d’où nous étions partis, savoir, 
29, 47, —37, —60; d’où l'on déduit la transformation générale 


209t—263u, 47t—4rqu, —37t+33qu, —6o1+5432. 


Ainsi, lorsqu'on a trouvé la formule générale au moyen de ce qui 
précède, on pourra essayer si en attribuant à 7, u les valeurs 
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déterminées 7, “hi, bi, etc.; tu, Æu, Hu”, etc. on 
obtient une transformation plus simple que celle d'où l’on a dé- 
duit la formule, et dans ce cas on pourra trouver une formule 
plus simple. Au reste, il y a quelque chose d’arbitraire dans le 
choix, desorte qu’il serait utile de l'amener à une règle certaine 
et d’assigner dans la progression #’, w’; 4”, u”, etc. des limites après 
lesquelles an n'obtient que des {ranstrmations moins simples , 
desorte qu’il fût suffisant de faire les essais parmi elles. Cependant 
comme le plus souvent, par les méthodes que nous avons données, 
ôn obtient la transformation la plus simple, soit sur-le-champ, soit 
en employant les valeurs Æf, Æw, nous supprimons cette re- 
cherche. 


205. PROBLÈME. Trouver toutes lesreprésentations d’un nombre 
donné M par une forme donnée ax*+2bxy-cy", dont Le détermi- 
nant positif non quarré est =D. 


Observons d’abord que la recherche des représentations par des 
valeurs de x, y nun premières entre elles, Peut se ramener ici 
absolument de la même manière que pour les formes de détermi- 
nant négatif (n° 181), au cas où ces valeurs sont premières entre 
elles. Or pour qu'il soit possible de représenter le nombre M par 
des valeurs premières entré elles, il faut que D soit rétida quadra+ 
tique de AZ, et si les valeurs de l'expression ÿ/2 (med. Æ#):sont: 
N, —N, N',—N', etc qu’on peut prendre telles qu'aucune ne 
soit >;4W, toute représentation du nombre par la forme pro- 
posée appartiendra à une de ces valeurs. Ainsi, avant tout, on 
devra chercher les nombres NW, N', etc. et ensuite les représenta- 
tions qui appartiennent à chacun d’eux. Il .n’y aura pas de repré. 
sentations apparteuantes à la valeur AN, si les formes (a, 3, c), 


(HU, N,7 
le sont, on es une transformation propre «, B, y, d'de la 
première en la seconde, alors on aura, en faisant 2—4, J=Y 


une représentation du nombre M appartenante à la valeur #W, et 
toutes les représentations seront données par les formules 


—D 
7) ne sont pas proprement équivalentes; mais si elles 


tr —{at—(ab+yc)u} a {tt (aa+yb)u}, 
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Au reste, il est évident que ostte formule générale sera d’antant: 

plus simple , que la transformation «, @, +, d', dont elle est dé- 
duite, le sera elle-même davantage. Ainsi fl sera:utile de trouver, 
d'après le n° précédent, la transformation Ja plus simple de la 
forme (a, b, c).en la forme (x, N LE . On trouvera abvo- 
_ lument de la même manière les formules générales qui donnent 
les représentations appartenantes aux valeurs —N, N', —N', etc., 
s’il en existe. | ALT 

Exemple. On cherche les représentations du nombre 585 par la 
forme 421*+622y+217*. 


Pour ce qui regarde les représentations par des.valeurs de x, y 
non premières entre. elles, il ést clair qu’il ne peut y en avoir 
d’autres que celles où le plus grand diviseur commun des nombres 
æ, y serait 3, puisque 9 est le seul diviséur quadrätique de 585, 
Ainsi quand on aura les représentations du nombre 65= 555 par 
Ja forme 4224+-621 y 51", dans lesquelles-x’ et y sont premiers 
entré eux, on en tirera toutes lés représentations du nombre 585, 
par Ja forme 422*:+62x7y +217", en posant x==32' et y=5y". 

Les valeurs de l'expression y/79 (mod. 65) sont 12, Æa2y7. 
On trouve que la représentation du: ombre 65 agpparténante à 
la valeur —12;,est x =2,y =—1, d'où il suit que toutes les re- 
présentations de 65 appartenantes à la même valeur seront données 
par la formulé a'iathius 14 55u, et. partant toutes 
les représentations du nombre 585, par la formule x2-6/— 1234, 
y=—31+15gu. De la mêtie manière, on trouve que les repré- 
sentations du nombre 65 appartenantes à la valeur +2 sont données 
par la formule générale à —221— 1994, y'=—25t#ariu, et 
celles qui en naissent pour 585 par 2=—66/—5g7u, y——6091+633u. 
Mais il n’y a aucune représentation du sombre 65 appartenante à 
la valeur +27. 

Pour trouver les représentations de 585 par des valeurs de æ, y 
premières entre-elles , il faut d’abord trouver les valeurs de l'ex 
pression 4/79 (mod. 585) qui sont 77, =to3, 157, ras. 
On trouve qu'aucune représentation n'appartient aux valeurs 
77, 168, 248, Mais pour la valeut — 157. on à la repré- 
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sentation z—3, yÿ—1, d’où l’on tire la formule générale 


== 3t—14u, y==t+15qu. Pour la valeur +157,0ona de même 
la représentation z=—683, y=—87 ,; et la formule qui contient 


toutes les transformations semblables est z=— mi < 


y = 871+ 78gu. 

On à donc quatre formules générales , dans lesquelles sont con- 
tenues toutes les représentations du nombre 585 par la forme 
L22" = 6022y-# 213 | 
æ=61— 1230, y==— 35e, x—661—5gqu, y—=—6ot+633u, 
œ=3t—ui4u, J=  niSqu, 2831 746u, ÿ——871+789u. 

Pour abréger, nous ne nous arrêterons pas davantage aux appli- 
cations particulières des recherches précédentes, parceque chacun 

pourra y parvenir de lui-même, en imitant ce qui a été fait 
n% 176, 182, et nous passons aux formes de déterminant positif 
quarré qui nous restent à examiner. 


206. PROBLEME. Étant donnée une forme (a, b, c) de détermi- 


mant quarré h* dont h est la racine positive, trouver une forme 


{A,B, C) qui lui soit proprement équivalente, dans laguelle À 


tombe entre 0 et 2h—1 inclusivement, et où l'on ait B=h, C=o. 
: tre kb c STATS 

T. Puisque #°=b'—ac, on aura a ==gr6;r Soit fait ce 

rapport =" B étant premier avec d', et déterminons «, » de ma- 


rière quead —f}=1, ce qui peut se faire, Par la substitution 
a, B, y; À, la forme (a, b, c) se changera en une autre (a’, /, 35 
D Jui sera proprement équivalente. Or on aura 


= aaË4-b(ad +46) +oy (bal + be +87) HP) ya ll) he 
d' = af +280 cd == (h—D)8D Ab) (RD) 0. | 

Si donc a’ est situé entre o et24—1, la forme (a’, &’, c’) satisfera 
à toutes les conditions, 


IT. Mais si à tombe hors de ces deux limites , soit 4 le résidu 
minimum positif de 4’, suivant le module 24, 4 sera évidemment 
entre 0,.et 2%— 1; soit posé A—n—2hk#, alors la forme 
(a’, b';c')=(a, h, 0), se changera, par la smbstitotique 150,4, 1, 
en (4, h, o) qui sera proprement ee aux formes (a, b', c'}, 


(a, 


ù niramériques 201 
#9 { 2: Bb, c; , et satisfera à ue les conditions. Au resfe, il est aisé 


_de voir que la forme (4, b, c) se change en (4, À, o) par la substi- 
tution a+ 8x, B, ENT d', 


Exemple. Soit la forme (27, 15, 8) dont le déterminant est 9; 
" ici A=5 et = <; en prenant donc 8==4, d=—9, X=—=—1; 
7=2, la forme (a’, 8 c’) se trouve être (=>, 00); qui se change 
en (5, 3, 0) par la substitution 101, Le Cette dernière est par- 


cohséquent la forme demandée , et la proposée se change en elle par 
la substitution propre 3, 4, —17, —0. 


. Les formes telles que (4, h, 0), dans lesquelles 4 est compris 

entre O et 2h— 1 inclusivement, s’appelleront formes réduites; 
mais il faut bien les distinguer des formes réduites de déterminant 
négatif et de déterminant positif non quarré. 


207. THÉORÈME. Deux formes réduites (a, h,0o),(a’,h,o)re 
peuvent étre proprement équivalentes sans étre identiques. 


En effet, si on les suppose proprement équivalentes, soit «, 8 F 
y» d'la transformation qui change la première en Je seconde, on 
aura les équations 


aa tahay=d......()  aaB+h(al +h))=. h. 12) 
af +ahBd=0o ......(5) af—fy=r1........ RE 0, 


De l’équation (5) on tire B=—0 ou aB—+2hd =0; mais si l'on sup- 
pose que f ne soit pas #éro, comme l'équation (2) peut se mettre 
sous la forme aafB+ 2hf=—0o, qui donne alors nécessairement 
aaahy=0, il s’ensuivrait par l'équation (1) que & = 0. Donc 
on doit seulement supposer B—o, ce qui réduit l'équation (4) à 
ad'=1, d'où ati. Ainsi l'équation (1) devient a2hy:=0", 
ce qui ne peut avoir lieu qu’em supposant 7=0; puisque a et æ 
sont tous les deux compris entre o et 2#—1; ainsionadoncaz#", 

_ c'est-à-dire que les deux formes sont identiques. 


On résout par là sans difficulté les problèmes suivans, qui en 
offraient beaucoup pour les autres déterminans. 


I. Déterminer si deux formes F, F', de même déterminant 


quarré, sont équivalentes ou non, 7 
s € 
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On cherchera deux formes réduites équivalentes aux formes F et 


F' respectivement, et suivant que ces réduitès seront ei non iden- 


tiques, les formes proposées seront ou non équivalentes, 

IT. Déterminer si deux formes F, F’ sont improprement équi- 
valentes. ; 

Soit G Ja forme opposée à l’une des deux formes, à F, parexemple; 
si G est proprement équivalente à F”, F et F” seront improprement 
équivalentes. 

208. PROBLÈME. Étant données deux formes F et K” de même 
déterminant h° proprement équivalentes, trouver une transforma- 
tion propre de d’une en l'autre. | 

Soit ® la rédüite équivalente à Fetà F'; on cheréhera par le 
n° 106 une transformation propre &, 8, y, dde F en 9, et ure 
transformation propre «”, £”, y’, d” de Æ” en @. Alors g se changera 
eu F° par la substitution propre d”,—£’,—",«", et pertant Fen 
F' par la substitution propre ad”—8}", Ba—af, dd", 
dx — 70". 

11 peut être utile de donner pour cette transformation de F en F° 


une autre formule, pour laquelle il n’est pas nécessaire de connaître 
Ja réduite @ elle-même, Soit F—(@, b, c), (a, b,cy, 


o—C4, h, o); puisque À est la plus simple expression dé la frac- 

. h—b et c Eu a LP 
tion —— ou dela fraction CET; oR-aura _ = égal à un 
entier que nous supposerons —#, et de même 3—= I ge 
on 2 ; | 

A= te +abayb+Cy, d'où BA=ax8 +23aly +C"E, 
ou en substituant pour 48, d'(h—b), pour c, Bg, 
BA= a dh+b(283—a dat Bye 

et comme =} dy, 

BA=aa(ad — By)h4+ (ad —Br)e= 20h gs 


de même 
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d'A=aa d'+2bayd +07 — 0 d°f + b(20 d'u By)> — LB". 
(ad 8) f +2} (dB) ftayh; 


__ BA—g __ d'4— 
donc à — er = Ps en 


On a de même, relativement à la forme F", a = IE et 
4 __ d'A St 
D hr 
En substituant ces valeurs de a, y, «’, y ‘dans la formule précé- 
dente, elle se change en la substitution suivante : 


fe gl TS Ef—Ie 
ah de ah 2 : 
d'où Z a disparu. 


Si l'on propose deux formes F, F” improprement équivalentes, 
et qu’on demande une transformation impropre de l’une en l’autre, 
soit G la forme opposée à Æ, et a, 8, y, d' une transformation 
propre de G en F, il est clair que a, 8, —7,—d', sera une 
transformation impropre de F en F”. 

Enfin on voit que si les formes sont proprement et improprement 
équivalentes, on pourra trouver de cette manière deux transforma- 
tions, l’une propre et l’autre impropre. 

209. Ilne nous reste plus parconséquent qu’à déduire d’une 


seule transformation toutes celles qui lui sont semblables, ce qui 


dépend de la solution de l'équation —h'u=m". Mais cette 
équation ne peut se résoudre que de deux manières, savoir, en fai- 
sant /—M, U—=O, Où {——m, u—=0. Supposons en effet une 
autre solution = 7, u=U où U ne soit pas zéro; comme 77° di- 
vise 4h°, on aura RENE 4, et 5 ainsi que CR sont 
des quarrés entiers; mais on voit facilement que la différence de 
deux quarrés entiers ne peut être 4, à moins que le plus petit ne 
soit —0; si donc le forme F se change en F” par la transforma- 
tion &, B, y; d', on ne trouvera d’autre transformation semblable 
que —2, —B, —y, —d\, et si elles ne sont équivalentes que d’une 
manière, il n’y aura que deux transformations; il y en aura quatre 
si elles sont équivalentes des deux manières, savoir, deux propres 


et deux impropres. 


2 
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210, TRÉORÈME. Si deux formes réduites (a, b,0), (a, h, 0) 
sont improprement équivalentes, on.aura aa =m* (mod. 2mb), 
m étant le plus grand commun diviseur des nombres a, 2h ou a’, 
2h; et réciproquement sia, 2h; a°, 2h ont le méme plus grand 
diviseur commun m, et qu'onaît aa =m° (mod. 2hm), les formes 
(a, h,o), (a, h, o) seront improprement équivalentes. 

I. Si la forme (a, , o) se change en («’, h, o) par la transfor- 
mation impropre &, B, y; d', on aura les équations 
aa bahay—=a..........(1),-aa8+h(ad+B})=h.....(2), 
ab+aohfd=0o..........(5), ad —fB}=—1...........(4) 
On déduit de l'équation (1) 
(aztohy)—(aatoh})2hy—aa, ou (ax + 2h77) = aa (mod.2ky.(az+2h;)) 
Or en combinant les équations(2)et(4), on tire (48 2h4)1—0, 
et comme Îa supposition «0 réduirait l’équation (1) à a =0, 
contre l'hypothèse, on doit avoir a@—+2hd=—0., où ——? » et 
partant p—+? : CE l'équation (4) donne alors EE + : 


ou aa+2hy=—=tm. Ainsi la congruence que nous avions trouvée 
devient m°=aa (mod. 2h). 


IT. Sim est le plus grand diviseur commun des nombres &, 2h; 


, x , ° , a oh d aa —m 
2h, et qu'onaitaa = mm : pe. Fo ses 
a’, 2h, et q (mod. 2mh), re de Deer es CU 


ront entiers, et l’on s’ässure aisément que la forme (4, 4,0) se 


. se $ h adm a 
een (a,h Es AN SP SE 
change en (a, h; 0) par la substitution —=, ——, ———, —, et 


que cette substitution est impropre. Ainsi ces formes seront impro- 
prement équivalentes. 


On pent aussi juger snr-le-champ si une forme réduite (a, h, o} 
est improprement équivalente à elle-même, puisqu'on aura alors 
a =m" (mod. 21h). | 

211. On trouve toutes les formes réduites de déterminant 4° en 
prenant pour 4 dans la forme (4, h, o) tous les nombres entiers 
depuis et y compris 6, jusqu’à 24—:1 inelusivement; ainsi le 
nombre en sera 24. Il est évident que l’on peut distribuer toutes 
les formes de déterminant }° en autant de classes, et qu’elles joui- 
ront de la même propriété que ci-dessus (n° 195, 185), pour les 
formes de déterminant négatif et de déterminant positif non quarré. 
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Ainsi toutes les formes de déterminant —25 peuvent se distribuer 
en dix classes, qui se distingneront par les différentes formes ré- 
duites qui y seront contenues. Ces formes réduites sont : (0, 5, o), 
10119; 0)1(2,5; 0), G; 5, o), (, 5, o), (9, 5, o), qui sont impropre- 
ment équivalentes à elles-mêmes; (3, 5, 0), qui est improprement 
équivalente à (7, 5, 0); (4, 5, o), qui est improprement équiva- 
lente à (6, 5, o). 
212. PROBLÈME. Trouver toutes les représentations d'un: 


nombre donné M, par une forme donnée ax 2bxy + cy" de 
| déterminant h?. 


On peut tirer la solution de ce problème , #5 principes de 
l'art. 165, absolument de la même manière que nous l'avons fait 
plus haut (n° 180, 181, 205), pour les formes de déterminant né- 
gatif, et positif non quarré, et comme il n’y a en cela aucune 
difficulté, il serait superflu de le reprendre ici. Mais il ne sera pas 
hors de propos de déduire la solution d’un autre principe qui est 
propre à ce cas particulier. 

Ayant fait comme. aux net 296, 206, ui — FD = 


en eo = 
= =f, à = 8» on prouve sans peine que la nu. 


TA est 1e oi des deux facteurs d'x—fy et fx —gy; d'où 
il suit évidemment que toute représentation du nombre M par la 
forme proposée donne la résolution du nombre 4f en deux facteurs. 
Si donc tous les diviseurs du-nombre Æ sont d, d”’, d°, etc. (1 et 
M y compris et chacun d'eux étant pris positivement 20 négative= 
ment), il est clair que l’on obtiendra toutes les représentations du 


nombre W, en posant snccessivement J'x— OY==4) fier =T: 


Jx—fy=d, fx —g#y=# 7 M etc. Ontirera de là différentes valeurs 


de æet de y, parmi lesquelles on rejettera celles qui ne sont pas 
entières. Or les deux premières équations donnent évidemment 


Mg SMfd. 
Fig "JG? 


valeurs qui sont toujours déterminées parceque B/— IF etque 
parconséquent le ‘dénominateur des fractions n’est jamais — 0. 
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On aurait pu tirer de la décomposition en deux facteurs, les 
problêmes précédens; mais nous avons préféré employer une 
méthode analogue à celle que nous avions suivie pour les autres 
déterminans. ; 

Exemple. Cherchons les représentations du nombre 12 par la 
forme 31°+-4ry— 77". Cette forme se décompose en deux fac- 
teursx —7y et 3x +7y; les diviseurs du nombre 12 sont: 1, 


2, 3, 4, 6. 12. Faisons x—y=1, 512+7Y—=12,ontierxz=S, 


—<, valeurs à rejeter comme fractionnaires. Les diviseurs 
—1, 3,4, —ÆH6, +12 donnent aussi des valeurs inutiles ; 
mais le diviseur +2 donne x=—2, y=0, et le diviseur —2 
donne x——2, ÿ==0. Ainsi il n’y aura exactement que ces deux 


représentations. 


Cette méthode ne peut s’employer si M=—0o; mais dans ce cas, 
il est clair que toutes les valeurs de x et y doivent satisfaire à 
l’une des équations d'x—f@y—0o, fr—gy—0o. Or toutes les so- 
lutions de la première équation sont contenues dans la formule 
x=/fz, y—d'z, en désignant par z un nombre quelconque, si 
8, d' sont premiers entre eux, comme on le suppose. De même, 
nommant 72 le plus grand diviseur commun des nombres f, g, 
toutes les solutions de la seconde équation seront données par dla 


}h LS : 
formule x=*, =. Ainsi ces deux formules contiendront 
toutés les représentations du membre M=o. 


DE De Ce D > D I PP 


Dans ce qui précède, tout ce qui appartient à la recherche des 
caractères de l’équivalence des formes, à leur transformation et 
à la représentation des nombres donnés par des formes données, a 
été expliqué de manière à ne rien laisser à desirer, Il ne nous reste 
plus parconséquent qu’à prendre deux formes de déterminant diffé- 
rent, qui parconséquent ne peuvent être équivalentes, et à ensei- 
gner le moyen de juger si l’une est contenue dans l’autre, et dans 
ce cas, celui de trouver les transformations de l’une en l’autre. 


213. Nous avons déjà fait voir (n° 157 et 158) que siune forme f 
de déterminant D renferme la forme F de détertñinant E, et se 


at C'Er. à Ho: 
î 2 1 
es OR 
ET 


ARITHMÉTIQUES. 207 
ane en Fpar la substitution «, 8, >, d\, ona Ex (ad—f8YD, 
et que si l’on a ad —fBy=+%1, là forme f non-seukement renferme 
la forme F, maïs lui est équivalente, et CAUS partant, si i f'renferme F 


sans lui être équivalente, le quotient À — sera entier > 1. . Ainsi le 


problème à résoudre est: Juger si wne forme donnée f de déter- 
minant D renferme. la forme donnée de déterminant We’; 6h 'e 
est supposé un nombre positif > 1. Pour y parvenir, nous assi- 
gnerons un nombrefini de formes contenues sous la forme j, et. 
telles que F soit équivalente à l’une d’elles, si elle est contenue 
dans f. 


I. Soient 1, m', m', etc. les divisenrs positifs du norebre £ 
(y compris 1 et €) et mar =mn=...e Désignons, 
pour abréger, par (#%3 0) la forme en nelle fse change par la 
substitution propre 7%, 0, 0, 7; par (m1; 1) celle qui résulte de la 
substitution propre 74, 1, 0, n, etc., et généralement par (in; #) 
celle qui résulte de Ïa substitution propre 771, 4, 0, 7. @n entendra 
de même les expressions (77'; o), (m', 1), etc. (m': k), etc. Toutes 
ces formes seront contenues proprement dans la forme f, et le.dé- 
terminant de chacune d’elles sera De’. Nous représenterons par @ 
l'ensemble de toutes Îes formes (m3 0), (m33),...(m; m3); 
{n'; 0), (r; 1) {ns m1), ete, dont le mombre est 
mm +metc., et qui sont toutes différentes, cemme on le 
verra aifémente. 


Si l’on a, par exemple, f=G, 5, mn ete=5, comprendrs 
les #ix formes (15 0); (5; 0), (5; 1), (5; 2), (5: 3), (5; 4), qui sont, 
caleul fait, (2,25, 175); (50, 25, 7), (50, 55, 19), (50, 45, 35), 
(50, 55, 55), (50, 65; 79). 


II. Orje dis qne si la forme F de déterminant De’ est con- 
tenue dans f, elle sera nécessairement proprement équivalente à 
une des formes Q.. Supposons en effet que f se change en F par 
la substitution propre a, &, y, d'; on aura ad'— Bye (*). Soitz 


_@ T'auteur a été probablement conduit àysa démonstration par l'analyse suivante 
qui peut la remplacer. | : | 
Supposons la forme F renfermée dans M forme f, et qué fsé&hange en F pa 
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le plus grand commun diviseur des nombres y, d\, qui ne peuvent 
d Ce Fe # 


être nuls tous les deux, et = m. Soient les nombres g, h tels 


que yg + d'h=n, k le ado: minimum positif du nombre ag+f8Bh, 
suivant le module "1. Alors la forme (m1; 4), qui est évidemment 
une des formes ©, sera proprement équivalente à la forme F, et 
‘se changera même.en elle par la substitution propre 


nl . 5 —_ 7 
n m ue Pete m d > 


PE nee aan Baie de 


la substitution &, 8,7, 4. Soit 9 une des formes LE et m,k,o,n,la substi 
tution qui change f en +. Soit enfin æ, 8#, y’, 4’ la substitution propre 
qui change @ en une forme “ne la forme fse ES en cette dernière 
par la substitution : me + ky", m£ 4 hd: Si donc l'on peut déterminer les 
nombres m, k,n, æ, 8,7", d’, de manière qu’on ait 

me +ky =, me +kd\'=8, ny =7y, nd =, 


il est clair que ® sera équivalente à F. 
Or les équations ny =, nf" ='à donnent y æ Se =; : et comme, 


d’ doivent être premiers entre eux, n sera le plus enr commun diviseur des 
notabres y; d. Des deux autres équations, on tire en éliminant m ou k, 
-R=aB— af", mad —8)"; 

et comme la seconde de ces équations revient évidemment à «ad —{y —e—mn, 
il ne reste plus qu'à satisfaire à la première et à l'équation Mg — 3. Si 
l’on suppose què & — à et 8 — = 8 soit une solution quelconque de cette dernière, 
on aura en général &°—h + py', 8=g+pd"; substituant ces valeurs dans celle 
de k, elle devient 

kR=h£ — —ga +p(êy — a) )— hB— je — pm, ou ka hô— ga (mod. m.). 
* Ainsi en prenant pour k le résidu minimum positif de A8 — ga, suivant le mo- 
‘dule m ;'la forme © ou (m; k) se trouvera parmi les formes Q. On a pour lors 


y Rey, p NME Fee 


‘ce qui est, au signe de g près, le résultat de l’auteur. 

Il est aisé de voir que la forme % restera la même de quelque manière que pet 
g soient déterminés ; elle serait encore la même, quand on aurait d’autres valeurs 
de &,B,7y,9, pourvu que le diviseur commun de , d'y n’eût pas changé, non 
plus que le résidu minimum positif de A8 — ga :: mais dans tout autre cas Ja 
Forme ® changera. Il suit de là qu’il peut y avoir plèsieurs forines @, @’, &", etc. 


Les propositions que l'auteur démontre dans Le %a° suivant , sont évidentes d'après 
ges observations, € Note du traducteur ). 


Car 
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Car, »°. il est évident que ces quatre nombres sont entiers; 2°. on 
_s'essure aisément que.la substitution est propre; 3°. il est clair 
(n° 159) que la forme en. laquelle se change (1; 4), par la transfor- 


mation précédente, est la même que celle en laquelle fse change 
par la transformation 


+-8h—k ke 3 Hk | 
(UE RE, MT EL NE, à, 
Or le premier de ces quatre nombres se réduit sur-Je-champ à 
(c8-HKB>-+mn)h), le second à = ((ad—mn)g-+89%); d'ailleurs 


on a mn=e=ad —f7 : donc By+mn=ad et admn—f), 
ce qui donne pour les deux expressions précédentes + (8 + d'h), 


É (g+d}) » qui se réduisent évidemment à «; B, puisqu'on a 7 


38 +dh=n. Ainsi cette transformation est «, @, y, d'; donc (mn; 4) 
se change en F, et partant (m1; #) et F sont proprement équi- 
valentes , puisqu'elles ont d’ailleurs le même déterminant. 


On pourra toujours juger par là si une forme f de déterminant D- 
renferme proprement une forme de déterminant De*; maïs quand 
on cherche si f renferme F# improprement, on doit chercher si 
la forme opposée à F est renfermée dans f. 


214. PROBLÈME. Étant données deux formes f et F, dont 
Les déterminans sont respectivement D et De*, ‘et dont la pre- 
mière renférme la seconde proprement; trouver toutes les trans- 
formations propres de fenF. 


En représentant par Q le même ensemble de formes qu'au 
numéro précédent, on en extraira toutes les formes auxquelles F 
est proprement équivalente. Désignons-les par @, @’, @’, etc.; cha- 
cuue de ces formes. fournira des transformations propres de a en F, 
en donnera de différentes , et il n’y aura aucune transformation 
de la forme f en F qui ne soit donnée par une des formes @; 
g,®", etc. Aureste, comme la méthode est la même pour toutes 
ces formes, nous ne nous oçcuperons que d'une seule. 


Supposons o=(M; K Dete= MN, de manière que fse change 
en? par la substitution propre, 7, X, 0» N. Retro par «’; 


FA PERTE 
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£, : d' une transformation propre quelconque de @ en F, la 
forme f se changera évidemment en Æ par la substitution propre 
Ma + Ky , MB + Kd, Ny', Nd';et de même, toute transfor- 
mation de ç en F en donnera une de fen F, et ainsi. des autres : 
pour prouver que cette solution est complète, il reste à démontrer, 
1°. Que de ceile manière on obtient toutes les transformations 
possibles de f en FE. Soit &æ, B, y, d' une transformation propre 
quelconque de en F, et comme au n° précédent , 7 le plus granä 
commun diviseur des nombres +, d', et les nombres m,g,h,k 
déterminés de la même manière qu’à ce numéro. Alors la forme 
(m; k) se trouve parmi les formes @, g', ®", etc. 


ag + 6h —k Soag+lh—k. y à 
PR en 


sera une transformation de cette forme en F , et de cette trans- 
formation on tire par la règle que nous venons de donner, «, B, 
7, d' pour celle de fen F, Tout ceci a été démontré au n° pré- 
cédent. | 
. 2°, Toutes les transformations que l’on obtient de cette manière 
sont différentes. On voït sans peine que des transformations diffé- 
rentes d’une même forme @ , g, etc. en F, ne peuvent produire la 
même transformation de f en F. Il reste donc seulement à prouver 
que deux formes différentes ? et ®’, par exemple, ne peuvent donner 
la même transformation. 

Supposons que la transformation propre &, 8, >, d' de la forme 
f en F, s'obtienne de la transformation «’, 8,7’, d’ de gen F, 
et de la transformation &”, 8”, >", d'deg’'en F. Soitg=(m; k), 

.@=(m;K),e=mn=m'n. On aura les équations 

ame +ky =mattk y. (0), 8m +R = mé HR"... (a), 
y=ny=ny"..,(68), f=nl—nrd8"...(Q,.«é bye" —L'y" 1 ra (6). 
Multipliant les équations (4) et (3) par « st &’ respectivement, 
on trouvera par la soustraction, n:= n° (x'd"— B"); en les muk 
tipliant &u contraire par a” et 8” respectivement , on trouvera de 
même nn (@"d'—{68">"); donc nest divisible par 2 etx' par, 
ce qui exige qu'on ait nn", puisque x et 7° sont supposés tous 
les deux positifs, Donc aussi #5 —m, v =", d'—d", Or en 
éliminant 1 entre les équations (1) et (2), on trouve 
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k=m (aB— Ba Las" — By )=m(ut Ra La. 
donc 4z= # (mod. m); ce qui ne peut Avoir liéu’à moits que l’on 
n'ait £— #", puisque £ et 4’ sont compris entre d'et m1 1, Donc 
les formes @ et @’ sont les mêmes contre l’hypothèse. | 


Au reste, il est clair que si le détérminanit D est négatif, ou 
positifét quarré, on trouverà effectivement par cette méthede , toutes 
les transformations propres de f'en F ; mais que s'il est. positif et 
non quarré, on trouvera certaines Hotte générales qui contien- 
dront toutes les transfotmations propres, dont le hômbre est infini. 


Enfin si la forme F est conténue improprement dans:la forme f, 
on peut trouver par la même méthode toutes :les transformations 
de f en F. Soit en effet a, B,+, d' une transforination indéter- 
minée de f en la forme opposée à F', toutes les transformations 
impropres def en F seront représentées par 4, ==, 94; == d\ 


Exemple. On demande toutes les transformations de la forme 
(2, 5,7)en (275,0,— 1), qui y'est contemue.des dé manières. 
Nous avons donné au n° précédent la suite .Q de formés pour la 
proposée. Examen fuit, on trouve que dans cette suite les ‘formes 
(5; 1)et(5; 4) sont proprement équivalentes à la forme (275,0, —1). 
Toutes les transformations de la forme (5; 1) —(50, 35, 19) en 
(275, 0, — 1) se trouvent, par la théorie que nous avons expliquée 
plus haut, être contenues dans la formule générale, 

161— 27510, —1+ 1ôu,—15t+2q0u, 1150, 
où£, u désignent les nombres entiers qui satisfont à léquation 
indéterminée # — 275u*—1; ainsi toutes les transformations 


propres de la forme (2,5,7) en(275,0,—1) qui en résultent , 
seront comprises dans la rule générale 


65t Hoi100ù, ms 4t A GB , sm 1514-2951, Lam 1516. 


De même , toutes les transformations propres de la focrie (5; 4) 
= (50, 65, 79) en (275, 6,—1}) sont contenues dans la formule 


-. 144+ 2754, + 14, —154— 2750, —t—10u, 
ce qui donne encore la suivante, pour les transformations propres 


de (2,5,7)en (275, en) 
2 
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104 2754, Liu, — 1512794 — tm 15e 


Ainsi ces deux formules embrassent toutes les transformations 
propres cherchées, 


On trouve de la même manière que les transformations im- 
propres sont données par les deux formules, 


65111000, 41—65u, —15+ 2750, —t+15u, 
10 + 275U,—10— 100, —10/— 2750, + 15u, 


215. Jusqu'à présent nous avons écarté de nos recherches les 
formes dont le déterminant —0. Pour compléter. notre théorie, 
il nous reste à ajouter quelque chose à leur. sujet. Comme il a 
été démontré génératement que si une forme de déterminant D 
renferme une forme de déterminant D’, D’ étant multiple de D; il 
s'ensuit qu’une forme de déterminant — 0 ne peut renfermer au- 
cune forme dont le déterminant ne soît aussi = 0. Il ne nous reste 
donc que deux problèmes à résoudre ; savoir : 


1°. Étant données deux formés fet F, dont la seconde a o 
pour déterminant, découvrir si la première renferme la seconde ; 
et dans ce cas , trouver toutes les transformations de f en F. 


. 2°. Trouver toutes les représentations d'un nombre donné par 
ane forme donnée de déterminant = 0. 


Le premier problème doit être traité différemment, quand le 
déterminant de la première forme est aussi —0, et quand il ne 
l'est pas. 

T. Observons avant tout qu’une forme ax° + 2bzxy + cy* dont 
le déterminant 0, peut se représenter ainsi: m(gæ+hy), 
g et h étant entiers et premiers entre eux, et 72 un nombre entier. 
Soit en effet m le plus grand commun diviseur des nombres 4, €, 
en lui donnant le même.signe qu'à ces nombres , qui doivent 


évidemment en avoir un semblable. _ ‘et _ seront Me » po- 


& 


sitifs et premiers entre eux ; leur produit doit être égal in _ - qui ‘est 
un quarré, et partant, chacun d’eux en doit être un aussi. Soit 


Lg E nlid g et À seront aussi premiers entre eux, et l'on 
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aura gh =, ou gh= 2. D'où il suit qu'on a 


ax* + 2bxy + y = m(gxt hy}. Sas 
Soient proposées maintenant deux formes f'et F de déterminant 
0; etf=m(gxz+hy)}, F=M(GX+ HF), dans lesquelles 
& est premier avec #, et G avec H. Je dis que si frenferme F, 
on aura #= M, ou que du moins =# divisera M, et donnera pour 
quotient un quarré, et réciproquement. En sn si f se change. 
en F par la substitution z=aX+8Fr,y=yxX4+ dF, on aura 


A CGX+ HF) = {(ag+9h) X-R(Bg +R) FY, 


d'où il suit évidemment que = est un quarré ; faisons . æ €*, on 
aura 
c(GX+HHF)=ÆE{(ag+yh)X4+(Bg+dh)F}; 
et partant, eG—ÆE(ag+3h), cH=Æ+(8g+d'h}; comme G, H 
sont premiers entre eux, on peut déterminer deux nombres G', 4", 
tels qu’on ait G.G'+ H.H'=1; et partant, e= G'(ag + 7h) 
+ H'(Pg+ dh}, ou égal à un entier: Réciproquement, si l’on 
M 
suppose qué — Soit un quarré entier = e*, la forme f renferméra 
la forme F, c’est-à-dire qu’on pourra toüjours déterminer des va- 
leurs entières à «, B, y, d', de manière à satisfaire aux équations 
agkLyh=+teG, fg+dh=+tel, 
car ces équations sont toujours résolubles en nombres entiers. I1 
. suffit, comme on sait, de résoudre l'équation gg +hh= 1, et 
on aura 
aeGg + he, 7 =eGhgt, re d'=eHh gr, 
en donnant à. Z) z des valeurs entières quelconques. 
Il est clair en même temps que ces formules donnent toutes les 


transformations de f en F, pourvu qu’on attribue à z et 2” toutes 
les valeurs entières, 


II. Supposons maintenant que tout restant le même d’ailleurs, 
la forme f— a2° + abxy + cy* n'ait pas o pour déterminant. Je 
dis que, 1°, si f renferme Æ, le nombre M pourra se représenter 
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par la forme f; 2°. si.M peut être:représenté par f, la forme F 
sera renfermée dans f; 3. si, dans ce cas, la formule x —#, 
y=ùv donne ivdéfimiment toutes les représentations du nombre 
M par la.forme f; les transformations de f en F seront contenues 
dans la formule GE H4, Gvs Hv. | | 

“Sapposons que fse change en:F par la snbstitution &, 8, 
+» d',en:prenant les nombres 6”, H'',tels qu’on ait GG+HH'=1; 
si l’on fait xs aG'++-8H',ye976G + J'H", la valeur de le forme 
f devient M ,-et.pertant., JM peut être cos par f. 

2°. Si l'on suppose 42° 2b£y +cv = M, il est évident que 

par la substitution G£, HË, Gu, Hu, la forme f se change en F. 


8°, Pour démontrer que la substitution G£, HE, Gu, Hv donne 


toutes les transformations de f en F, si £ , v représentent toules 
les valeurs de x, y qui rendent f == M; soitæ, 8, >, d'une trans 
formation quelconque de f en F, et, comme. plus haut, GG’ + 
HH'=1, parmi les valeurs de x, y seront les suivantes: ES “+B8H', 
| ÿ== yG'+ d'A" , qui donneront la substitütion 
.G(G'+PH'), H(aGHRK), GQ6 +4), ZE +9 2 
‘d'où l'on tire 
et A(AG ul) BC GH>—60), 7 HA (Guy), dd Ci OHTG) 
mais éomme on a | 
a (aX + BF) ab GX 07) CCE AN) EC OX HP) = M(CX+ HF); 
‘on en tire au moyen des trois équations qui en dérivent, 
 M(BCG—aH)ÿ=c(af —Ry), M(SG—yH) =a(ad By}. 
. Qr-ad'- By=0, puisque le déterminant de -F-qui-est — 0 ,.est 
égal au produit. de 4d'— & par le déterminant de f qui n'est pas 
égal à zéro; ona donc 8G— al — 0, et partant, la substitution 


en question se réduit à &, B, y» d. Ainsi la formule que nous 
avons donriée fournit toutes les ‘transformätions de f en F (*). 


(*) On poarrait encore ‘présenter :cés Hifférentes pregoëtions de la manière 
vivante. 


Si la forme f se change en F par la substitution x, 6)4, d\, on aura les 


PS PAS | 
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TITI. I] ne reste. plus. qu’à faire voir. comment on. peut tronver. 
toutes les représentations d’un nombre donné par une forme donnée 
dont ke déterminant = 0. Soit cette forme m{gx + ky}, il suit 
de là que ce nombre doit être divisible par M, et que le quotient 
doit être un gparré. Ainsi, en représentant.çe ombre’ Pre É 
on aura à trouver les valeurs de x, ÿ pour qu’on ait (gx 4y)=— 
ou ce qui revient au même , gx + y = Æ e: Or cette énae 
est toujours résoluble en nombres entiers, puisque g et sont 
premiers entre eux. On déterminera g/ et # de manière qu'on ait 
8g' + hh = 1, et l’on aura x= + get, JE he, 


où z est un nombre entier quelconque. 


Comme application des recherches prérédentes , nous ajouterons 
le problème suivant. 

216. PROBLÈME. Trouver tioufes les solutions en nombres 
entiers, de l'équation générale du second degré. àdeux inconnues, 


ax + 2bxy + cy°+2dx + 2ey +f=o, ‘(* 


équations 
au+abay+ey=MG?, aeB+b(ad+8})-+c)3=MGH, a8°+ als + ct MEH ; 


c — 4 
on aura encore af} —0o, ou 8 =$ 
Si de la première ; multipliée par à, on retranche e seconde, moképlién ee 
on en déduit sur-Je-champ, G— #70, :ou £ —2 —7à et puisqu'on à 2 


2—É; G et H sont premiers entre eux, donc y et « sont divisibles par G, et 
d et & par H; desorte que l’on aura a EG, B—=EH, y=vG, d—0H, Eet v 
étant des indétarmipées. Qr ces valeurs, substituées se les trois équations, «é- 
duisent çhacuné d'elles à. 

a + abév + ou = M. 
Donc nous prauvons à-la-fois, 1°. que M doit être représentable par la forme 
(a, b, c); 2°. que s’il est Se la transformation de f en Fest possible ; 
3°. qu'elle se fait par la substitution £G, EH, vG,vH, et en même temps qu'on 
ebtiendra ainsi toutes les transformations. (Vote du traducteur). 


® Si l'on proposait une équation dans laquelle le 2°, Je # et le 5°. ns 
ne fussent pas pairs, cette équation, multipliée par 2, prendrait la forme que 
nous lui supposons. 
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[owa,b,c, etc. sont des nombres entiers quelconques. 


Si l’on introduit à la place des inconnues x, y , d’autres in- 
connues 


“p=(b ic) zee be—cd, g=(b*—ac)y-+bd—ae, - 


qui seront évidemment entiers quand x, y le seront, on aura 
l'équation 
ap° 2bpg=-cg* + (b—ac)(ae—2bedt+c&)+f(b—ac) =0, 
ou, en faisant pour abréger (b*—ac) ( ae* — 2bde + cd) + 
f(b—ac)Y= M, 

| ap* + 2bpq + cy° = M. 
Or nous avons donné la manière de trouver toutes les solutions 
de cette équation , c’est-à-dire, toutes les représentations du 
nombre M par la forme (a, b, c); mais on a par les relations 
entre P, 9» & €etY» 


_p=+cd—be _qg—+ae—bd 
PR ee EE ae 
Si donc on rejette de toutes les valeurs qui en résultent pour æ 


et y, celles qui sont fractionnaires, il ne restera que les solutions 
cherchées. 


A l'égard de cette solution, il y a plusieurs observations à faire. 


. 1°, Si M ne peut être représenté par la forme (4, b, c), ou si 
aucune représentation ne fournit de valeurs entières pour x, y; 
l'équation n’est pas résoluble. 


2°. Quand le déterminant b°—ac de la forme (a, à, c) est né- 
gatif ou positif quarré , et qu’on a en même temps £M>o, 
les représentations du nombre M par la forme (a, b, c) sont limi- 


tées, et parconséquent aussi les solutions de l'équation proposée, 
s’il en existe. 


3°. Quand 2°— ac est positif non quarré, ou qu'il est quarré, 
et qu'on a en même temps M—0o, si le nombre M peut être 


représenté par la forme (a, b, c), le nombre des représentations 
sera infini. Maïs comme il est impossible de trouver alors toutes 


ces 
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ces représentations, et partant, d'essayer si elles donnent pour 


æ, y des valeurs fractionnairés ou entières , il est nécessaire d’éta- 
‘blir une règle par laquelle on puisse s'assurer, quand cela arrive, 
qu’il n'y a aucune représentation qui donne des valeurs entières 
pour æ , y; car, sans cette règle, quel que Mt le nombre des repré- 
sentations essayées, on n’arriverait jamais à la certitude, et quand 
une partie des représentations donne des valeurs entières, et l’autre 
des valeurs fractionnaires , ï faudra savoir distinguer les premières 
représentations des dernières. 


4. Quand L*— ac = 0, les formules précédentes ne déterminent 
pas les valeurs de x, y. Ainsi, dans ce cas, il faudra avoir recours 
à une méthode particulière. 


217. Dans le'cas où b*—ac est un nombre positif non quarré, nous 
avons fait: voir plus haut que toutes les représentations du nombre 
M par la forme (a, b, c), s'il y en a quelques-unes, peuvent 
être données par une ou plusieurs formules telles que 


p=2(At+Bu), q=2(Ct+ Du); 


A, B, C, D étant des nombres entiers donnés, m le plus grand 
diviseur commun des nombres z#, 2b, c; enfin £, des nombres 
entiers qui satisfont à l’ équation L—( pe ac)u* =m"*. Comme 
les valeurs de t, u peuvent être prises positivement et négativement, 
au lieu des formules précédentes, on peut prendre lesquatre suivantes: 


1 
p=—(At+ Bu), q=2(Ct+Du); p=2 At—Bu), q=—(Ct— Du) ; 


P = (—4t+ Bu), g=—(—Ct+ Bu); p=——(4t+Bu), g=—(Ct+ Du). 


ensorte que ie nombre de toutes les formules soit quatre fois plus 
grand qu'auparavant, mais que # et £ soient positifs; examinons 
donc séparément chacune de ces formules, et cherchons quelles 
sont les valeurs de z, 4 qui donnent des valeurs entières pour æ, y. 


La formule 
= >» (A+ Bu), q=R(Ct+ Du)... ( © 


donne pour x et y 
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AL Butmel= me Fe Ct + Du + mae=mbd 
ma? JT nb 

Or nous avons fait voir plus haut que toutes les valeurs positives 
de t forment une suite récurrente #, #’, 1”, etc., et SE les valeurs 
correspondantes de z en forment une autre w, w', u”,etc.; qu’en 
outre on pouvait toujours trouver un nombre 27 tel qu’on eût, 
suivant un module donné quelconque , 


TL 


+1 +2 - 
lær, West, 1Tæt, etc, u'æœu, 7 œu,u"" œu’, ete. 


Prenons pour ce module le nombre m(b*—ac), et désignons par 
a, y° les valeurs qui résultent pour x, y de la substitution de £°, °; 
par x’, y celles qui résultent de #, w’, etc. On voit alors sans 
peine que six, 7% sont des nombres entiers, et que y soit con- 


; h h h 
venablement déterminé, les valeurs x HR ÿ LES ot Lu 


Pas Rh+ku HR 


; etc.;-æ FE dl seront des nombres entiers , et qu’ an : 


PRE Ÿ (Ars le sera 


contraire si x’ ou y' est fractionnaire æ . ‘,ou 
aussi. Il suit de Jà que si Fons sherehes les valeurs de x, y de- 


puis 2°, y° jusqu’à Te, — ; €t qu’aucunes d'elles ne soient 


entières, la formule (1) ne donnera absolument aucunes valeurs 
entières. ie TJ. Mais si l'on en trouve quelques-unes, par 


y! # 
exemple, +, ,Y3 x, ÿ , etc., toutes les valeurs entières données 
par la formule (1) seront celles de x, y, dont les accens seront 
y+ Au, v+ku, etc., & désignant tous. les nombres entiers po- 
sitifs, y compris zéro. 


Les autres formules dans lesquelles sont contenues les valeurs 
de p, q doivent être traitées absolument de la même manière, et 
sil arrivait que d’aucune d’elles on n’obtînt des valeurs entières 

‘pour æ, ÿ, Féquation proposée ne serait pas résoluble en nombres 
entiers; mais toutes les ‘fois qu elle le sera, Îles solutions entières 
pourront s’obtenir par ce que nous venons d’exposer. 


218. Quand —ac est un quarré et qu’on a M—o, toutes les 
valeurs de p, 4 sont comprises sous deux formules de cette forme 


P=Az, q=Br, p—A'r, qg=8Bz 
où 3 est un nombre entier quelconque, 4, B, 4’, B', des nombres 


Pot lue het SET STRESS 
re 2e 8e SSI 
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entiers premiers enfre eux; c’est-à-dire À avec B, avec H 
(n° 212). Il en résuite : | 


__ 4Aztcd—be, ÉUps asc ha 

PR me cer QE 
___A'r#cd-—be __B'24-ae—bd 

LE TN AGP) = — je ne see (2)e 


Mais comme ces formules peuvent conduire à des valeurs frac- 
tionnaires pour x, y, à moins que l’on n'ait b*—ac=— 1; il sera 
utile de distinguer les valeurs de z qui rendent x et y entiers dans 
chaque formule; d’ailleurs il suffira de considérer la première, 

parceque la même méthode s’appliquera à la seconde. | 


Puisque 4 et B sont premiers entre eux, on peut déterminer 

- deux nombres 4,, B,, tels qu'on ait 44,4 BB,=—:; substi- 
tuant 4 et B leurs valeurs tirées de la formule (1), on a 
(Aix + 8,7) (b—ac) = 24 A (ed— bé) + B,(ace—bd); 

d'où il suitque les valeurs de z qui rendront x, y entiers, doivent 

être congrues à 4 (be—cd)+B,(bd—ac), suivant le module &*—as, 

ouêtre contenues sous la formule (b*—ac)z'+4,(be—cd)+B(bd—ce), 

z’ étant un nombre entier quelconque. On obtient facilement par là, 

au lieu de la formule (1), la formule suivante: 


A(bd—ae)—B(be—cd) A(bd-—20)-—B(be-cd) 
TT RE PV PUBS CRNETIETEN PR 


ax=Az +B,;. ras TR 


: y=B2 —A 5 
qui donnera évidemment des valeurs entières pour toutes les va- 

 Jeurs de z’, si elleen donne pour une seule. Or il suffit pour cela, 
qu'on ait A(bd—ue)=B(be—ad) (mod. b'—ac). Si-cette con- 
gruence n’a pas lieu, la formule (1) ne donnera pas de valeurs 


entières. On traitera de même la formule (a). 

219. Quand b°—ac=0, la forme ax*2bxy +-cy* peut se chan- 
ger en m(az+ by), où m, «, B sont des entiers (n° 215). Soit fait 
ax+-By=—2, l'équation proposée devient 

mz° + 2dx + 2ey +f—=0; 
éliminant entre cette équation et l'équation ææ+-By=z, on a 
___ Bmz°+-2e2+-8f __ amz°+2d2+ af 
Puel) ? JT sde) | 


Or il est clair que ces valeurs satisferont à l'équation, en donnant 
2 
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À z une valeur quelconque, à moins qu’on n'ait af", cas que 
nous considérerons tout-à-l’heure à part; il ne reste donc qu’à 
faire voir quelles doivent être les valeurs de z, pour qu’il en ré- 
sulte des valeurs entières de x et de y. 

Comme ax + By=2, on ne peut prendre pour z que des nombres 
entiers; en outre, il est évident que si une valeur de z rend x 
et y entiers, la même chose aura lieu pour toutes les valeurs de z 
congrues à celle-là, suivant le module 2(4e—fd). Si donc on 
substitue pour z tous les nombres entiers depuis © jusqu’à 
cha(ae—Bd}—1, suivant que «e—/fBd sera positif ou négatif, et 
qu'aucune de ces substitutions ne rende x et y entiers, l’équa- 
tion proposée ne sera pas résoluble en nombres entiers; mais si 
quelques-unes de ces valeurs ont cette propriété, supposons que 
cesoient les valeurs £, &”’, £”, etc., on aura toutesles solutions, eu 
prenant z— (ae — fBd)k+ ,z2=2(ae—/fa2)k+", etc., k étant 
un entier quelconque. Les valeurs de z, €, £”, etc. peuvent aussi 
par la solution se trouver des congruénces du second degré. (-Voyez 
Section IV.) 

220. Pour le cas. où ae—fd, il faut chercher une méthode 
PRREAUt Par le n° 215, « et 8 sont premiérs entre eux; ainsi 


= sera un nombre entier que nous nommerons 4. Alors l'équa- 


tion n proposée prend la forme 

(max + my +h) —h <mf=0, 
et partant ne peut avoir de solutions rationnelles., à moins que. 
“h'mf ne soit un quarré. Sois donc h°— mf=#, on tire de 
l'équation précédente 

max + my +h+k=0o. 

Cette équation exige, pour être résoluble en nombres entiers, 
qe AH £ soit divisible par m; car d’ailleurs «, 8 étant pre- 
miers entre eux, on trouvera toutes les solations par les règles 
connues. 


221. Éclaïircissons par un exemple lé cas Lee n° 217, qui est 
le plus difficile. Soit l'équation 


D me BOY Y°H2T — 4Y à 2 0. 


Fa introduisant de nouvelles indéterminées p—15x—9; 


ARITHMÉTIQUES. 221 
g=15ÿ-+6, on en tire l'équation p°+8pg+g" ——6540. Or 

on trouve que toutes les solutions de cette équation sont renfer- 
méss dans les quatre formules 


p= 61, qg——24t—Q0u; p= 6!, q=—=—324t+090u, 

p=—6t, qg= 24t—og0ou; p=—6t, qg=. 24140904, 
t, u étant des nombres indéterminés qui doivent satisfaire à l’éque- 
tion #—154°=1, et qui sont donnés par la formule 


= 2 {HAS + U-Va5)}, = 2578 (HV 15)-(4-V18) }ar2co). 


Ainsi toutes les valeurs de x, y seront contenues dans les formules 


æ—}(ot + 5), y——+#(81+Bou+2), x—5$(at + 5), y——1(8—3outa) 
x—=}(—2t+#+3), y—= 5 (8t-—3ou—2); TE (—at+#+3), y— 5 (8t4-3ou—2). 
En appliquant convenablement ce que nous avons dit plus haut, on 
trouvera que pour avoir des nombres entiers il faut prendre pour 
2, u, dans la première et la seconde formule, les valeurs qui ré- 
sultent en supposant æ pair, et au contraire, dans la troisième 
‘et la quatrième, celles qui résultent en le supposant impair. Les 
‘solutions les plus simples sont æ=1, —1, —1;ÿ=2, 0, 12, 
respectivement. 


Au reste, nous ferons remarquer que la solution du problème 
précédent peut le plus souvent s’abréger par un grand nombre 
d'artifices , surtoût quand on en vient à l'exclusion des valeurs 
entières; mais nous sommes obligés de ne pas nous y arrêter poux 
éviter les longueurs. 


222. Comme beaucoup des choses que nous avons traitées jus- 
‘qu'ici l'ont été aussi par d’autres géomètres, nous ne pouvous 
passer sous silence leurs travaux. Lagrange a fait des Recherches 
générales sur l’éguivalence des formes (nouv. Mém. de l'Acud. 
de Bérlin , 17793, p. 203, et 1775, p. 323), où il prouve surtout 
que, pour un déterminant donné quelconque , on peut trouver un 
nombre fini de formes telles, que toute forme de même détermi- 
nant soit équivalente à une d'entre elles, et que partant , toutes 
_ les formes d’un déterminant donné peuvent se distribuer par classes. 
Ensuite Legendre a découvert plusieurs propriétés élégantes de 
cette classification, mais pour Ja plus grande partie par induction, 


ee L ! | Te 
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ét nous les donnerons plàs bas avec les démonstrations..Au reste, 
personné n'avait encore songé à faire la distinction de l’équiva- 
lence propre et impropre , dont l'usage est sensible dans les fe- 
cherches délicates. 


Le faineux problème du n° 216 à été résolu completement, pour 
la première fois, par Lagrange (Hist. de l'Acad. de Berlin, 1767, 
p. 165, et 1768, p. 181). Sa solution existe aussi, mais moins 
complète, dans les Supplémens à {Algèbre d'Euler. Euler lui- 
même avait auparavant attaqué le même sujet (Comm. Petr. T.r1, 
p.195; Comm. nov. T.1x, p,3; ibid, T. xrir1, p. 185); 
mais il a toujours borné sa recherche à déduire toutes les solutions 
d'une seule qu’il suppose connue; et d’ailleurs ses méthodes ne 
donnent toutes les solutions que dans un petit nombre de cas. 
Bien que Je dernier de ces trois mémoires soit postérieur à celui 
dans lequel est renfermée la solution de Lagrange qui embrasse 
le problème dans toute sa généralité, et à cet égard ne laisse rien à 
desirer ; il paraît cependant qu’'Euler à cette époque ne la con- 
naissait pas encore. Au reste, notre solution , ainsi que tout ce 
qui a été donné dans cette section , est fondée-sur des principes 
tout-à-fait différens. | 

Ce que d'autres, tels que Diophante, Fermat, etc, ont fait 
connaître :à ce sujet, n'appartient qu’à des cas très-particuliers; 
aussi, comme nous avons rappelé en temps et lieu ce qui était le 
plus digne de mémoire, nous ne nous arrêtons pas à parler de 
_ chaque chose en particulier, | 


D Se 


Ce que nous avons dit jusqu’à présent sur les formes du second 
degré, ne doit être regardé que comme les premiers élémens de 
cette théorie. Nous avons vu le champ s’agrandir considérable. 
ment, en poursuivant nos recherches avec persévérance ; nons 
donnons dans ce qui va suivre les choses qui nous ont paru les 
«plus dignes d’attention, Car la fertilité de ce sujet est telle, que 
nous sommes forcés pour abréger, de passer sous silence une grande 
partie de ce que nous avons pu découvrir; et une plus grande partie 
sans doute est encore cachée et attend de nouveaux efforts, Nous 
prévenons que les formes dont le déterminant = 0 sont excluses 
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de no$ Recherches ; à moins que nous n 'avertissionsépécialement 
_ du contraire. : 


223. Nous avons déjà fait voir : plus haut, (nos 195, nn 211), 
qu étant donné un nombre entier quelconque D, on pouvait assigner 
une suile de formes F, F’, F", etc. de déterminant D, telles que 
toute forme de déterminant D soit proprement lente à l’une 
d'elles , et à üne seule. Ainsi toutes les formes de déterminant 
donné D, dont le nombre est infini, peuvent se classer d’après 
ces formes , en composant la première classe de toutes les formes 
équivalentes : àaF, la seconde ; de toutes Îes formes équivalentes 
ir, _etge 
_ On pourra choisir dans chaque classe de formés de détesmi- 
nant D, une d'entre elles que l’on considérera comme forme 
Féprésentanie de toute la classe. Il-est indifférent en soi quelle 
forme on prend dans chaque classe, cependant on doit toujours. 
préférer celle qui est plus simple que toutes les autres. Or la sim- 
plicité d’une. forme (a, b,.c) dépend évidemment de la ‘grandeur 
.des nombres a, ?; c ; et on dira à juste titre que la forme (a ,b,c) 
est plus simple que la forme (a, &#,c),silonaa<a,b<E, 
c<c',. Mais il reste encore à savoir laquelle, par exemple, nous 
.ehoisirions des deux formes (17,0, — 45), (52 o,— 153). Le 
plus souvent il sera avantageux d'observer la règle suivante : 

I. Quand D estnégatif, on prendra es formes réduites pour formes 
représentatives dans chaque classe ; mais s’il y a deux formes ré- 

 duites dans la même classe, elles seront opposées (n° 172), et l’on 
prendra ( celle où le terme du milieu sera positif. 


IT. Quand D sera positif non quarré, on formera la période 
d’uné forme réduite contenue dar la classe proposée ; cette période 
renfermera deux formes ambiguës, ou n’en renfermera aucune 
(n° 187). 

1°. Dans le premier cas, soient (4,.B, C),(.4’, B' C') ces 
… formes ambiguës ; M, M' les résidus minima des nembres 2, B', 
suivant les modules 4,4, Rd qu'on: us positivement 


s'ils ne sont = 0; enfin N— Es N=—7—. Cela posé, 
on choisira célle des deux formes (.4,M,—N), (4, M,—N), 
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qui paraïtra la du simple pour forme représenfante. Dans ce 
choix, on préférera la forme dont le terme du milieu —0; mais 
quand cela arrive dans les deux formes , ou que cela n'arrive dans 
aucune, on doit choisir celle dans laquelle le premier terme est 
le plus petit, et quand il y a égalité au signe près, celle où le 
premier terme est positif. 


2°. Dans le second cas, on choisira dans toute His période la 
forme dont le premier terme est le plus petit, abstraction faite du 
signe, de manière cependant que si dans 1a même période deux 
formes avaient le premier terme au signe près , on préférerait 
celle où il est positif. Soit (4, B, C) cette forme, on en déduira, 
comme dans le cas précédent, une autre forme (4, M, —N) (en 
prenant pour M le résidu minimum absolu de B , suivant le mo- 


et on la choisira pour re- 
ner 


S'il arrivaît que plusieurs formes & la période eussent le même 
plus petit premier terme, on les traiterait toutes comme il vient 
d’être prescrit , et parmi les formes qui en résulteraient , on pren- 
drait pour représentante celle dans laquelle le terme d milieu 
serait le plus petit. 

Ainsi, par exemple, pour D = 305, on a entr’autres la période 

(17; 45— 17); (—17; 13, 8), (5, 11,—23), (— 23,12, 7)» 

(716,— 7), (— 712,23), (23,11, — 8), (— 8,13,17), 
dans laquelle on choisit d’abord la forme (7, 16,—7), d'où l’on 
tire ensuite la forme représentante (7, 2, — 43). 

IIT. Quandle déterminant sera un nombre quarréK*, on cher- 
chera une forme réduite (4,X,0) contenue dans la classe proposée ; 
et si 4 < ÆXou=— X, on la prendra pour la forme représentante; 
mais si {> X, on prendra à sa place la forme (A, — 2X, K, 0) 
dont le premier membre sera négatif, mais € X. 


Exemple. De cette manière, on distribuera en 16 classes toutes 
‘les formes de déterminant — 235, classes dont les formes repré- 
sentantes seront 
(1,0, 235), ( 2,1, 118), (47, 59), ( 4, —x, 59); 
(5,0, 47), (10,5, 26), (13, 5, 20), (153, —5, 20), 
cé 
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et huit autres qui ne diffèrent des précédentes que par le signe. 
des termes extrêmes : (—1,0,— 235), (—2, 1,— 118), etc. 


Toutes les formes de déterminant 79 se distribuent en six classes 
dont les représentantes sont | 


(1, O0, — 79); er 0; 79); Cr, — 26), 
(—3,;— 1,26), (—3, 1, 26), (3, 1,—:26), 

224. Par cette classification, on sépare des autres toutes les 
formes qui sont proprement équivalentes; ainsi deux formes de 
la même classe sont proprement équivalentes ; tant nombre qui 
peut être représenté par l’une d'elles, peut l'être par l'autre ; et si 
un nombre M peut être représenté par la première en donnant des : 
valeurs premières aux indéterminées, il pourra être représenté par 
la seconde de Ia même manière, desorte même que les deux repré- 
sentations appartiennent à la même valeur de l'expression ÿ/D 
(mod. M). Mais deux formes qui appartiennent à des classes dif- 
férentes, ne pourront être proprement équivalentes, et l'on ne 
peut pas conclure de ce qu’un nombre est représentable par l’une 
d'elles, qu'il le soit par l’autre ; au contraire , nous sommes en 
droit d'affirmer que si un nombre M peut se représenter par la 
première, en donnant à x, y des valeurs premières entre elles, 
on ne pourra pas trouver de représentations de ce nombre par l’autre 
forme , appartenant à la même valeur de l'expression D 
(mod. M), (n° 167, 168). | 

Au contraire, comme il peut arriver que deux formes #, F, 
prises dans deux classes différentes À, X”, soient improprement équi- 
valentes, auquel cas toute forme de la première classe sera impro- 
prement équivalente à toute forme de la deuxième; chaque 
forme de XÀ aura son opposée dans ÆX, et les classes X, Æ”, se- 
ront dites opposées. Ainsi, dans le premier exemple de l’article 
précédent, la troisième classe des formes de déterminant —235 
est opposée à la quatrième, et la septième à la huitième; dans 
le second exemple, la troisième l’est à lasixième, et la quatrième à la 
cinquième, Etant donc proposées deux formes prises dans des classes 
opposées, tout nombre qui pourra être représenté par l'une d'elles, 
pourra l’être aussi par l’antre. Si pour l’une la représentation a lieu 

par des valeurs premières, ilen sera de même pour pus manière 
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cependant ; que les représentations appartiendront à des valeurs 
opposées de l'expression y D (mod. AM). Au reste, les règles que 
nous avons données pour le choix des formes représentantes, sont 
établies de manière que les classes opposées obtiennent des repré- 
sentantes opposées. 

Enfin ,il y a aussi des classes qui sont elles-mêmes leurs Op- 

posées; savoir, si une forme et son opposée sont contenues dans 
la même classe, on voit facilement que toutes les formes de cette 
” classe sont équivalentes entre elles, tant proprement qu’impropre- 
ment, et qu’elles ont toujours leurs opposées dans Ja même classe. 
Toute classe jouira de cette propriété, lorsqu'elle contiendra une 
forme ambiguë, et réciproquement on trouvera une forme ambi- 
gué dans toute classe qui est elle-même son opposée (n° 163, 165); 
aussi cette classe s’appellera ambiguë. Ainsi, parmi les classes de 
déterminant — 235, on trouve huit ambigués, dont les représen- 
tantes sont : 
Cie, 0285) (0, EE, Coni8) CUS 0 MAT O0 RE 
(—1, 0, —235), (—2, 1, —118), (—5, 0, —47), (—10, 5, —26),. 
Parmi les classes de déterminant 79, il yena deux: (1, 0, —79), 
(250, 79). | 

Au reste, si l’on détermine les formes représentantes d’après les 
règles que nous avons données, on trouvera sans peine les classes 
ambiguës; pour le déterminant positif non quarré, on trouvera 
nécessairement des représentantes ambiguës pour des classes qui 
le sont (n° 194); pour le déterminant négatif, la forme représen- 
tante d’une classe ambiguë sera elle-même ambiguë, ou bien ses 
termes extrêmes seront égaux (n° 172). Enfin , pour les formes de 
déterminant positif quarré, il est aisé de juger (n° 210) si la forme 
représentante est improprement équivalente à elle-même, et par- 
tant, si la classe est ambiguë, . 


225. Nous avons déjà fait voir plus haut (n° 175) que dans une 
forme (a, b, c) de déterminant négatif, les termes extrêmes doivent 
avoir le même signe, non-seulement entre eux, mais encore, que 
les termes extrêmes de toute aütre forme qui lui est équivalente; 
Sia, c sont positifs, nous appellerons positive ‘la forme (à, b, ch 
et la classe qui la renferme, et qui ne contiendra que des formes 
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positives, s'appellera cZasse positive. Au contraire, si a, © sont 
négatifs, (a, b, c) sera une forme négative, et elle sera conte- 
nue dans une classe négative. Les nombres négatifs ne peuvent 
être représentés par une forme positive, ni les nombres positifs 
par une forme négative. Si (a, b, c) est la représentante d'une 
certaine classe, la forme (—x, b, —c) sera celle de la classe 
négative, et il suit de là qu’il y a autant de classes positives que : 
de négatives, et que les dernières seront déterminées, lorsque 
les premières le seront. Ainsi, dans les recherches sur les formes 
de déterminant négatif, il suffit le plus souvent de considérer 
les classes positives, puisque leurs propriétés se rapportent faci- 
lement aux classes négatives. 


Au reste, cette distinction n’a lieu que pour les formes de dé- 
terminant négatif; les nombres positifs et négatifs peuvent être 
représentés également par des formes quelconques de déterminant 
positif, ensorte qu’il n'est pas rare que les deux formes (a, à, c), 
(— a, b, —c) doivent être rapportées à la même classe. 


226. Nous appelons forme primitive une forme quelconque 
(a, b, c), lorsque les nombres 4, b, © n'ont pas de diviseur com- 
mun, autrement elle s’appellera dérivée, de manière que la forme 
(a, b, c) sera dite dérivée de la forme primitive ( 2 2) ; 
si mn est le plus grand commun diviseur des nombres a, b,c. Il 
suit de là que toute forme sera primitive, si son déterminant n’est 
divisible par aucun quarré (1 excepté). Or, par le n° 16r, il 
est clair que s’il y a une forme primitive dans une classe donnée, 
toutes les formes de cette classe le seront également, ‘et on l'ap- 
pellera c/asse primitive. Il est d’ailleurs évident que si une 


forme F de déterminant D est dérivée d'une forme primitive f 
de déterminant = , et que X et 4 soient respectivement les classes 


qui renferment les formes F, f, toutes les formes de X seront 
dérivées de la classe À; ainsi la classe X sera dite dérivée de 
Ja classe primitive k. 


Si (a, b, c) est une forme primitive, ef que a, c ne soient 
pas tous les deux pairs, on voit facilement que a, 2b, c n’aurontpas 


non plus de diviseur commun, Dans ce cas, la forme (4, Ë, c) sera 
Aa 
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dite proprement primitive) ou plus simplement forme propre ; 
mais si a, c sont pairs, les nombres a, 2b, c auront 2 pour com- : 


_ mun et même pour plus grand commun diviseur ; alors la forme 
(a, b,c) sera improprement primitive, ou! plus simplement im- 
propre (*). Dans ce cas, b sera nécessairement impair , car autre- 
ment la forme (a,.b, c) ne serait pas primitive; ainsi l’on aura 

“=: (mod.4), et partant, puisque ac est divisible par 4, 
NE (mod. 4) : les formes impropres auront donc des dé- 
terminans de la forme 471 ou —(4n+4-3), suivant qu'ils se- 
ront positifs ou négatifs. Mais, par le n° 161, il est clair que 
s’il y a dans une classe une forme proprement primitive, toutes 
les autres le seront, et-que de même, une classe qui renferme une 
forme improprement primitive, n’en renfermera que decette espèce. 
‘Ainsi nous appellerons cette classe, dans le premier cas, propre- 
ment primilive ou propre, et dans le second cas, émproprement 

rimitive ou impropre. Par exemple, parmi les classes positives 
de déterminant —235, il y en a six propres, savoir, celles dont 
les représentantes sont : 


_{r, 0, 235), (4, x ; 59), (4, ==1, 5g), (5,0, 47), (3, 5, 20), (13,—5, is 
et autant parmi lés classes négatives; il y en a deux impropres de 
chaque espèce. Quant aux classes de déterminant 79, elles sont 
toutes propres, puisque 79 est de la forme 4743. 


Si la forme (a, B, c) est dérivée de la forme primitive 
b CA L 
(£, 0 2); cette dernière peut être propre ou impropre. Dans 


le premier cas m1, dans le second 27, sera le plus grand com- 


mun diviseur des nombres a, 2b, c, ce quifait entendre la dis- 
-tinction entre vne forme Fire d'une forme proprement primi- 
tive, et une forme dérivée d'une forme tmproprement primilives 
et partant (n° 161) entre une casse dérivée d'une classe pro- 


prement primilive., et une classe dérivée d'une classe _impro- 
prement prunitive, : 


(*) Nous ne nous sommes servis de. ces termes de propre et d'impropre qu'à 
défaut d'autres plus convenables, car fb n’ont aucun rapport avec ceux que 


fous ayons employés depuis le: n° 187. Au reste, il n’y a pas à RER qu'on 
puisse les confondre. 


Re SANTE MR | Ne 


ee 


. binaisons (n° 17). En supposant D—D".2 
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Par cette distinction nous avons trouvé le principe qui nous 


servira à distribuer par ordres toutes les classes de formes de dé- 


terminant donné. 


Nous rangerons dans le méme ordre les dèux formes (a, b, c), 
(a', b', c), si l’on a à-la-fois le même plus grand diviseur com- 
mun pour &, D, c; a’, b', c’, pour a, 2b, c et a, 2b”, c'; mais 
si l'une ou l’autre de ces conditions n’a pas lieu, les rer se 
rapporteront à desordres di ifféréns. T1 suit de là immédiatement, 
que les classes proprement primitives composent un ordre, et 
toutes les classes improprement primitives, un autre. Si m* est 
le quarré qui divise le déterminant D , les classes dérivées des 
classes proprement primitives de déterminant D composeront un 
ordre particulier, et les classes dérivées des classes improprement 


primitives de déterminant Z. en composeront un aufré. Si par 


hasard D n’est divisible par aucun quarré (excepté ), il n’y aura 
pas d'ordres de classes dérivées, et partant il n’y aura qu’un 
ordre, lorsque D=2 ou 3 (mod. 4), celui des classes proprement 
primitives, ou deux, lorsque D=1 (mod. 4), celui des classes 
proprement primitives, et celui des classes improprement pri- 


_mitives. 


On déduit sans peine la règle suivante par le calcul des com- 


ee PRE 2y ee 
p °, 


desorte que D’ ne renferme aucun facteur quarts, le nombre des 
ordres sera (u—1)(a+1) (B+1) (y+1)...si D'=2 ou =3 
(mod. 4); où (u+2)(a+1)(B+1)(y+1)...si D'=1 (mod. 4). 
Exemple I". Si D=—45=5.5, on aura six classes dont les re- 
présentantes sont : 
(1, CR —45), (—1, 0, 45), (2, 1, —22), (—2, 1, 22), (3, 0, —15), (6, 3, —6) » 
ét elles peuvent se distribuer en quatre ordres, 
1°, (1,0,—45), (—1,0,45), propres; 2. (2, 1,—22), (—2, 1, 19) 
improprés; 3°. la classe (3, 0, —15) dérivée d'une classe propre 
dé détérminant 5; 4°. la classe (6, 3, —6) dérivée d’une classe 
impropre de déterminant 5. 


Exemple IT. Les classes positives de détérminunit99==1 1. 3 
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peuvent se distribuer en quatre ordres, en désignant les classes 

par leurs représentantes. | 

Le premier contient les classes propres suivantes : 

(1, 0, 99), (4, 1, 25), (4, —1, 25), (5, 1, 20), (5, —1, 20), (9, 0, 11); 
Le deuxième, les classes impropres: (2, 1, 50), (10, 1, 10); 
Le troisième, les classes dérivées de classes propres de déter- 

minant — 11: (5, 0, 35), (9, 3, 12), (9, —3, 12); 

Le quatrième, une classe dérivée d’une impropre de détermi- 
nant —11: (6, 3, 18). | 
- On distribuera par ordre, de la même manière, les classes né- 
gatives de même déterminant. 

On voit sans peine que les classes opposées se rapportent au 
même ordre. : 

227. Parmi tous les ordres, celui des classes proprement primi- 
tives mérite la plus grande attention; car toutes les classes dérivées 
tirent leur origine de certaines classes primitives de déterminant 
moindre, de la considération desquelles suit le plus souvent de 
soi-même ce qui regarde les premières. Or nous ferons voir plus 
bas qu’une classe improprement primitive quelconque répond tou- 
jours à une ou à trois classes proprement primitives , et l’on sait 
que les classes négatives répondant toujours à certaines classes 
positives, on pourra ne pas s'en occuper. | 


Afin d'examiner plus à fond la nature des classes proprement 
primitives, nous expliquerons avant tout une certaine différence 
essentielle, d’après laquelle un ordre entier de classes peut se 
subdiviser en genres, et comme nous n'avons pas encore parlé de 
cet important sujet, il faudra prendre la chose dès l’origine. 


228, THÉORÈME. 17 y a une infintté de nombres non divi- 
sibles par un nombre premier donné p quel qu'il soit, qui 
peuvent étre représentés par une forme proprement primitiveF. 

Soit F—02+abxzy+cy*, il est évident que p ne divisera pas 
à-la-fois les nombres a, 2b, c. Or, quand & n’est pas divisible 
par p, il suffira de donner à x une valeur non-divisible par p; 
et à y une valeur divisible, Quand c n'est pas divisible Par Ps 
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on pourra donner à y une valenr non-divisible et À + une valeur 


_divisible; enfin, quand a et © sont divisibles par p, et que partant 


2b ne l’est pas, on pourra donner à æ et à y des valeurs non- 
divisibles. Dans ces trois cas, il est évident que la valeur de la 
forme F ne sera pas divisible par p. 


Le théorème a lieu également pour les formes improprement 


-primitives, pourvu qu'on n'ait pas p— 2, 


Comme plusieurs conditions de celte espèce peuvent exister 
à-la-fois, de manière qu'un nombre soit divisible par de certains 
nombres premiers, et qu'il ne soit pas divisible par d’autres, on 
voit facilement que les nombres x, y peuvent être déterminés 
d’une infinité de manières qui rendent F non-divisible par tant 
de nombres premiers qu’on voudra (excepté 2 lorsque la forme 
est improprement primitive). Ainsi le théorème peut être énoncé 
plus généralement ainsi qu’il suit : | 


On peut représenter par une forme primitive quelconque, 
une infinité de nombres premiers à un nombre donné quelt- 
congue (impair , quand la forme est improprement primitive), 

229. THÉORÈME. Soit F une forme primitive de déterminantT), 
p un nombre premier qui divise D; alors tous les nombres non- 
divisibles par p, qui peuvent étre représentés par la formeF, 
seront tous résidus quadratiques de p, ou tous non-résidus. 

Soit F—(a, b, c); m, m' deux nombres quelconques non-divi- 
sibles par p, et qui peuvent être représentés par la forme F, 
on aura 

mag" 2bgh+ch, mag" +algh+ch", 
et partant | 

mm (age + b(gh +gh)+chh} — Dh —hg); 
donc mm sera congru à un quarré, suivant le module D, et 
parconséquent suivant le module p, c'est-à-dire que 177 est ré- 


sidu quadratique de p. Il suit de là que 2 et #° seront tous deux 
résidus ou non-résidus (n° 98). 


_ On prouve dè à même manière, que si D est divisible par 4, 
les nombres impairs qui peuvent étre représentés par #Æ;, 
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sont tous =1;, ou tous =3; en effet, le produit de deux d'entre 


eux sera résidu de 4, et partant =1 God 4); parconséquent ils 
seront tous les deux =1, ou tous les deux =3. 


Enfin, quand D est divisible par 8; le produit de Émbres à im- 
pairs qui peuvent être représentés par F, est résidu de 8, et par- 
tant =1 (mod. 8); ainsi dans ce cas les nombres impairs qui 
peuvent être représentés par ÆF sont tous =1, ou tous =5, ou 
tous =5, ou tous =7 (mod. 8). 


Par exemple ,; le nombre 10, qui est non-résidu de 7, pouvant 
être représenté par la forme (io, 3, 17), tous les nombres non- 
divisibles par 7 qui pourront être représentés par cette forme se= 
ront non-résidus de 7. Comme —3 peut être représenté par la 
forme (—5, 1, 49) et qu'il est =1 (mod. 4), tous les nombres iin- 
pairs qui pourront être représentés par cette forme seront aussi 
Ææ1 (mod.4). 

Au reste, s’il était nécessaire pour notre objet, nous pourrions 
* démontrer facilement que les nombres représentables par la forme F 
m'ont pas ainsi une relation fixe à l’égard d'un nombre premier 
qui ne divise pas D, et que l’on peut représenter par la forme K 
des résidus ou non-résidus de ce nombre premier indifféremment. 
Mais quant aux nombres 4 et 8, il y a danses autres cas quelque 
chose d’analogue que nous ne pouvons pas passer sous silence. ‘ 


T. Quand le déterminant D d'urie forme primitive F est =3 
(mod. 4), les nombres impairs LÉ par F seront tous 
Æ1, Ou ous =3 (mod. 4). 

Soient, en effet, m, m’ deux nombres représentables par F, on 
pourra , comme ci- debesi ramener leur produit à la forme p°— Da», 
et les deux nombres 1, m° étant impairs, l’un des deux nombres 
p» g Sera pair et l’autre impair, et partant l’un des quarrés p°, g' 
sera 0, Vautre =1 (mod: 4); d'où l’on conclut aisément que 
p°—Do=1 (mod. 4), et parconséquent "m1, 7° tous deux =1 ou 
tous. deux ==3 (mod. 4). Ainsi, par exemple, par la forme 
(10, $, 17) on ne. peut représenter d'autres. nombres impairs que 
ceux qui sont de la forme 471. 


IT. Quand le déterminant D d'une forme. primitive F est =a 
(mod. 8); tous Les nombres impairs représentables par F seront 


OU 
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_@u en partie =1 et en parlic=7, ou en partie =3 et en par= 
_ die =5 (mod. 8), | | RE 
Soient m3, rm deux nombres représentables par F; leur produit 
peut être ramené à la forme p*— Dg*; si m et m° sont impairs, 
p doit l'être puisque D est pair, et parconséquent on a P°=1 
(mod. 8); or sig est pair, g° sera 0, où =4 (mod. 8); s’il est 
impair, g° sera=1 (mod. 8); ainsi Dg* ne peut être que =0 
ou =32. Îl suit de là que p°—Dg" —mm'=0o où =7, et que 
Si A1 où =7, on aura aussi m'=1 ou =7; si m—=3 ou =5, 
mm sera =3 ou =5. Par exemple, tous les nombres représen- 
tables par la forme (3, 1,5) sont ==3 ou =5 (mod.8), et au- 
cun nombre de la forme 871 ou 877 ne peut être repré- 
senté par'la forme (3, 1, 5). . 


IIT. Quand le déterminant D d'une forme primitive F est =6 
(mod. 8), les nombres impairs qui pourront étre représentés 
par F seront ou en partie =1 et en partie =3, (mod. 8), ou 
en partie =5 et en partie =7 (mod, 8). | 

Chacun pourra faire la démonstration, qui est absolument-sem- 
blable à la précédente. | 


Par exemple, par la forme (5, 1, 7) on ne pourra représenter 
que des nombres qui sont =5 ou =7 (mod. 8). 


230. Ainsi fous les nombres qui peuvent être représentés par 
une forme primitive donnée de déterminant D, ont une relation 
déterminée avec les différens diviseurs premiers de D, par les- 
quels ils ne sont pas divisibles, et les nombres impairs qui peuvent 
être représentés par F, ont, dans certains cas, une relation avec 
les nombres 4 et 8, savoir, avec 4, toutes les fois que D =0 
ou =3 (mod. 4), et avec 8, toutes les fois que D=0, ou =, 
ou =6 (mod.8). Cependant on pourra négliger a relation qui 
a lieu avec 4, lorsque D sera divisible par 8, car cette relation 
est contenue dans celles qui ont lieu avec 8. Nous appellerons carac- 
tère ou caractère particulier cette espèce de relation , etnous 1 ’ex- 
primerons de la manière suivante, Quand il n’y a que les résidus 
du nombre premier p qui peuvent être représentés par la forme Æ, 


nous lui attribuerons le caractère R.p, et dans le cas D , le 
| _G8 
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caractère N.p; de même nous écrirons 1,4, quand on ne pourra repré- 
senter par la forme F d’autres nombres impairs que ceux qui sont 
1 (mod. 4), d'où l’on voit clairement quels sont les caractères 
exprimés par les signes 

| 8,4; 1,8, 3,8; 5,8; 7,8. 


Enfin quand on.ne pourra représenter que des nombres qui sont 
æ:1 ou =7 (mod. 8), nous:attribuerons à Ja forme le caractère 
_x et 7,8, d'où l’on voit.ce que signifient les caractères 3 et 
5,8; 1 et 3,8; 5 et 7,8. 

Les différéns caractères d’une forme primitive donnée (a, b, c) 
de déterminant D peuvent se:connaître au moins par un des 
nombres a, c qui sont évidemment représentables par cette forme. 
En effet , tontes les fois qu’un nombre premier -p est diviseur 
de D, il y aura au moins un des nombres a, © qui ne sera pas 
divisible par p, puisqu'on a b*—D+ac, et que d’après cela b* 
et parconséquent b sera divisible par tout diviseur premier de D 
et de l’un des nombres a, c, et que si tous les deux l’étaient, iE 
.s’ensuivrait que la forme (a, b, c) ne serait pas piimitive. De 
même , dans les cas où la forme (a, b, c) a uné relation détermi- 
née avec les nombres 4 et 8, il y aura aumoins un des nembres a, c 
impair et dont on pourra tirer la relation. 

Par exemple, le caractère dé la forme (7, o, 25) à l'égard du 
nombre. 25, se conclut du nombre 7, et il est N.23,et à l'égard 
du nombre 7, il se conclut du nombre 25, et il est R.7; enfin. 
le caractère de cette forme, à l'égard du nombre 4, peut se dé- 
duire du nombré 7-et du nombre 23, 

Comme tous les nombres qui peuvent être représentés pat une 
forme F contenue dans une classe X, peuvent l'être aussi par 
toute autre forme de la même classe, il est évident que les diffé- 
rens caractères de la forme F' appartiennent aussi à toutes les 
autres formes de cette classe. Ainsi les caractères d'une forme 
primitive quelconque se connaissent par leur représentante. Les 
classes opposées ont toujours tous les mêmes caractères. 


231. L'ensemble des caractères particuliers d'une forme ou 
d’une classe donnée constitue le caractère complet de cette forme 
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ou de cétte classe. Ainsi, par exemple, .le-caractère.dé la férme 
(10, 3, 17), ou celui de toute la classe qu’elle représente, est 1,46 
N.7; N.25. De la même manière, le caractère complet de la 
forme {7, 1, —17) sera 7,8; R.3;, N.5: car le caractère partitu- 
lier de la forme 3,4 est compris dans le caractère 7,8. De là nous 
tirons une subdivision de tout l’ordre des classes-proprement ‘pri- 
mitives (positives, quand le déterntinant est négatif) d’un déter- 
minant donné en plusieurs genres, en rapportaïtt au même genre 
toutes les classes qui ont le même caractère complet, et à des 
genres différens toutes celles qui ont différeñs caractères complets. 
Nous attribuerons à ces genres les caractères complets des classes 
qui y sont contenues. 
Par exemple, pour le déterminant — 161, il y .a seize classes | 
positives proprement primitives, qui peuventse distribuer en quatre 
genres, de la manière suivante: 


Caractère. | Formes représentantes des classes. 
1,43 R.75R:23..1(1, 0,161), (2, v,81),( g, 1,18), ( 9, —r, 16) 


1,4, N.75 N.23..1(5,2, 33),(5,—2,33),(10, 3,17);(10, —3,37) 
5,4, KR:7; N.23. kr 0, 23), (11, 2,15), (t13—a, 15), (14 3,35) 
3,4; N.75 R.28..[(5, 7, 54), (8,1, 54), ( 6, . 1,27), ( 6, —1, 27). 


On peut faire les remarques suivantes sur le: nombre des ca- 
ractères complets différens. 


TI. Quand le déterminant D est divisible par 8, à l'égard de 
nombre 8 il peut y avoir quatre caractères particuliers différens ; 
le nombre 4 ne donne aucun caractère particulier {n° précéd.} 
En outre, à l'égard de chacun des diviseurs impairs et premiers 
de D, il peut y avoir deux caractères, ainsi, si leur sombre est ", 
il y a 2"** caractères complets différens, en faisant #==0 toutes 
les fois que D est une puissance de 2. | 
. II. Quand D n'est pas divisible par 8, mais par 4 ét en outre 
par 4 nombres premiers impairs, il y.aura 2"*' caractères com- 
plets différens. 

III. Quand D est pair, mais non divisible par 4, il sera ==2 
_ ou =6 (mod. 8); dans le premier cas, on aura à l'égard du 
nombre 8, savoir, 1 et 7,8; 5 et 5,8, et autant dans le second.’ 

À : 2 
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Si donc l’on suppose "1 diviseurs premiers impairs, il y aura 
: a"+1 caractères complets. 


IV. Quand D est impair, il sera =t'ou =3 (mod.4). Le ca- 
ractère du premier cas n'entre pas dans le caractère complet. Dans 
le second cas, il y a à l’égard de 4 deux caractères. Ainsi 2 étant 
le même que ci-dessus, il y aura dans le premier cas 2", dans 
le second 2"+! caractères complets. | 


Mais il faut bien remarquer qu’il ne suit pas de là qu’on ait 
autant de genres différens que de caractères complets possibles. 
Dans l'exemple précédent, le nombre des genres est moitié de” 


celui des caractères, et il n’y a pas de classes positives qui aient 
pour caractère | 


1,4; R.7; N.33, ou 1,4; N.7; N.25, 
ou 3,4; R.7;, R.23, ou 3,4; N.7; R.23. 


Nous traiterons plus bas avec détail ce sujet important. 


Comme la forme (r, 0, — D) est évidemment la plus simple 
des formes de déterminant D, nous lui donnerons le nom de 
forme principale, à la classe dans laquelle elle est contenue, 
celui de c/asse principale, et enfin au genre auquel cette classe 
appartient, celui de genre principal. Ainsi il faut bien distinguer 
la forme principale, de la forme d’une classe principale et de 
Ja forme d’un genre principal, ainsi qu’une classe principale et 
une classe d’un genre principal. Nous nous servirons toujours de 
ees dénominations , même quand il arriverait que pour un certain 
déterminant il n’y eût pas d’autre classe que la classe principale, 
ou pas d’autre genre que le genre principal, comme cela a lieu 
souvent dans le cas où D est un nombre positif de la forme 47-br, 

L 


232. Quoique ce qui a été expliqué sur les caractères des 
formes l’ait été surtout dans le dessein d’en déduire la subdivi- 
sion en genres de l’ordre entier des classes positives proprement 
primitives, rien n'empêche qu’on ne l’applique aux formes et aux 
classes négatives ou improprement primitives, et qu'on ne subdi- 
vise en genres, {ant l’ordre proprement primitif positif on néga- 
üf, que l'ordre improprement primitif positif ou négatif. 
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“AN » par exemple, lorsqu'on a partagé en deux genres l'ordre . 
proprement primitif des formes de déterminant 145, 
(rs 03 —145), (5, oo, —29) 
(3, 13 — 48), (3, —1, —48); 
l'ordre DODAPERNRE positif peut se subdiviser de même en deux 
genres, | 


(45 35 —56), (4, —1;, _56) 

(2, 1, —72), (10, 5, —12) 

ou, de même queles classes positives des Jonnosde déterminant 
— 129€ distribuent en quatre genres, 


1,4, R.3; R:;:43...,1(1, 0, 129), (10, 1, 13), (10, —1, 13) 
LA N-S: N.45..…..(a, 10-09)):( 5,4 26) , ( 5, —1, 26) 
5,4; R.3;, N.43....1(5, 0, 43), ( 7, 2, 19); ( 7 —2, 19) 
3,4; N.3;, R.43....1(6, 3, 23}, (11, 5, 14), (11, —5, 14), 


les classes négatives se partagent aussi en quatre ordres, 
3,4, N.3, N.45...|(—1, 0, —129), (—10, 1, —13), (—10, —1, —15) 
0,4: R:3; R.43,.1(—2,1, — 65),(— 5, 1,026), (— 5, —1, -26) 
14 N.3,R.43..(—5, 0, — 43), (— 752: —19), (— 7, —13 —19) 
1,4; R.3; N.43... (—6, 3, — 23), (—1 10) —14), (—1 1,—5, —14). / 


Mais puisque le système des classes négatives se trouve toujours 
si semblable à celui des classes positives, il semble qu’il est le 
plus souvent inutile de les considérer séparément. Quant à l’ordre 
improprement primitif, nous enseignerons plus bas à le réduire 
à l'ordre proprement primitif, 


Pour la subdivision des ordres dérivés, il n’est pas nécessaire 
de donner de nouvelles règles; puisque chaque ordre dérivé tirant 
son origine.de quelque ordre primitif de déterminant moindre, 
‘la subdivision d’un ordre dérivé suit naturellement de celle de 
_ Pordre primitif dont il proviént. 

333. Si une forme primitive F=(a, b, c) est elle que l’on 
puisse trouver deux nombres g; h pour lesquels on ait g°=a, 
eh=6, he, suivant un module donné m1, on aura..... 
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(grHhr) = ax" it-abry +ay* (mod. m), et partant on pent 
_ dire que la forme F est résidu de m, et que hx+-hy est.la va- 
leur de l'expression y/(az°+2bzxy + cÿ*) (mod. "m), ce que nous 
exprimerons plus simplemenr en écrivant que (4, ) est une va- 
leur de y F (mod. mi); pius généralemenr, si un nombre A] pre- 
mier avecm'est tel qu’on ait £°=Ma, gh=Mb, h=Mc(mod.m), 
nous dirons que MF est résidu de m et (g, h)=V MF (mod. m). 
Ainsi, par exemple, la forme (3, 1, 54)est résidu quadratique de 23, 
et (7, 10) est la valeur de (3, 1, 54) (mod.7). De même 
(2, —4) est la valeur de l’expréssion 4/5(10,.3, 17) (mou. 23). 
On verra plus ‘bas l'usage de ces expressions; ici nous ‘ferons. 
les remarques suivantes : 


ac. 85 M(a, b, c) est résidu quadfatique.de m, m divisera le 
déterminant de la ferme (a, 2, c}; en effet, puisqu'on a 3° =aM, 
gh=DbM,h=cM (mod. m"), on en tire 


PM hcM=(b — ac)M°=0 (mod. m). 


Mais comme A est premier avec #1, il s'ensuit donc que D'—ac 
est divisible par 77. 

2°. SiMa, b, Et) est résidu de:m, et que 2 .oit un nombre 
premier, ou une puissance d’ünnombre pretier:, pl”, parexemple, 
‘le caractère particulier de ka; forme (a, b,c), à: l'égard du 
rombre p, sera l.p ou N.p, suivant que M sera résidu ou 
non-résidn dep. En effet, «M et oM sont résidus de p, et il 
ÿ a au moins ur des nombres a, c qui n’est pas divisible par p 
(n° 230); donc si M est résidu ou non-résidu, un des deux nombre; 
a et c le sera aussi, 


De même, si toutes choses d’ailleurs égales, 3=4, le carac- 
tère particulier de la forine (4, b, c) sera 1,4 ou 3,4, suivant 
que l’on aura M=1 ou ==5 (mod. 4), et si 8 ou une plus 
haute puissance de 2, le caractère particulier de la forme (a, b, c) 
sera 1,8; 5,8; 5,8; 7,8, suivant que M=1; 3; 5; 7 (mod. 8). 


5°. Réciproquement. si #21 est un nombre premier ou une puis- 


sance d’un mombre premier Æp° qui divise b—ac, et que M 
soit résidu ou non-résidu de p, suivant que le caractère par- 
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_ ticulier de la forme (a, b,c), à l'égard du nombre p, est R.p 
ou N.p respectivement » M(u, b, c) sera résidu de 77. En effet, 
quand a& n’est pas divisible par p, M sera résidu de P» etpar- 
tant de 72 lui-même; si dogc g est une valeur de l’expression 


v’aM {mod.m) et que À soit une valeur de # (mod. »#), on 


aura g'=a, ah= bg, et partant agh= nt Hire gh=BbM;, 
. enfin ch=bgh=bM=b°M—(b —ac)M=acM, d'où h=cM; 
_ donc (g, h) est une valeur de l'expression y/(a, b » C)M, Mais 
: Quand a est divisible par p, comme alors c ne l'est surement 
pas, on voit qu'on arrivera au même résultat, en prenant 


h=V/cM (mod.m) et g=7 (mod. mn). 


_ On démontre de la même manière, que si m—4, qu'il divise 
_b— ac, et qu'on prenne le nombre M=1 ou =3, suivant que 
le caractère particulier. de la forme est 1,4 ou 5,4, Ma, b, c) 
sera résidu de 77, et que 78 ou une plus haute puissance de 2, 
par laquelle B—gc soit divisible, et que l’on prenne M1; 

; 55 7 (mod. &, suivant que le caractère particulier de la 
Es le demande, Ma, b, c) sera résidu de mn. 


4°. Si le: déterminant de la forme (a, b, c) est — D, et. que 
Ma, b, c) soit résidu de D, tous les caractères particuliers de 
la forme, tant à l'égard des diviseurs premiers de D, qu’à 
l'égard des nombres 4 et 8, s'ils sont diviseurs de D, peuvent 
se connaître sur-le-champ par le nombre M. Ainsi, par exemple, 
comme 3(20, 10, 27) est résidu de. 440, c'est-à-dire que (150, —9) 
est une valeur de l’expression ÿ/3(20, 10, 27) (mod. 440), et qu’on 
a 3N.5 et 3R.11; les caractères de la forme (20, 10, 27) sont 
3,8; N.5; R.11. Les caractères relatifs à 4 et à 8, toutes les 
Fo que ces nombres ne divisent pas. D, sent les ruls qui ne dé- 
peudent pas nécessairement du nombre M. 


5°, Réciproquement , Si le nombre M premier avec D renferme 
tous les caractères particuliers de la forme (a, b, c) excepté ceux 
relatifs à 2 et à 8, quand ces nombres ne divisent pas D, M(a, b, c) 
sera résidu de D. En effet, par ce qui a été dit (3.), il est 


clair qu’en mettant D sous la forme A; Fe C7... A,B, C, ete. 
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étant des nombres premiers différens, M(a, ee c) sera réside 


de chacun des nombres 4", E, c? , etc. ; si donc la valeur de 
VM(a, b, c) (mod. 4°) est (G, G); que Ma, 6, c) (mod. 8°) 


soit (H, H'), que yM(a, b, c) (mod. C?) soit (L, L'), etc. 
et que les nombres g, h soient déterminés de manière qu’on ait 
£&g=6, H, L, etc., h=G", H”, L’, etc., suivant les modules 


AS: E, (014 ,; etc. Respectivement (n° 32), on verra facilement 
que l’on aura Be gh=6M, h=cW, suivant chacun des 


modules 4”, E, C7, et parconséquent suivant le module D, 
de est leur dt 


°. Pour toutes ces raisons, les nombres tels que M, qu'on 
a trouver sans peine, par ce que nous avons dit (5°.), dès qu'on 
connaît les caractères particuliers de la forme, se nommera 
nombre caractéristique. On trouve sans peine les plus simples , par 
tâtonnement, dans un grand nombre de cas. Il est évident que si M 
est le nombre caractéristique d'une forme primitive donnée de 
déterminant D , tous les nombres qui lui seront congrus suivant 
le module D, seront caractéristiques de la même forme; que 
_ les formes d'une même classe, ou même de classes différentes, 
mais du même ordre, ont le même nombre caractéristique, et 
que parconséquent tout nombre caractéristique de la forme donnée 
peut être attribué à toute la classe et à tout l’ordre; enfin que 
1 est nombre caractéristique des forme, classe et genre princi- 
‘paux, c'est-à-dire, que toute forme principale est résidu de son 
déterminant. | 
7 Si (g, 2) est une valeur de l'expression ÿ/M{a, b, c) 
(mod. m"m), et qu'on ait g'=g, h=h (mod. m), (g', h') sera 
aussi valeur de cette expression. De telles valeurs peuvent être 
regardées comme équivalentes; au contraire, si (g, k)et (g’, A) 
sont valeurs de l'expression ÿ/M{a , b, c), et qu’on n'ait pas 
g =g;, KR =h (mod. m), on doit les considérer comme diffé- 
rentes, Il est évident que si (g, À) est une valeur, (—g, —h) 
gn est une aussi, et on démontre facilement qu’elles sont diffé- 
rentes, à moins qu'on n'ait 7—2. On démontre aussi facile- 
ment que l'expression Ma, b, c) ne peut pas avoir plus de 
valeurs 
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ES, ne différentes que ses deux opposées, quand 1 est un nombre 
| premier impair , ou une puissance d’un nombre premier impair, 
ou —4; mais quand »—8 ou une plus haute puissance de 2, 
il ÿ en a quatre en tont, On conclut facilement de là, au moyen 
de ce qui a été exposé (6°), ue si le débrninant D de la 


forme (a, b, c) est —+2"4" 8° , etc, 4, B, etc. étant des 
nombres premiers impairs dont le nombre est z, et que M soit 
le nombre caractéristique de cetie forme, il y aura en tout 2", 

2"+*: ou 2"*+* valeurs différentes de. l'expression y/M(a, b, c) 
(mod. D), suivant que << 2, =2 ou >2. Ainsi, par exemple, 


on a 16 valeurs de l'expression y/7(12;, 6, —17) (mod. ce , 
qui sont : 


rs, man), (CE18; no), (Eas, Hoi); (Ær8, en 
(78, Hi19), (78, E59), (78, Æô:), (78, Hior). 


Nous supprimons la démonstration, qui est assez longue, et qui 
n’est pas nécessaire ici. 


°, Observons enfin que si deux formes équivalentes F, F' ont 
se pour déterminant, que le nombre caractéristique soit M et 
que F se change en F” par la substitution a, B, 7, d', d'une va- 
leur (g, k) de VM.F (mod. D), ontirera (ag+3h, Bg+d'h) 
pour la valeur de yM.F* (mod. D), chacun pourra trouver sans 
peine la démonstration. 


234. Après avoir exposé ces détails sur la distribution des 
formes en classes, en genres et en ordres, et avoir expliqué les 
propriétés qui naissent de ces distinctions, nous allons passer à 
un autre sujet très-important et dont personne ne s’est encore 
occupé, à la composition des formes; mais avant de commencer 
cette recherche, nous placerons le lemme-suivant, pour ne pas 
être obligé d'interrompre l'ordre des démonstrations. 


LemMe. Si l'on a quafre suites de nombres entiers : a, à’, 
27 as b, D, D. c,c,c,.--cr;, d;:d',d',...d, com- 
posées d'autant de termes, et telles qu'on ait : 

cd'—de’=—k(ab—ba), cd’—dc"=—k(ab"— ba"), eïc, 
c'd'c'd'=k(ab"—a"b’), etc, etc. 
Hh 


4  . CRECHERCETSE 


HER Fe À 
ou généralement ed — d' = k(a b“—b a) » k étant un 
nombre entier donné, pm, » des entiers différens dont p est Le 
plus grand, et compris entre © éfn; qu’en outre, foules les 
quantités de la forme ab" bal n'aient pas de diviseur commun; 
alors on peut trouver quatre nombres entiers a, f, y, d' tels 
que l'on ait . 

aa Bb=c, «x +f6b'=c, aa" Bb'= c", etc. 
Ja db=d, ya +d'b'=d, etc. 


ou. généralement aa + &b'=c ; ya + db —=d'; auquel cas on 
aura ad —fBÎy=k, 


Puisque, par hypothèse, les nombres a2'—#h, ab"—"b, etc. 


(4 


a'b'—a"b', ete., dont le nombre est :(7<+ +1), n'ont pas de di-. 


viseur commun, on peut trouver autant de. nombres entiers tels 
que la somme des produits des premiers par les derniers soit —1 
(n° 40). Désignons ces multiplicateurs par (o, 1), (o, 2), etc. 
(1, 2), etc.; où généralement désignons le multiplicateur de 


db‘—ba par (A, m), desorte qu'on ait 2 (x, m) 


(ab — Ba')=1, > désignant la somme de toutes les va- 
leurs qui peuvent résulter de la quantité qu’il précède, lorsqu'on 
donne successivement à À et w toutes les waleurs comprises entre 
oetz, de manière que m>A. Cela posé, si l’on fait 


EG, H) (ch b'c')=a, Z(A, m} (ae — c'&) =—f#}; 
ÇA, 4)(d' ED" )=y, EX pX a dd d)—d, 
les nombres «, 8, y, d'jouigont des propriétés énoncées ci-dessus. 
I. » étant un nombre entier quelcongne entre o et z, on aura 
aa HBE =E(X, p)(c ba bc" e a"c"h — c'a8) 
y E(A, #XC" de" —d'c"c'}=pc x (à, pXe*2*—d'c/") 
De Z(A, u) (a"bF — be) ic 7 


et par un calcul semblable, on prouve que ya + dB =". 


| ARITHMÉTIQUES 243 
II. On a parconséquent ai +8 , = ‘+ ei, et 


partant 
À 

c b'— Bt ae” B— db ); 
de même........a@ © —0c a — B(a"b — Ba) 

dE bd — ya b"— ab") 

d'a Da Diet db) ; 
d’où l’on tirera plus facilement les valeurs de a, 8,7, S', pourvu 
qu’on prenne À et u de manière que ab — ba ne soit pas=—0, 
ce qui est possible, puisque toutes les quantités de cette forme 


sont supposées ne pas avoir de diviseur commun, et que par- 


conséquent elles ne peuvent pas être toutes —0. On tire aisé- 
ment de ces équations 


CI CUT DE ICE DC EE DRE TIC EST DS 
d'où nécessairement ad fr —=k. 

235. Si la forme ÂAX*+2BXF+CF*°=—=#F, se change en le pro- 
duit des deux formes ax°+2bzy+cy" =f, a'x"+ab'xy + y =f 
par la substitution 

X=prx +pay +p'ry+pyy, F=gri+g ay +9'a y +, 
(ce que nous exprimerons d’une manière abrégée en disant : Si 
F se change en ff’ par la substitution p, p', p", p"; g, q', g", q°) 
la forme F séra dite ransformable en ff", et si de plus cette 
transformation est telle que les six nombres 
Pg—P' 9 P9"—P'q; P9"—P" 9) P'9"—P'%', p'g"—p"g', p'g"—p"q" 
n'aient pas de diviseur commun, la forme F sera dite composée 


des formes f, f”. 


Nous commencerons par l'hypothèse la plus générale, celle où 
la forme F se changerait en ff’ par la substitution p, p', p",p"; 
9» gs 9» 9" et nous développerons les conséquences qui en 
résultent. 


Cette condition est exprimée par les neuf équations suivantes : 


2 


F F 8e 0 S : ” en 'err  2T D a SLT 
> 4 TA SE" Rue 
ï . È e D 


ho | RECHERCHES id à 
Ap*  b+2Bpq + Cg* nr | | 
Ap® +aBpg +Cg=ac...........ss. PL À 
Ap® +2Bpq +Cg=ac.. RO TRE) 
Ap  HaBp"q" + Cg"= cc... PRINT ES (4) 
App + Bpgj + p9) + Cgg'= AH Re AE Le (ne 
. + B(pg + p') +. Cgg = Rd 
App" + B(pg"+p"g) + Cgg"= be........ DEEE ar) 
Ée + B(p'g"4p"g) + Cg'g'= cb... spessrnee (8) 


A (pp°+pp'}+B(p9"+p"9+p d'+p'g)+0C(gg +9 9 7=2bl (9) - 
_ Soient D, d, Le les déterminans des formes F, f, f” respective- 
ment; M, m;, m’ les plus grands communs diviseurs des nombres 
A,2B, Ca, 2b, c; à’, 2b', c' respectivement, M, m, rm étant Les 
positivement. Détn ons les six nombres 4,, B,, C,; 4, B,, C 
de manière qu'on ait 3 
Aa+B,b+Cc= m, Aa + BE + CC =. 
Faisons enfin pq — py=P, pq —p'q = Q; pg —p'q3=R, 
pg—pj=S, pg—p'{=T, p'j—p'j =U, et supposons 
que À soit leur plus grand commun diviseur Re 
Posant maintenant 


App"-+ B(Y'-E pa) + CGW" = EE An (0), 


(*) On peut présenter cette recherche de la manière suivante. 

On tire des dernières équations que vient de poser l’auteur, en supposant 
connues P, Q,R, S, T, U, et par l'élimination entre les valeurs de Q, R, S, T, 
Pg'= Qqj —Sq, Pp= Qp—Sp, Pg=Rq — Tq, Pp=Rp — Tp; 
et comme on a l'équation pq —p'q=0o, il vient en substituant dans la valeur 

de U celles de 4”, g”, p”, p”, l'équation d condition, 
QT —RS = PU. 
Substituant enfin les valeurs de ces mêmes quantités dans les Équuuuns (3), (4), 


6), (7), (8), (9), on obtient six équations que je désignerai par . 
Ge), ©, 0), @), 6), @. 


De («) et (y) on tire en éliminantS, et faisant 


Ter 
E Eden ci 
SUR Soc P 


Les équations (6), (2) donnent S — L (u}—b),2R 2 (ub' +6), et l'on 
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r es (9) donne 
App" + B(p g'+r'7) + Ogg = bb A... (11). 
Deces onze équations on tire les suivantes, savoir : 
En élevant Y ion (5) au quarré et en retranchant le pro- 


a Star RS, RS : les équations (+), €) s'anéantissent d'elles-mêmes, 
et les équations (1), (2) et (3) donnent sans peine, comme dans le n° 157, 
P°D = ad’ ; substituant dans les équations qui donnent Q, R,, $, T et dans 


r équation de condition, et faisant L5 D—= LE LS D = il vient 


P=an , Q=en, R—S=— br, R+S—=abln, T=cn, U=cn..... (r). 

Comme P, Q, R, S, T, U sont entiers, on voit que 1° n et x” sont râtionnels, et 
d d x LE s 

partant, »5 des nombres carrés; 5°. si n est une fraction ,-son ane 


doit être un diviseur de m’ plus grand commun diviseur entre a’, 2b’, c’ et que 
_parconséquent mn est entier ; il en est de même de mn’. Or ces que d=Dnt, 
d'—Dn® donnent dm*° —D (mn), dm —=D(mn}; donc D ne peut pas 
être plus grand que ie plus grand commun diviseur entre dm’* et d'm°. 

Il'est aisé de démontrer que le plus grand commun diviseur k des nombres 
P,Q,R,S,T,U doit diviser mn’ et mn. En effet, on a 


JREÈR 
parconséquent | Le nn ee 


: DOTE MEET: re JO | ; F 
mais deux des trois nombres mo no me SONt nécessairement premiers entte ‘eux, 


P dé Re PRE 

donc = est divisible par + ainsi l'on a —— = _. égal, à un. nombre entier. 
On démontre de même pour m’n et la réciproque , comme l’auteur ( 4‘ conclusion). 

Aux six équations (F} doivent être ajoutées les équations (1) ,:(2), (5) qu'on. 
peut mettre sous une forme plus simple en éliminant deux des nombres 4, B, €, 
alternativement; .on trouve pe 
AP°= aa q®— 2ab'qq + aq... BPi=— ap" + ab (pq “+ p'a)—acpq.. . 

CP'= ad p'® — 2ab'pp' + ac'p* : 

donc ÆP*, 2BP*, CP* sont divisibles par mm. 

On obtiendra les 15 autres caution de l'auteur, en substituant les valeurs 


de p’, g : 1°. en fonction de p, p' et de g, g'; 2°. en fonction de p, p”, et de 
g, g”, ainsi de suite. On suivra quant au reste la marche de l'auteur (Note du 


Fée 
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: duit de l'équation (1) par l'équation (2), 

Fr DEP TANN I re see... (12); 

en maltipliant l'équation (5) par l'équétion (9), l'équation (1) 
par l'équation (7), l'équation (2) par l'équation: (6), et retran- 
chant du premier produit la somme des deux derniers, 

| | DP(R—S)=adab........(13); 
en utultipliant l'équation (10) par l'équation (1 1) ; l'équation 
(6) par l'équation (7), et-retranchant le second produit du premier, 

DPU=d'ac—(A—d#)....(14); 

e: ajoutant le double produit des équations (5) et (8), les quarrés 
‘des équations ( ro) et (11), et retranchant de leur somme les pro- 
duits des équations (1) et (4), (2) et (3) et deux fois le produit 
des équations (6) et (7), É 
D(R—S) =4d EP +Ha(a— dde)... (15); 
en retranchant du produit de l'équation (8) par l'équation (9), 
la somme des produits des équations (3) et (7), (4) et (6), 

D(R=S)C = APTE A (16); 


en retranchant du quarré de l’équation (8) le produit des équa- 
tions (3) et (4), 


en remplaçant dans les mêmes calculs les équations (2), (5), (7), 
par les équations (3), (6), (8) respectivement, et réciproquement : 


DOS RE CS MORE (18) 
DO(R+HS)= 2h... 19) 
DOT = da'c'—(4"— dd)........ (20) 
DRES} ee 40 pea( Add)... (2x) 
D(RHS)T= a2dfc......,....... (22) 
DT: = dc’? és 00 0 0 + 6.6 à Sas. se (23). 


_ De ces équations on tire, 1°. en retranchant le quarré de 
l'équation (13), du prodtit des équations (12) et (15); 2°. en 
retranchant le produit des équations (12) et (17), du quarré de 
l'équation (14): 


0=2d'a (At dd) ...... o=(A—dd y — 2d'ac(A°—dæ), 
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ce qui prouve la relation A°—d#=—0o, soit qu'on ait ou non 
a— 0. Cette manière de trouver l'équation A° = dd suffit pour les 
recherches présentes; mais nous aurions pu la trouver directement 
par une anal yse plus élégante mais trop longue pour être placée ici, 
en déduisant directement des onze premières équations celle - ci 
-0o=( A— dd }ÿ. Nous supposerons donc qu’on ait effacé A° — dd 
dans les équations (14), (15), (20), (ar). 

Or si l'on fait 
A, P+B(R—S)+40C,U=mn, A,Q+B(R+S)+CT=mn, 
où z, n° peuvent être des fractions , pourvu que "7 et m'nsoient 


entiers, on tire facilement des équations (12)...... (17), 
Dm'r° = d'(A,at+2Bh+Cc}=dm, 
et des équations (18)...... (23), 


Dm''r° = d(A a+ 2B,E + CC, ÿ = dm". 

On a donc 4= Dr, d'= Dan”, d’où nous tirons une PREMIÈRE 
CONDITION : les déterminans des formes F, f, £’ sont entre eux 
comme des nombres quarrés; et une SECONDE : D divise toujours 
dm‘ ec d'm*. fl suit donc de là que D, d, d’ sont de même signe, 
et qu'aucune forme ne peut être transformée en le produit ff" si 
son déterminant est plus grand que le plus grand diviseur commun 
des nombres dm'* et d'm*. 

Si l'on multiplie les équations (12), (13), (14) par 4,, B,, Ci 
respectivement; les équations (13), (15), (16), les équations (14), 
(16), (17) par les mêmes nombres et de la même manière ; que 
l'on ajoute les trois produits en y remplaçant d’ par Dr*, on trouve, 
à l’aide de l'équation A,P+B,(R—S)+CU,=mr, 

P=an, R—S—=2bn, U=cnr. 
de même, en multipliant, 1°. les équations (18), (19), (20); 2°. les 
équations (19), (21), (22); 5°. les équations (20), (22); (23) par 
À, B,; ©, respectivement, on a 
| Q=47, R+S—=2bn, T= CA. 
Ce qui donne une TROISIÈME CONDITION : /es nombres a, 2b, © 
sont proportionnels aux nombres P, R—S, U; et en supposant 
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me leur rapport est celui de 1 à n°, n° sera. la-racine quarrée, 
des 5 + de même, les nombres a’, 2b', c' sont proportionnels aux: 
4 rer Q,R+ES, T;et si l’on suppose que leur rapport est 


cétui de x à n,n sera la racine quarrée de >. 


Au reste les quantités 7, n° peuvent être les racines positives 
ou négatives de Let _ d’où nous tirons une distinction qui pa- 


raît stérite au premier abord, mais dont. V’usage se reconnaîtra 
par. la suite. Nous dirons que dans la transformation de F en ff", 
_ Ja forme f'est prise directement quand n est positif, indirectement 
quand n est négatif, et de même à l'égard de f”’. Mais en ajontant 
la condition que 4=1, nous dirons que la forme F est composée 
ou directement des deux formes f, f’, ou indirectement de ces deux 
mêmes formes, ou directement de f et indirectement de f”, ou 
directement de f” et indirectement de f, suivant que les deux 
nombres z, x ‘seront postils ou négatifs, ou que z sera positif 
et Méeate, ou # négatif et x’ positif D'ailleurs on voit facilement 


que ces relations ne dépendent pas de l’ordre dans lequel ces formes 
‘ sont placées, 


= 


Or nous observons que le plus grand diviseur commun. n des. 


nombres P,Q,R,S,T, U divise les nombres ma, MN, Ce qui 


résulte des HER établies plus baut pour ces nombres, et que 


parconséquent #* doit diviser m°7°*, .mn°,.et Dk* les nombres 
d'm*, dm”; 


m'n divisera aussi £. En effet, soit eun de ces diviseurs, il divisera 
évidemment les nombres ax, 2bn', ci, LL? ab'n, c'n, et partant, 


P, R— S, U, : RÆHS,T, et d'après cela 2R et 28, Or nee 


était re À le serait aussi, puisque la somme est paire ainsi que 


la He tin produit serait donc impair. Mais ce produit 


est= À (Ban — b° ni d'n°+a'c'n dan —a0n)= À c'n—acn fs), 
et TE pair, puisque e divise 47. c’n, an’, cn!. Donc 


2R 
3 ‘st nécessairement pair, et partant, R et S sont divisibles pare. 


Donc 


mais réciproquement tout de commun den, 


#3 


ere _ ARITHMÉTIQUES: 249 
Donc e divisant les six nombres P, Q,R,S, T, U, divisera aussi 
leur plus grand commun diviseur 4. Donc # est le plus grand. 
diviseur commun entre #77’ et mn ; d’où l’on voit facilement que 
De est le plus grand’ commun diviseur des nombres 4m/*, d'm*. 
C'est la QUATRIÈME concLusion. Il est donc clair que toutes les 
fois que F sera composée de f et f’, comme on a 4—1, D sera 
le plus grand commun diviseur des nombres d*, d'm* et récipro- 
quement. Cette propriété aurait pu être prise comme définition 
de la forme composée. Ainsi la forme composée des formes f, f’, 
a le plus grand déterminant possible parmi toutes les formes qui 
peuvent être transformées en le produit ff’. 

Avant que nous puissions aller plus loin , il faut déterminer avee 
plus d’exactitude la vateur de A que nous avons trouvé = pdd 
= ÿ/D'r'n'*, mais dont le signe n’est pas encore fixé. À cet eff:t, 
nous déduirons des équations fondamentales l'équation DPQ=—uu A, 
en retranchant le produit de l'équation (1) par l'équation (2), de 
celui de l’équation (5) par l'équation (6); et partant, Dac'nn'=uu'A, 
où Dr = A, à moins qu'un des nombres a , # ne fût aul. Mais 
on tire Jes équations (1)... :(2) absolument de la même manière, 
huit autres équations dans lesquelles Dnn’ à gauche, A à droite, 
sont multipliés par 24b', ac’, 2ba°, 4bb’, abc”, ca, ac’, cc'; et 
comme les nombres a, 2b, c ne peuvent être nuls. en même temps, 
non plus que les nombres 4’, 28’, c’, il s’ensuit qu’on aura dans tous 
les cas A=— Dnr', et que parconséquent À aura le même signe que 
D, d, d', ou un signe différent, suivant que # ét n° auront le 
même signe, ou un signe différent. di R VE | 

Or les nombres aa’, 2ab', ac, 2ba°, 4bb', 3h, c&, acb', cc’, 
abh + 24, 2bb—2A sont tous divisibles par #m’. La chose est 
évidente paur.les neuf premiers; quant: aux denx autres, on les 
démontrera comme nos avons démontré plus haut que R et S 
étaient divisibles par . En effet; 424" + 4A et 4b8"— 4A sont 
divisibles par #27, puisque 44 = 164, que 44 est divisible 
par m° »-4d par m°, partant, 1644 par m°m'"*et 4A = V164d! 
par in’; la somme et la différence des quotiens sont ‘paires; et 
‘comme l'on démontre facilement que le produit des quotiens est 
également pair, chacun de ces quotiens l’est aussi, et parconsé- 
quent 264: 24 et 2bb' = 2A sont divisibles par me Ë 

i 
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Maintenant, on déduiru facilement des équations fondamentales 

les six suivantes : 

AP = ag" — 2ab'qg + ac'q*, 

AQ° = aa q"* — 24bqq" + a'cq*, 

AR° = aq'q"" — 2(db + A)gqg"+ec'q, 

AS° = acg"* — bb + a)gg'+acg", 

AT = ac" — 2bcg q" + cc'q", 

AU? = u'cg"* — ab'cg"g"+ cc'q". 
I] suit de là que A4P*, 40°, AR:, etc. sont divisibles par mm’, 
d’où l’on conclut facilement que 42? est divisible par 717" , puisque 
4 est le plus grand commun diviseur entre P*, Q*, R°, etc. ; mais 


j P 
en substituant pour a, 2h, c, etc. leurs valeurs 7, etc., ou...... 


( pq —pq) — etc. Ces équations se changeront en six autres, 
dans lesquelles on aura à droite les produits de la quantité 
— (gg —99") par P*, Q*, R*, etc; nous laissons à effectuer ce 
calcul qui es très-facile. Il suit de là qu'on à Ann = gg" — gg". 
.De là même manière on obtient six autres équations dans Îes- 
quelles 4 est remplacé par C , et g, g', g", g" par p, p,p', p”, 
on parvient à l'équation Cr = p'p"— pp", et l'on prouve que 
CX"* est divisible par 727. 
Enfin on déduit encore les six équations : 
BP°=— aa pq ab (pg+pq)—acpg, 
BOSS ce EE EpI CP) ARE 
BR=— adp ge (bb A)(pg pa) cc pq; 
BS® = —ucp' +(bb—A)(py"+pq)—acpg, 
BT = acpg" + bc (pp pa) cp, 
BU*= — a'cp"g" + b'o(p'g" +p"g')=ccp'g", 
d'où l’on conclut que 2B4* est divisible par mm‘; on déduira 
aisément par Îles mêmes substifutions que ci-dessus, l'équation 
2Bnn= pq" +p"q—pq —p'y". | 
Puisque 4%, 2BX*, Ck sont divisibles par mm’, il s'ensuit 
que MA est divisible aussi.par rm’; mais on voit par les équa- 
tions fondamentales que M divise les nombres ga’, 240”, ac!, 2ba', 
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4bb, 2bç", ca’, 2b'c, cc‘; partant, am, 2bm', cm!, qui sont res- 
 pectivement ve plus grands diviseurs communs des trois premiers, 
des trois moyens et des trois derniers, et enfin #7m" qui est le plus 
grand commun diviseur de ces trois nombres. Donc, ‘lorsque F 
est composée de fet f”, c’est-à-dire lorsque 4=—1, on a néces- 
sairement M— mm. C'est la cINQUIÈME CONCLUSION. 


__ Si le plus grand commun diviseur des nombres 4, B, C est 
M,, on aura M,—M, quand F sera une forme propre ou déri= 
vée d’une forme propre, et M,—: M, quand F sera une forme 
De ou dérivée d’une forme impropre. Soient de même m,, 
mn, les plus grands diviseurs communs des nombres a, b, c; 


, m 
a’, D’, c', respectivement: on aura m1, =" ou =, m,=m. 


ou —. Or il est évident que m,° divise Z, que m',' divise d”, 


que parconséquent mn Que dd' ou A°, et que mm, divise A. 
Ainsi, des six équations FP*=etc., etc., il suit que m7, di- 
vise BX*, et partant MX, car il divise aussi 24° et Ch; 
donc toutes les fois que F sera composée de fet f', m,m', divi- 
sera M, lui-même, et si, dans ce cas, les deux formes f, f” sont 
proprement primitives ou dérivées de formes proprement primi- 
tives; on aura z2,m,—mm —M ; donc M,=M, c'est-à-dire qué. 
F sera une forme semblable. Mais si, dans le même cas, cha- 
cune des formes f, f’, ou l’une des deux seulement , f par exemple, 
est improprement primitive ou dérivée d’une forme improprement 
primitive, il suit des équations fondamentales, que les nombres 
aa’, 2ab',ac', #'b, 2bb', bc', ae, 2b'e, ce’ sont divisibles par M, 
et partant, my#=—1!1mm—£}M; donc M,—:M; ainsi la forme 
F est improprémént primitive, ou dérivée d’une forme impro- 
prement primitive. C'est là SsIXIÈME CONCLUSION. 
Enfin nous observons que si les neuf équations 
P=an , R—S—obr, Uch, O=da, R+S—sobn, T=cn, à 
Ann=qq"— qq", 2Bnn=pq"+p'q—p'q"—p'q, Can =pp"—pp" } © 
sont supposées avoir lieu, pourvu que 7, »° ne soient pas —0, 
on s’assurera facilement, par la substitution , que toutes les équa- 
‘tions fondamentales sont satisfaites, c’est-à-dire que la forme 
(4, B, C) se change, par la substitution p, p', p°, p°; q, 


3 
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y", g”, en le produit des formes (a ,b,c),(&,b,c), et qu'on 
a en outre b—ac—n"(B*— AC), b—ac=n"(B— AC). 
Nous laissons à l'intelligence du lecteur ce calcul, qui est trop 
prolixe. | 


236. PROBLÈME. Étant donnéés deux formes dont les déter- 
minans sont égaux , Ou du moins comme deux nombres quarrés, 
trouver une forme composée de ces deux formes. 

Soient f—(a, b,c), f°=(a", D’, c") les formes à composer ; 
d, d' leurs déterminans; m, m’ les plus grands diviseurs communs 
des nombres æ, 2h, c; a’, 2b', c’ respectivement, et D le plus 
grand commun diviseur des nombres dm'*, dm’, pris avec le même 


dr? 


d De 
signe que d'et d’. Alors et cs seront des nombres positifs 


premiers entre eux dont le produit sera un quarré, ainsi chacun 


{4 
d'eux sera un quarré (n° 21). Ainsi 75 et 75 seront des 


quantités rationnelles que nous représenterons par z et 7/, en 
prenant z positif ou négatif, suivant que la forme f doit entrer 
directement ou indirectement dans la composition, et de même à 
l'égard de 7’. mn’ et m'n seront parconséquent des entiers premiers 
entre eux; quant à 2, n’, ils peuvent être fractionnaires. Cela fait, 
nous observerons que a’, .cn', an, c'n, br'+bn, bn —b'n sont 
des nombres entiers , ce qui est évident pour les quatre premiers, 
et qu’on démontrera pour les deux autres, comme on a démontré 
que R et S étaient divisibles par e. 


Soient pris maintenant quatre nombres entiers X, X’, X", K° 
à volonté, pourvu qu'ils ne rendent pas zéro à-la-fois les premiers 
membres des quatre équations suivantes, et qwon suppose 
K'an +K'dn+K" (En +bn}=uq, —Kan +K"4n—K'(bnbn)=ug, 
K°cn'—Kon +K'(on—bn)=ug", —K'en —K''n—K (bn'+bn)=;:q" }o, 
de manière que 9, 9’, g’, g” soient des nombres entiers premiers 
entre eux, ce qu'on obtiendra en prenant pour u le plus grand 


commun diviseur des quatre premiers membres. On pourra alors 
trouver quatre nombres æ, 7’, s", #° tels qu’on ait | 
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et cela fait on déterminera p, p', p”, p” par les équations suivantes: 


ne MRITHMÉTIQUES. 258 
_ æ'ar rs +7" +b'n)=p, — van Au c'n—7"(bn'b'n)=p", 

DCR Tr dn +7 G@n—b'n)=p", 2er nr (bn! + bn n)=p" :} CH); 

enfin en posant. 


9999" = Ann, pg"+p"g—p à —p ue pp—pp'=Cni, 
“Æ, B, C seront des nombres entiers, et la forme C4, B; C)=F 
sera composée des formes f et f”. 
. En effet, 1°. des équations (1) on déduit sans peine les sui-' 
vantes : 
gen —g''n—q'(bn—bn)=0o, gen +q"an—g"(bn+b'n) —0 lan 
g'an + gn—q (bn +b'n)=0o, g'an—gdn—q (bn—bn)}=0o, } (D: 
2°." Supposons que les nombres entiers 4,, 2,, C,, 4,, B., C,, 
. N, N° soient déterminés de manière qu’on ait 
A,a+2B,b+C,c=m, Ag+2Bl+Cc=m, Nm'n+N M1, 
onentire, par la substitution des valeurs de, m’ dans la troi- 
sième équation 
| N'an+2B,N'bn'+CN'on'+A4,Nan+2B,Nbn+C None; 
de cette équation. et des équations (III), en posant 
—J'A,N'—Q'A,N—=G(B,N'HBN)=k, 
JAN’ —G'ONHI(BN —-B,N)=K, 
— PON HAN —-G{BN-BN)=k, 
JON + g CN (EN HEN)=K, 
on trouvera facilement 
kan + kan + k"(bn! + b'n) Pie kan’ + R°cn—k'(bn—bn)=g", a IV 
Ken kan +kK(bn—bn)=q", —k'on—ken-k (bn +bn) =" AV). 
Lorsque u—1, ces équations ne sont pas nécessaires , et l’on peut 


prendre à leur place les équations (I) elles-mêmes, dont elles 
sont les analogues. Or si l’on substitue dans les valeurs de 4nn', 
2Bnn', Cnn celles de q, g', q'» g"» Ps Ps P'r Pr On trouvera, en 
réduisant , que les différens termes sont des entiers multipliés 
les uns par 27, les autres par d* ou d’n*; et que tous les termes 
de la valeur de 2Bnn contiennent le facteur 2 ;or dn®=d'n" et 
Pr y dd Donc 4, B, C sont des nombres entiers. 

3°, En substituant les valeurs de p, p', p', p", dans les six 


Ko 


L'=(e", 8", c”), et a, B, 3, d'la transformation qui change f” 
en f". On voit alors sans peine que Æ se change en ff"-par la 
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remibres des équations (Q), on trouvera qu’elles sont satisfaites 
à l’aide de l'équation #g+n'g + mg" +n"g" == et des équa- 
tions (III). Les trois dernières ont déjà lieu par hypothèse î 
donc la forme F se changera en ff" par la substitution p, p', 
P', P's 9» 9» gr et son déterminant sera D, qui est égal au 
plus grand commun diviseur des nombres d*, dm; donc par 
la quatrième conclusion du n° précédent, Ksera composée de f, f”, 
237. THÉOREME. SÈ la forme F est transformable en le pro- 
duit de deux formes f, f’, et que la forme f' renferme la forme f”, 
F pourra aussi se transformer en FF. 
Conservons pour les formes F, f, f” les signes du n° 235, soit 


e 


By+dg, a9°+39", Ba +99". 
_ Représentons, pour abréger, ces coefficiens par 7, 7', r", r°à 
s, S, 5", 5", et faisons ad — Bye, en appliquant ici les équa- 


substitution. ap+yp', Bp+dp', ap'+3p", Bp+dp"; ag +99, 


tions © du n° 255, On trouve 
rs—rs=ane, rs"—r"s—(r's" rs) 2bns, rss one, 
rs" —r's= nr, TSF" st (rs rs )=2bn, vs"—r"s=en, 
s's—ss" Anne, rs" A s-r' rs aBne, 1717" =Cnr'e ; 
donc en représentant par d° le déterminant de .f”, et faisant 


Sen", on dura n'—n'e parceque L 22 n',etque et È 
suivant que la forme f” renferme f” proprement ou improprement: 
ainsi dans la transformation de F'en ff“ la forme f” entrera de 
la même manière que f” dans la transformation de F en ff", ou 
d’une manière différente , : suivant que e sera pesitif ou négatif, 
c'est-à-dire, suivant que f” renfermere f* prêprement ow im- 
proprement. Rae 

258. TuÉorème. Si lo forme K° renferme F, et que F puisse 
se changer en ff’, la forme K° pourra aussi se changer en ff". 


Conservons pour les formes F, f, f'les mêmes signes que plus 


haut, et supposons que Æ° se change en F par la substitution 


a, B, y, d', on voit facilement que F’ se changera en ff’ pat 
Ja substitution É 
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ap Bg, ap + Bf, ap'+ 8j", up+ Ba"; 

-_ -xp+ 9, 2p+dg, yp+dg", pp+dq. 
On prouvera en outre, par un calcul semblable à celui du n° 
précédent, que si Æ° renferme F proprement, les formes f, f” 
entreront dans la transformation de F' en f La de la même ma- 


nière que dans la transformation de F en ff’; et que dans le 
cas contraire, elles entreront d’une manière inverse. 


. En combinant le présent théorème avec celui du n° précédent, 
nous obtenons le suivant, qui est plus général: 


Si une forme F est transformable en ff’, que f, f' renferment 
les formes g, g respectivement, et que G renferme F , G sera 
transformable en gg. 

En effet, par le théorème du n° présent, G se changera en ff", 
donc par le théorème du n° précédent, G se changera en f£’et de 
même en gg’. Or il est évident que si les trois formes f, f”, G 
renferment proprement les trois formes g, g’, F, G se composera 
de la même manière en gg’ que Fen ff’; de même, si les trois 
premières renferment improprement les trois dernières ; et enfin on 
déterminera facilement de quelle manière G doit se composer 
de g, g’, si une des transformations est différente des deux autres, 


Si les formes F, f,.f’ sont équivalentes aux formes G, g, g' 
respectivement, les premières auront les mêmes déterminans que 
les dernières, et (n° 161) rm èt mn’ seront pour g, g” ce qu'ils sont 
pour f, f'. D'où il suit, par la quatrième conclusion du n° 255, 
que si F est composée de f, f’, G sera aussi composée de g,g', 
et mème que la forme g entre dans cette dernière composition 
comme f dans la première, si F, G; f, g sont équivalentes de la: 
même manière, ou au contraire. De même à l'égard de f” et g’. 

230. THÉORÈME. Si lu forme F est composée des formes f, f’, 
toute forme qui pourra se transformer en ff de la méme ma- 
nière que F, renfermera proprement cetie dernière. 

Conservons toujours pour ÆF, f, f’ les signes du n° 235, et sup- 
posons que la forme F°=—(4", B', €’), dont le déterminant = D’ 
se change en ff” par la substitution p, p', P's P° 5 9 » 9 Q'o 9'r € 
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_ représentons pour cette composition, par P,, L2 , R,, etc. les 
analogues de P, Q, R, etc. Dans la vremière on aura 
 P,=an,, R—S,—=abr,, Ui=cn'i, Qc, RS ab ra LCR 7% 
nl A'=Q qe Qiglu a B=p'Q "+ Piqip'ig Pas (@), 
mi C=P'p" PP" j 
. d d A . Q 
n, ét »'. étant. les racines de -; et >, et de ruèmes signes que 


n, nr. Soit donc L5=4 pris positivement, on aura mn; 
n,= kr. On déduit alors des six premières équations de Q et Q, 
P,=kP, Q;=—=kQ, R:=kR, S=RS, T=AT, U=AU ; 
donc par le lemme du n° 254, on pourra déterminer «, 8, y, d 

de manière qu'on ait 

ap+-Bg=pis ap +lg=p. etc. yp4dq=n, 7p+dg =, etc. 
et ad —fBy—=k 

En substituant maintenant les valeurs de p,, p’,, etc., qg,, g',, etc. 


dans les trois dernières équations de Q”, on trouvera, à l’aide des 
équations 7,= An, n’,==hkn, et des trois dernières de Q, 


A Aa +2PBay+C'y, B= Aa +B'(ad HRB)+C'yd, 
C= 48" +2B'RI+C'd?. 
ainsi la forme F”’ se change en F par la substitution «, 8; 5, d\, 
qui est propre, puisque ad'—f)=—X, et que À est positif. _: 
Si donc Fest aussi composée de f, f’, et de la même ma- 
nière que F, on aura DD, et partant F et F° sont propre- 
ment équivalentes. Plus généralement, si G est composée de g, £ 
de la même manière que F l'est de f, f’, et que les formes f, f’ 


soient proprement équivalentes aux formes g, g’, Fet G seront 
proprement équivalentes. 


Comme le cas où les formes à composer entrent directement 
dans la composition est le plus simple de tous, et que les autres 
s’y ramènent facilement , nous nous y attacherons principalement, 
ensorte que lorsque nous parlerons d’une forme composée de deux 
autres, on devra toujours entendre que chaque forme entre di-. 
rectement dans la composition; il en sera de même pour les 
fermes transformables en produits d’autres formes. 


240. 
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240. THÉORÈME. Si /a forme K est composée des formes ff’ 
et @ de Fet f”, que K' Le soit de F, f" et @" de K', f', Les formes 
®, ® sont proprement équivalentes. 


I. Soient... Re SÉ = x"+ab x y +cy", 
"=" 2"+ab'a"y" cr LOS 

F=—A4X"+2BXF+4CF*, - F=AX"+28XF'+CFr", 
= GP + 2Hiu+ Lu, g= GE Hal lu +Lu, 

et leurs déterminans 2, @, d”, D, D’, À, A’, qui ont tous les 
mêmes signes, et sont entre eux comme des quarrés. Soit m le 
plus grand commun diviseur des nombres a, 2b, c, et que "»’, 
mm", M aient la même signification par rapport aux formes f”, 
f';> F par la conclusion 4 du n° 235, D sera le plis grand com- 
mun diviseur des DADIES dm et d'm*, et partant Dm" celui 
des nombres dm'°m"°, d'°m°m"; M—mim'; A le plus grand com- 
mun diviseur des AE Dm, d'M*, ou dés nombres Dm" et 
d'm'm?; donc A es le plus grand commun diviseur des trois 
nombres dm'm"*, d'm°m*, d'm°m*. Par la même raison A’ est le 
plus gere commun diviseur des trois mêmes nombres; donc 
puisque A et A’ doivent avoir le même signe on a A, 
c’est-à-dire que les formes @, g" ont le même déterminant. 


II. Supposons maintenant que F se change en ff* par la 
substitution 
= par pay +pyr HpPyys  P=gri toy +9 +4 Tr 
et ® en Ff" par la substitution 
t=nmX2 nm XY Ha PH, 
u= XXL + XI + LL FENTE, 
et désignons par z, #’, IN, »" les racines positives de — - * £ , 
2, + 5° Alors. par le n° 255, on aura dix-huit Le dont la 
moitié appartiendra à la transformation de F'en ff", et l’autre moi- 
tié à la transformation de @ en Ff"; la première sera pg —p'g=an", 
et on Fie à l'instar, former toutes les autres, que nous omet- 
tons ici. re reste, les quantités 7, #', IN, v° sont rationnelles, 


mais peuvent être fractionnaires, 
- K k 
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TII. Si l’on substitue les valeurs de X, F' dans celies de ?, z, 
on a un résultat de la forme | 
t= rex x" tro y + ax" y +rxy' ay ep y y y", 
= sara" ax "ts ax y my y'a nf st y" sx yy spy y". 
Le coefficient r=pr+gzn", le coefficient r'—pr'+gzr"; les 
quatorze autres : peuvent se former de la même manière, nuus ne 
les plaçons pas ici, parceque chacun les trouvera sans peine. 


‘ É 24 d d 
Désignons maintenant les racines quarrées positives de A ee 


par », », on aura y— Nr, v—Nn. Cela posé, on trouvera faci- 
lement les vingt-huit équations suivantes: 
r—rs— aus, rs" — sac, rs" rs = ab y + ab, 
rs "—r"s—02 a"v, TS" —7"s—2'by" +0 l'y, FSU 0" by La" d'y, 
rs" up" bb "+ by ED by HAN", #57" s —ab"y) —a br", 
rs" r"s ag, Sr" s = by ab", rs" —rs dc", 

7 sr" 18 bb", +b'b'y—bh y — Ar)", r'S"—7" 1 —bc"y+D'e"r; 
rs — rs = ac, Ts" — rs" = Q"b'y — a'by, 
gs —r's = by + D by— Bb") — Avyy”, rs — rs" — g'c'y $ 

TS 1 —bc's"+b'c'y 5 TS" —=b'b'y—bb'y" bb") +Arrs, 
gs" — rs" = b'ey — boy, TS TS" EE b'c'y — bc'y", 

TS CC y y TS TS = Cr", TS "0" 0, 
TS pis = boy"  b'cy, Sr s Do — br", 


4 


r's" mn JS" — cc'y à ' DIEU ue 71 1571 — cc'y", 


que nous désignerons par ©, et les neuf suivantes : 


S's"— ss" = 0ÿG, TS HT s—rs —7"s —2a)" A - 
Dr = a), ss ss") ab" G ; 
TSI Sr" 7 ST TS TS ST 4 bi y 1T , 
TT (TO) = DL, Sc G , 
TS ST ST S 2H TL > 


que nous désignerons par Ÿ Cp 


a — ———— 


a nt 


(9) On pourrait trouver dix-huit auues équations dans lesquelles a’, 28’, c’; 


LA # (4 Q . S= 
a”, 2b » © remplaceraient a, 2b, c; mais nous les omettons parcequ'elles nons 
sont inutiies, ù 
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TV. Il serait trop long de faire ici le calcul pour ces trente: 
sept équations; il suffira de le placer pour quelques-unes; afin 
de donner un type d’après lequel on puisse trouver les autres. 

A Ps : TS Can x) + (ax 7x — à DL ax )pg 
LE Ca x" — a" x")g = (Ap° + 2Bpq+Cq) = "aa... première 
ëquation. k 

R. TS"—r's—(pg —p'yXax'—1"x)=an "Na"... deuxième 
équation. | 
RO Cr) Gr ut) et nt LE 
GER 2)gg"=n"( App" +B(pg"+p"g)+Cyg")+-L'N(pg" me 9) 

nb dd) + D'N(bn+ bn )=bb y" + b'by + bb", + As: 

_ puisque yd2 = Aw (r. IT). ...huitième équation de ®, Les 
autres se trouveront de la même manière. 

.V. Des équations ©, il suit, comme on va le voir, que les 
vingt-hbuit nombres rs —r's, rs"—r"s, etc. n’ont aucun diviseur 
commun. Nous observerons d'abord qu'avec les nombres a, 2b, c; 
a, 20°, c'; a”, 20", c'yv, v,v" on peut former vingt-sept produits 
de trois facteurs, tels que l’un de cés facteurs étant », le second 
sera un des nombres 4’, 2b’, c’, et le troisième un des nombres 

a”, 2b", c’; ou bien, le premier étant »’, le second sera l’un qe 
nombres a, 2b, c, etle troisième un des nombres a", 2b", c" 
ou enfin le premier étant »’, le second sera l’un des nonbtés 
a, 2b, c, et le troisième un des nombres a’, 2P', cd’. Or on s'as- 
surera aisément , d’après les équations ©, que chacé de ces pro- 
duits est égal à l’un des nombres rs—r's, etc., ou à la somme 
de plusieurs, ou.à leur différence. Si donc ces derniers nombres 
avaient un commun diviseur, les vingt- sept produits en auraient 
un. Mais il est facile de prouver, à l’aide du n° 40, par une 
méthode souvent employée dans ce qui précède, que ce diviseur de- 
vrait aussi diviser les nombres »77m", ÿ mm”, mm’, et partant leurs 
LE 7 LE, Drm, Mais (1) A est le plus 
grand commun diviseur des trois  edteurés donc les fractions 
sont premières entre elles, et n’ont parconséquent pas de divi- 
seur commun. 


quarrés, qui sont 


VI. Tout ce que nous avons dit jusqu’à présent regarde la 
transformation de @ en ff'f”, et est tiré de celle de la “forme F 
2 
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en ff', et de ® en Ff”. Mais on trouvera absolument de la même 
manière, par les transformations de FÆ° en ff" et de ©’ en F'f", 
la transformation de ç’ en ff'f": 

d'=pra'x"+ par y'+ etc. W=06xx'x"+o xx y"+ etc. 

On entirera, comme plus haut, vingt-huit équations que nous 
désignerons par ©’, et neuf que nous désignerons par #’. Or sans 
faire le calcul, il est aisé de voir que les équations ©” auront 
les mêmes seconds membres que les équations ©, et que les équa- 
tions ‘F’ ne-différeront des équations # que par l'accent de &, 
H, L. Donc, puisque tous les nombres rs— rs, etc., n’ont point 
de commun diviseur, on pourra, par le lemme du n° 254, trouver 
quatre nombres entiers «a, @, y, d' tels que l'on ait 


ap+Bo=r, ap+fBo—1, ann etc. 
p+do=s, 7p+do=s, yp rio =s", etc. et ad — É 


VIT. De là, en substituant les valeurs de aG, aH, aL tirées 
des trois premières équations # , et les valeurs de aG”, aH”, aL” 
tirées des trois premières équations Ÿ’, on s'assure aisément que 
l’on a 


a(Ga+2Hay+Ly"}=aG", a(GaB+H(ad'+8)+L)d)=aH", 
a(GB+2H8d+Ld*)=al/; 
d’où il suit, si l’on n’a pas a—0, que la forme © se GPES en 
par la substitution propre «, 8, 7, d! 


Mais en prenant, au lieu des trois premières équations de 
et ‘F’, les trois suivantes ou les trois dernières, on obtiendra trois . 
équations qui ne différeront des précédentes que parcequ'il y aura 
2b ou c à la place de 4, et comme on ne peut avoir à-la-fois 
a, b, c—0, la forme @ se changera nécessairement en g par la 
substitution «, 8, 7, d : 

241. Une forme telle que @ ou g’, qui naît de la composition 
avec une troisième, d’une forme composée ‘de deux auttes, sera 
dite composée de ces trois formes, et par le n° précédent , on voit 
qu'il n'importe pas dans quel ordre se fait la composition. On 
voit que de cette manière on composera une forme d'autant d’autres 
formes qu’on voudra, et l’on démontrerait facilement que l’ordre 
dans lequel ces formes sont composées est indifférent, c’est à-dire, 
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que les formes composées des mêmes. formes sont toujours propre- 
ment équivalentes. Or il est évident que si les-formes f, f’, f”, etc. 
sont proprement équivalentes aux formes £, 9’, g”, etc., la forme 
composée des premières est proprement équivalente à la forme 
composée des dernières. 

242. Les propesitions précédentes renferment la composition des 
formes dans sa plus grande généralité ; passons maïntenant à des 
applications plus particulières , par lesquelles nous n'avons pas’ 
_ voulu interrompre l’ordre du sujet. Nous commencerons par re- 
prendre le problème du n° 236; que nous limiterons par les con- 
ditions suivantes: 1°. que les formes à composer aient le même 

déterminant, ou qu’on ait d=—df; 2°..que.14 et "1° soient-premiers 
entre eux; 3°. que la forme cherchés soit composée directement. 
des formes f, f”. Il suit de là que 73° et m* seront. aussi pre. 
miers entre eux; donc on aura D =—d=1\", puisque 1 doit être le 
plus grand commun diviseur- des nombres. dn® et dm’; donc 
n—n —=1, Comme ijes quatre nombres X, X', Æ°. K° peuvent. 
être pris à volonté, supposons-les = — 1,0, 0, 0, ce qui. sera 
toujours permis, à moins qu’on p’ait à-la-foisa = =—b+4=0o à 
cas: dont mous ne nous ocCuperons parconséquent pas ici, mais 
qui ne peut.ayoir lieu.que pour les. formés: de déterminant positif 
quarré. Alors x sera le plus grand diviseur commun aux nombres 
a, d'y bHb, et les nombres #, #”, x” doivenc être pris de mu- 
nière qu’on ait n'a + sa +n"(b+ b')=u; quant à +, il reste 
entièrement indéterminé. On tire de :h, en substituant pour p, 
g» pq, etc. leurs valeurs, 


ad , sh À BD 
AT BE Cru twab tr bte GED), et C7 C9, | 


(*) Si Ton avait aa —1, b=b,c—c, on tiouveratp=1,9=0,g—:1, 
g'=1,q=2b,et (#+7")a+ ab; or on a 
p=r" +7" hon"h= 1... PR" cer, PR, pm (nr) — 97h, 
et l’on satisfera à l'équation de condition en prenant 7“ = 1 et 74e pm br. 
ce qui donne 


P =0, P" 
Un a donc X— xx — cyy..... F=xy +yz' + abyy ; d'ailleurs 4=1..... 
B=ra+(r + 7")ab+r" (b + D)=b, C=c. Résultat de Lagrange. (Supplé- 
ment à l’Algèbre d'Euler, p. 642). (Note du Traducteur.) 


=o et p—=—0c. 
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Ainsi dans cette solution la valeur de :4 ne dépend pas des 
nombres #, 7, #",#", qui peuvent être déterminés d’un nombre 
infini de manières; à l'égard de 2 , il aura des valeurs différentes 
qüand op en donnera d’autres à ces mêmes nombres, et a sera 
utile de chercher la liaison de ces valeurs de Z. 

1°. De quelque manière qu'on détermine x, a’, a”, a”, les va- 
leurs de Z qui en résultent sont congrues suivant É module 4. 
Supposons en effet qu’en faisant —®, =G,Tr=0,r =", 
on ait B=— 8, et qu'en faisant r—@ +, 7 =" + d",r"=0"+d", 
#°=@" + d'onait B— 8 + A, il en résultera les deux équations 
de condition, 
ad' 4e d + (bhb)d "=, ac d-Hab Sa bd" + (bb +D)d'=nA; 
multipliant le premier membre de la seconde “équation par 
a + dæ"+(b4+b)æ", et le second par , et retranchant du 
premier produit la quantité 

(alba + ba" (bb + D}o")(ad + a d'+(b+b)d), 
qui est évidemment —0, en vertu de la première éqüation, on 
_ trouvera, réduction faite, 


d'A ad {us + (DD. "+ ca") + (BP. ton) (dat cs") d"}, 
ét partant , HA est divisible par aa’, ou À par = A. 


2°. Si l’on rend B=—f en faisant =, —",n"—@",r"—=@", 
on peut trouver pour ces nombres d’autres valeurs qui rendent Z égal 
à un nombre quelconque donné congru à B, suivant le module 4, 
c’est-à-dire , telles qu’on ait B — B + 4A. Observons d’abord 
que les nombres kb, C, C', b—b' ne peuvent avoir de diviseur 
commun, Car s ’ils en avaient un, il diviserait les six nombres 
a;æ ,b+86,c,c,b—#". et partant, les six nombres a, 2b,c,a',2b’,c', 
et parconséqüent ‘m et m° qui sont premiers entre eux var 
hÿpothèse. Ainsi bn peut assigner quatre nombres entiers k, ‘h!, 
k”, h”, tels qu’on ait au+hc+h'e+h"(b—b)= 1: cela fait, si 
Von rend kKh=d\, k An ed en }=ud", k{h(b4+8")}+h'a}=ud", 
— (ha + h'a)=pd”, il est clair que d', d’, d", d° sont des nombres 
entiers, et l’on s’ AT facilement qu’on a 

a + a" +(b+b)#— 0. 


ad) ab à + ab + (bb + D) — aa : Quh+ ch CRE (bb) =uRA, 


nouer. | 263 
La première Étuation fait voir que Rd md, La, 
m"+ d" sont des valeurs de x, #', x", s". et la seconde, que 
ces valeurs rendent B—8+L4A. 


II suit delà que B peut toujours être déterminé de manière à 
tomber entre o et ÆA—1, si 4 est positif, ou entre o et —4—1; 
si À est négatif, 


243. Des équations 
rare +7" (bb, Brant ab aa bn "(bb + D), 
on tire 


B=b+- L (ra a (bb) rc) = D'+ HE (ra + R(b—b") He 


donc B=b (mod. 2) ,; et B:2=25 (mod. L). Toutes les fois qué 


Let = seront premiers entre eux, il n'y aura entre o et A—1 
(ou entre o et —4—1, s1 4<0) qu’un seul nombre qui ‘soit 


congru à à, suivant le module 7e et à ’,, suiyant à. Si:on le 


=, la forme (4,.B, C}) sera composée 
des formes (a, b, c), (a’, b', c'). Dans ce cas, il n’est pas né- 
cessaire, pot Fe composition ; de considérer les nombres +, 4’, 
m'y a”. Par ne si l’on cherche une forme composée des 
de formes (10,.3, 11), (15,2,7), a,a, b4b" seront res- 
pectivement 10, 15, 5 etü—5; donc PET B =3 (mod. 2) 
et —=2 (mod. 3), d'où B=5; et la forme G, 5; sera celle 


qu'on cherchait. Au reste, ia condition que : et — soient pre- 


fait 2%, et 2 — 


miers entre eux, revient à ce qu’ils n'aient pas d'etre diviseur 
commun que le plus grand commun diviseur des trois nombres 
a, à, bb, ou encore que le plus grand diviseur commun des 
nombres a, a’, divise b+ 0". 

On doit remarquer particulièrement les cas suivans : 


°, Étant proposées deux formes (a, b,c), (a', D, c’) de même dé- 
RE D, telles que le plus grand diviseur commun des nombres 
a, 3h, c soit premier avec celui des nombres a’, 20”, c',et que a 


264 _RECHERCHES a 
soit premier avec a; on trouvera une forme composéede ces deux-là 
en faisant A— ad, B=b (mod. a) et =L (mod. af, C=——. 
Ce cas aura toujours lieu quand l’hne des formes à composer est 
‘une forme principale, c'est-à-dire qu’on a a—1, b—0,c——D. 
On aura alors :4=—4, B pourra être pris =’, d'où l'on tirera 
C= c'; donc une forme quelconque est toujours composée d’elle- 
méme et de la forme principalé de*méme déterminant. 


2°, Si deux formes opposées proprement primitives doivent être 
composées , par exemple, (a, b, c) et (a, —6, c), on aura p—u; 
d’où l’on voit facilement que la forme principale (1, 0,.— D) 
est composée de ces deux formes. 

3, Étant données tant de formes qu'on voudra (z, b, c), 
(a’, b', c’},,(u”,,&",.c°),.etc., :proprement primitives.et de même 
déterminant D, et dont les premiers termes a, a’, a”, etc. soient 
des nombres premiers entre eux , on trouvera une forme (4,8, GX 
composée de celles-là, en prenant 4 égal au produit des nombres- 
a, dy a", etc., B congru aux nombres b, b’, b*, etc., suivant les 


modales d;.a, a°, etc. respectivement, et C— ne En eflet, 


à. ; nm B°—D | | 
on voit facilement que (aa, B, ——) est composée des tormes 


, B°— D 

(a, b,c); (a', b', c), que (aaa’,B Re ) estcomposéedecette 

‘dernière et de (a”, D”, c'), etc. 
4. Réciproquement, étant donnée une forme proprement pri- 
mitivé (4, B, C) de déterminant D, si l'on décompose le nombre 4 
en facteurs premiers entre eux &, a’, a”, etc., et que l’on prenne 
les nombres 2, £’, L”,.ete. égaux à B,: où du’moins congrns à2, 

suivant les modules &,:#,.4", etc., é= 2 TE — —— 

bo D 

SE " 

d'a, etc, la forme (4, B;, C) sera composée des formes 
(a, b - c}: (a, D’; c'), (u”, bd”, c'), etc., ou sera déeomposable en 
ces différentes formes. On prouve sans peine que-la même pro- 
position a lieu également quand même la forme (4, B, C) serait 
improprement primitive ou dérivée. De cette manière on pourra 
décomposer toute forme 2n d’autres de même détermnant, dont 
les 
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De 1 premiers un sont tous des nombres premiers ou des puissances. 
de nombres premiers. Cette résolution est souvent commode pour 
Conposer plusieurs formes en une. 


Soient, par exemple, à composer les trois formes (3, 1, 134), 
(10, 3, 41), (15, 2, 27); on décomposera la seconde en les deux 
(2, 1,.201), (5, —2, 81); la troisième en (3, —1, 154), (5, 2, 81); 
et il est clair que la forme composée des cinq formes (3, 1, 134), 
(2, 1, 201), (5, —2, 81), (3,—1, 134), (5, 2, 81), en quelqie 
ordre que ce soit, sera composée des trois formes données. Mais 
la composition de la première et de la quatrième donne (1°.) la: 
forme principale; la composition de }a première et de la cinquième 
la donne aussi; donc (2°.) la forme composée définitive est 
25 5 201). , 
5°. Il nous semble qu’aftendu l'utilité que présente ce procédé, 

il n’est pas inutile de lui donner ici plus de développement. L’ob- 
servation précédente prouve que pour. composer tant de formes 

| Pose primitives qu’On voudra , on peut.réduire la difficulté à 
n’avoir à composer que des formes dont les premiers termes soient 
des puissances de nombres pemiers. Il convient de considérer sur- 
tout le cas où l’on doit composer deux forues proprement primitives 
(a, b, ©), (a, b, c’), dans lesquelles a ét a’ sont des puissances 


d’un même nombre premier, Soit donc a=h" , d'=h" , h étant 


un nombre premier, et soit a>>—«/, n° sera le plus grand di- 
viseur commun des nombres a, a', et s’il divise +’, on ren- 
trera dans le cas considéré au commencement de ce numéro, et 
(4, B, C) sera ones des formes proposées » pourvu que l'on 


prénne Ah, B=b (mod. 4° # , et =b ie 1); condi- 
2, Mais si 4° 


ne divise pas B+Ÿ, le plus grand diviseur commun des trois 


tion qui peut évidemment s’omettre; enfin C = 


- FE æ ° 
nombres” 4, 4, bLb divisera À ,et sera une puissance de : 


hi <H”; supposons-le —=#7, il faudra déterminer les nombres +’, 
y 1° de manière qu’on ait 


PUR ET CA CE DE LT . 
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x étant pris à volonté; et -a forme (4, B, o sera composée 
des formes données , si l’on prend 

ARR, Bb ht nt (b— mi ce SE 


Mais on voit facilement que dans ce cas 7” peut être pris aussi à 
$ ‘ < ÿ mat À eo 

volonté; donc en faisant r—#—=0, on a PRESS TL | 
plus généralement B—AA4+b—7x "ch (n° précédent). Cette 
formule ARE ne renferme que #”, qui est la valeur de 


(mod. k° D: 


l'expression _ TT 
Soit, par exemple, à.rrouver une forme composée des deux 
Formes (16, 3, 19) et (8, i,37),;-on a h—2, a—4, «53, 
—°. Donc 48, #” est la valeur dé l'expression £ (mod. 8), 
qui est 1, d'où B—8k—37, ou en faisant À—9, B=—1 et 
C:=537; donc (8, 1, 87) est la forme cherchée, 


Étant donç proposées tant de tre qu’on vordra, ‘dont les 
premiers termes sont des puissances de nombres premiers, il faut 
examiner si quelques-uns d’entre eux sont des puissances de mêmes 
nombres premiers, et comparer entre elles, par la règle que nous 
venons de donner, les formes auxquelles ils appartiennent. De 
cette manière on obtiendra des formés dont les premiers termes 
seront encore des puissances. de nombres premiers, mais de nombres 
premiers différens; ainsi par l'observation (3) on pourra trouver 
une forme composée de ces dernières. 


Parexemple, étant ‘proposées les formes 
(5 24 47), ( 0, 35), (5, 0, 28), (16, 3, 9), (,.7, 21), (16, 6, 11}; 
de la première et de la cinquième on tire la forme (27, 7,7): ; 
de la seconde et de la quatrième, la forme (6, —6, 11); de 
cetle dernière et de la sixième, la forme (1, 0, 140), qui ‘peut 
être négligée. Il reste les deux formes (5, pb, 28)et (27,7; 7), 
qui produisent la forme (135. —+0, 4), pour laquelle en -peut 
prendre (4, v, 25), qu ai est proprement He Ainsi 


(4, 0, 35) est la résultante de la compostuion des six formes pro- 
posées. 
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Au reste, on peut tirer de là plusieurs artifices utiles dans la 
pratique; mais nous sommes forcés de ne pas nous arrêter plus 
long-temps sur ce sujet, pour passer à des choses plus difficiles. 


244. Si un nombre «a peut être représenté par une certaine 
forme f, et un nombre a’ par la forme f”, que d’ailleurs la forme F 
soit transformable en ff’; on voit sans peine que le produit av! 
peut être représenté par la forme F. 11 suit de là que lorsque 
les déterminans de ces formes sont négatifs, la forme Æ sera po- 
sitive, si f et f’ sont ou toutes deux positives, ou toutes deux 
négatives, et négative, si l’une est positive et l’autre négative. 
Arrêtons-nous particulièrement sur le cas que nous avons consi- 
déré au n° précédent, où F est composée de F, f', et où F, 
f, f” ont le même déterminant D; supposons encore que les re- 
présentations des nombres a, a par les formes f, f” se fassent 
par des valeurs premières entre elles des indéterminées, que la pre- 
mière appartienne à la valeur 2 de l'expression y/D (mod. a), et 
la seconde à la valeur &’ de l'expression ÿ/D (mod.a), et que 


ES Ai. ; 
à a =? ; alors (n° 168), les formes 


l’on prenne c — 


(a, b, c), (a, D, c‘) seront propremenr équivalentes aux formes 
f, f'; donc F sera composée de ces deux formes; mais la forme 
(A, B, C) sera composée des deux mêmes formes si, 4 étant le 
plus grand commun diviseur des nombres a, a, b+-Ù, on fait 


A=%, B=b (mod. =), = b (mod. ) et C7; donc 


cette forme sera proprement équivalente à la forme F. Or le 
nombre aa se représente par la forme Ax*+2bxry + Cy', en fai- 
sant zu, y—0, dont le plus grand diviseur commun est u;° 
donc aa pourra être représenté par la forme F, de manière que 
les valeurs des indéterminées aient un diviseur commun y (n° 166), 
Donc toutes les fois que w=—1, au’ pourra être représenté par F, 
au moyen de valeurs premières entre elles des indéterminées, et 
cette représentation appartiendra à la valeur B de l'expression 
VD (mod. as), qui est congrue à b, b’, suivant les modules &, a’. 
La condition 4=—1 a lieu quand a est premier avec 4”, ou plus 
généralement, quand le plus grand commun diviseur de «, 4° est 
premier avec b+ÿ". 


2 
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245. THÉORÈME. S5 /a forme f est comprise dans le même 
ordre que g, que f’ soit comprise dans le méme ordre que g'; 
la forme F composée de f, f” aura le méme déterminant , et 
Sera comprise dans le même ordre que G composée de g, g. 

Soient f— (4, b,c),} ft (ab cr) el CARE RE PRE 
les déterminans d, d, D ; soit m le plus grand diviseur commun 
des nombres a, 26, c, m, le plus grand diviseur commun des ; 
nombres a, b,c; et que #7, m',, M, M, aient les mêmes signi- 
fications par rapport aux f” et F respectivement. L'ordre de la 
forme f sera déterminé par les nombres 4, m, m,, d'où.il suit 
que les mêmes nombres auront lieu pour la br g5 par la même 
raison , les nombres d', m',m',, seront pour la forme g’ ce.qu'ils 
Sont pour la forme f”. Or (n° 235) les nombres D, M, M; sont 
déterminés par les nombres d, mn, m,; d',m',m,; AE D est 
le plus grand commun diviseur des nombres dn!° et d'm°, M— mm 
et M,— min’, (si l’on a en même temps n=M,; M =M,), ou 
2m, (si m=am,, ou m-— 2m"). Comme ces propriétés 
de D, M, M,, suivent de çe que F est composé de f, f”, on voit 
sans peine que D, M, M, seront pour G ce qu’ils sont pour F, 
et que arc Duene F et G sont de même.ordre. 


Nous appellerons en conséquence | ‘ordre qui renferme la former, 
ordre corspesel de ceux qui renferment f et f”. Aivsi, par exemple, 
l’ordre composé de deux ordres proprement pfimitifs est anssi un 
ordre proprement primitif, et l’ordre composé d’un ordre proprement 
primitif et d’un ordre improprement primitif, est un ordre impropre- 

ment primitif, 


C'est dans le même sens que nous pourrons dire qu'un certain 
ordre est composé de plusieurs autres. | 


246. PROBLÈME. Étant proposées deux formes primitives quel- 
conques , f, f", de la composition desquelles naît Lu forme F, 
du genre auquel appartiennent Ÿ et f', déterminer le genre 
auquel appartient F. 

I: Considérons d’abord le cas où une des deux formes an moins, 
Ja première f par exemple , est proprement primitive , et désignons 
par d, d', D, les déterminans des formes f, f, F; alors D sera 
le plus grand commun diviseur des nombres dm”*,d'; m étant= +, 
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où — 2, suivant que f” est proprement ou improprement primi- 
tive : dans le premier cas, F appartiendrait à à un ordre propre- 
ment primitif; dans le Rat à un ordre improprement primitif, 
Maintenant le genre de la forme F se déterminera par ses carac- 
tères particuliers, tant à l'égard des différens diviseurs premiers. 
impairs de D, que, dans quelques cas, à l'égard des nombres 4 
| où 6.11 SRE donc déterminer chacun d'eux. 


. 1°. Si p est un divisèur premier quelconque de D, il divisera 
nécessairement d'et d'; ainsi la relation de la forme F avec p, se 
trouveront parmi les caractères des formes f, f'. Or, si le nombre a 
peut être. représenté par la forme f, et le nombre a’ par f”, aa’ 
pourra l’être par F. Si donc des résidus quadratiques de p, fon 
divisibles par p, peuvent être représentés, tant par f que par f”, il 

pourra y en avoir de représentés par la forme F ; c'est-à-dire, que 
si l’une et l'autre de ces deux formes a le caractère Rp, la forme F 
auraile même éaractère. Par une raison semblable , la forme FÆ 
aura le caractère R.p. Si:les deux formes f, f’ ont le caractère 
N.p3 aù éontraire F':auta le caractère N.p, si l’une des formes 
| Le et f” a le caractère R.p, et l’autre le caractère N.p. 


°. Si dans le caractère complet de la forme F', il entre une 
nn. à l'égard du- nombre 4, cette relation doit entrer aussi 
dans lesicäractères des formes f, f'. En effet, cela ne peut arriver 
_qée. lorsque. D=0 (mod. 4). ou =3 (mod. 4); quand D est diyi- 
sible paf 4; dm" et d le seront aussi; donc f”’ ne pou pas être 
irmproprement primitive (n° 236), et partant on a m1; donc 
d'.et d’. sont divisibles par 4, et le caractère de chacune d'elles 
renfermera la relation à l’égardide 4. Quand D=3 (mod. 4), D divi- 
sera detd, les quotiens seront des nombres quarrés, et parconséquent 
. d'et-d'. seront ou =0, ou 5 (mod. 4), et la relation à l'égard 
du nombre, 4 sera comprise dans les caractères des formes f, f”. 
Donc il suit de là, comme dans 1°., que le caractère de la forme F 
sera 1,4, si les deux formes f, f' ont le caractère 1,4. ou le ca- 
racière 3.4, et qu'au contraire Je: caractère de la forme Fsera 
3,4, si. l'une des. formes f, {: ‘a le caractère 1,4 et l’autre le ca- 
ractère 3,4. 


%°, Quand D est divisible par 8, d’ l’est aussi; donc /” est pro- 
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prement primitive, m—1, et 4 divisible par 8; ainsi un des ca- 
ractères 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 peut se trouver parmi les caractères 
de F, s'il a lieu tant pour la forme f que pour la forme f”. On 
s'assure facilement, comme ci-dessus, que le caractère de la 
forme F est 1,8, si f, f” ont le même caractère; qu'il sera 3,8, 
si l’une des formes f, f” a le caractère 1,8 et l’autre le caractère 
3,8, on si l'une a le caractère 5,8 et l’autre le caractère 7,8; qu’il 
sera 5,8 si f, f” ont pour caractères l’une 1,8, l’autre 5,8 ou 3,8 
et 7,8; et enfin qu'il sera 7,8, si f, f” ont pour caractères 1 ,8 
et 7,8, ou 3,8 et 5,6. 

4. Quand D=2 (mod. 8), d' sera =0, ou=2 (mod. 8); par- 
tant m1, et d=0 ou —=2 (mod. 8); mais comme D est le plus 
grand commun diviseur de d'et d', ces deux nombres ne peuvent 
pas être tous deux divisibles par 8. Donc dans ce cas le caractère 
de la forme Fne pourra être que 1 et 7,8 ou 3 et 5,8, soit que 
les deux formes f, f’ aient l’un de ces deux caractères, soit que 
l’une d’elles en ayant un, l’autre ait un des caractères: 1,8; 
3,8; 5,8; 7,8; d'où l'on voit facilement que le caractère de la 
forme F se détermine par la table suivante : 


| Caractères de l’une des formes 7 


1 et 7,8 3 et 5,8 
ou 1,8 ou 3,8 
ou 7,8 ou 3,8 


Re 0 20 eo ep 
Caractères de l’autre forme. Caractères résultans pour F. 


1 et 7,8 1 et 7,8 3 et 5,8 


ee 


3 et 5,8 6 et 5,8 1 et 7,8 


5. On prouve de la même manière, pour D=6 (mod. 8), qu'on 
ne peut donner à la forme F l’un ou l’autre des caractères 
r et 3,8; 5 et 7,8, à moins que quelqu'un de ves caractères n’ap- 
partienne à l’une des formes f, f’, et que l’antre n’ait l’un de 
ces mêmes caractères ou l’un des suivans : 1,8; 5,8; 5,8; 78 ; 
desorte qu’on déterminera le caractère de la forme F par la 
table suivante : 
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| Caractères de l’une des formes f, f’. 


1 et 3,8 5 et 7,8 
ou 1,8 ou 5,8 
ou 3,8 ou 7,8 
Caractères de l’autre forme. Caractères de la forme F. 
1 et 3,8 


5 et 7,8 


II: Si chacune des formes f, f” est improprement primitive, 
D sera le plus grand commun diviseur des nombres 44 et 44, 
D 
4 
(mod. 4), puisque (n°226) d et d' le sont. Mais en posant 
F=—(24, B, C), le plus grand commun diviseur des nombres 
Æ, B, C sera 2, et celui des nombres 4, 2B, C sera 4; donc F 
est une forme dérivée de la forme improprement primitive 
(14, 5B, :C), dont =D est le déterminant, et dont le genre 
déterminera celui de F. Comme cette forme est improprement 
primitive, son caractère ne renfermera point de relations avec 
4 et 8, mais seulement avec les différens diviseurs premiers im- 
‘pairs de =D. Or ces diviseurs doivent nécessairement l'être de d 
et d. Si les deux facteurs d’un produit sont représentables l’un 
parf et l’autre par f”, la moitié de ce produit le sera nécessai- 
rement par la forme (14, :B, :C); on voit facilement , d’après 
cela , que le caractère de cette forme, à l'égard du nombre pre- 
mier p diviseur de D. sera R.p; d’abord, si2R.p et que les 
formes f, f” aient un même caractère à l'égard de p; ensuite 
si l’on a 2/NVp et que les caractères des formes f, f” soient op- 
posés à l'égard de p. Au contraire, le caractère de cette forme 
sera N.p, sif, f' ont le même caractère et qu’on ait 2N.p, 
ou s'ils en ont un différent, et qu’on ait 2R.p. 


ou 1D celui de Z'et 2’; il suit de là que d, d'et — sont =1 


247. Par la solution du problème précédent, il est évident que 
sig est une forme primitive du même ordre et du même genre 
que f, que g’ soit une forme primitive du même ordre et du même 
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genre que f’, la forme composée de g, g' appartient au même 
genre que la forme composée de f, f’. On voit par là ce que 
signifie un genre composé de deux ou de plusieurs autres genres. 
Or on voit encore que si.f, f” ont le même déterminant, que f 
soit une forme d’un genre principal , et que F soit composée de 
f,f', F sera du même genre que f”, et qu’ainsi le genre prin- 
cipal peut toujours être omis dans la composition avec les autres 
genres de même déterminant. Si, toutes choses d’ailleurs égales, 
f n’est pas du genre principal, et que f” soit une forme primi- 
tive, F sera certainement d’un autre genre que f’. Enfin si f,f” 
sont des formes proprement primitives de même genre, F sera du 
genre principal (n° 243 (2°) et n° 230, à la fin). Si donc une 
forme proprement primitive quelconque est composée avec elle- 
même, la forme qui résulte de la composition, et qui sera pro- 
prement primitive et de même déterminant, sera du genre principal; 
mais si f et f” sont toutes deux proprement primitives, de même 
déterminant et de genre différent, F ne pourra pas appartenir au 
genre principal, 


248. PROBLÈME. Étant proposées deux formes quelconques 
F, f‘ dont F est composée; déterminer le genre de F d'après 
ceux de f, f’. 


Soit f— (2,8, c), f'=(a, 6, ); F= (A4; 5,0); rleplus 
grand commun diviseur des nombres a, b, c,u' celui des nombres 
a’, b', c', de: manière que f et f” soient dérivées des formes pri- 
mitives er 2), (£, La _. que nous désignerons par ®, 
mu? PART ATT | 
g’; cela posé, s’il y a au moins une des formes @, @‘ qui soit 
proprement primitive , le plus grand commun diviseur des nombres 
A, B, C sera uw, et F sera dérivée de la forme primitive 
(£ Te S)=®, et le genre de F dépendra de celui de &; 
mais on voit facilement que ® se charge en @®" par la même 
substitution qui change F en ff”, et que parconséquent ® est 
composée de ®, g'; donc on pourra déterminer son genre par le 
problème du n° 246. RE 

Mais si f et f” sont improprement primitives, le plus grand 
commun diviseur des nombres 4, B, C sera auu’, et la forme:®, 


qui 
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qui est encore ici composée de ®, 9, est DURE dérivée 


de la forme proprement LÉ He =) 
prop n primitive su? ue? au) Le genre 


de cette forme pourra être déterminé par le n° 246, et comme 
Æ est dérivée de la même forme, son genre sera connu par là 
même. 


Il est évident par cette HR que le théorème donné au 
n° précédent pour les formes primitives, a lieu pour des formes 
quelconques, savoir, si f” et g’ sont des mêmes genres que f 
et g respectivement, la forme composée de f, f' est du même 
genre que la forme composée de g, g’. 

. 249. THÉORÈME. Si Les formes f, f’ sont des mémes ordres, 
genres et classes que g, g' respectivement:, :la forme composée 
_ def et de f” est de la méme classe que la forme composée de g, g°. 

Ce théorème n’est qu’une conséquence immédiate du n° 239. 
On voit par là ce qu’on doit entendre par une classe composée 
de deux ou de plusieurs classes. 


Si l’on compose une classe quelconque À avec la classe prin- 
cipale, la classe composée sera X elle-même; ainsi dans la.compo- 
sition des classes de même déterminant, on peut négliger la 
classe principale. Or (n° 243) il naît toujours une classe princi- 
pale de la composition de deux classes opposées proprement pri- 
mitives; donc toute classe ambiguë étant sa propre opposée ,.-en 
composant avec elle-même une classe ambigué proprement pri- 
mitive, la résultante est la classe principale de même déterminant. 


La récipreque de la dernière proposition est également vraie: 
Si La résultante H de la composition d'une classe proprement 
primitive K avec elle-méme, est la classe principale de méme 
déterminant, K sera nécessairement une classe ambiguë. En effet, 
si Æ’ est une classe opposée à X', la résultante des trois classes 
K, K, K' sera la même que celle de Æ et X”, c'est- à-dire, 
sera égale à X’; mais la résultante de X et X' est A, et la ré- 

sultante de 7 et X est X; donc X coïncide avec Æ', et est par- 
conséquent ‘une classe ambiguë. 

Or on remarquera la proposition suivante : 97 es classes K, L 


sont opposées aux classes K', L' respectivement, la classe 
Mm 
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‘composée de K, L sera opposée à la classe composée de K,E° 
Soient les formes f, g, f', g des classes K, L, K", L' respec- 
tivement, F la forme composée de f, g, F' la composée de f”, 8’; 
cotnme f” est improprement équivalente à fet 8 àg,et que F 
est composée directement de f, g, F sera aussi composée de f”, LÉ 
mais indirectement de chacune d’elles. Donc toute forme qui équi- 
vaut improprement à F, sera composée directement des formes 
f', 8’, et partant sera proprement équivalente à F” (n° 258, 239); 
donc F'et G seront proprement équivalentes, et les classes aux- 
quelles elles appartiennent seront opposées, 


Il suit de là que la résultante d'une classe ambigué X avec 
une autre classé ambiguë Z .est elle-même une classe ambigu ; 
car elle est opposée à la résultante des classes opposées à Æ et Z, 
et partant à elle-même, puisque ces classes sont elles-mêmes leurs 


opposées. 


Observons ‘enfin qu'étant proposées deux classes quelconques 
K, L de même déterminant, dont la première soit proprement 
primitive, on peut toujours trouver une classe de même déter- 
minant, telle que Z soit composée de X et de M. En effet, on 
ÿ parviendra en prenant pour M la classe composée de Z et de 
a classe opposée à À. On voit aussi très-facilement que cette 
chasse est la seule qui jouisse de cette propriété, ou que des 
classes différentes de même déterminant, composées avec la même 
classe proprement primitive, donnent des chasses différentes, 


La composition des classes peut se désigner commodément par 
le signe de multiplication x , de même que l'identité des classes 
par le signe d'égalité. Au moyen de ces signes, la proposition 
que nous venons d'exposer pent être présentée de la manière sui- 
vante: Si la classe X” est opposée à K, A xX' sera la classe 
principale de même déterminant; donc XxX'xL=—L, en prenant 
donc M=X"XL, on aura KxM—1I,, comme on le desirait. Mais 
s’il y en avait une autre M” qui jouît de la même propriété, ou 
. qu'oneût XX M'=L, on aurait KxXxK'xM=K'X L= M, donc 
M°= 121. Si l’on compose ensemble plasieurs classes identiques, 
on peut exprimer Ja résultante en mettant «en exposant le nombre 
de ces classes. Ainsi A° désignerait la même chose que XXK, 
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*, que XXXXX. On pourrait employer la thême notation 
ee les formes, mais nous nous en abstiendrons pour éviter l'ame 
biguité, ayant déjà donné une signification particulière à l’ex- 
pression ÿ/M(a, b, c). Nous dirons que Ja classe X*° provient 
de la duplication de la classe À, X* de la triplication, etc. 


250. Si D est divisible par 77° (en supposant »: positif), il y 
aura un ordre de formes de pans D, dérivé de l’ordre pro- 


prement primitif de déterminant . (ru deux quand D est néga- 


rs de . à D 

tif, un positif et l’autre négatif). La forme (m, 0, —") appar- 
tiendra évidemment à cet ordre (à l’ordre positif), et pourra avec: 
raison être considérée comme la forme la plus simple de cet ordre: 


(comme la forme (—m, 0,7) dans l’ordre négatif quand D est né- 


gatif). Sien outre = 1 (mod.4), il y aura aussi un ordre de formes 
de déterminant D dérivé d’un ordre improprement primitif de dé- 


terminant 2 , auquel appartiendra évidemment la forme 


(ar M, M), qui sera la plus simple. Quand D est négatif, 

| PRE 
2m 
sera la plus simple. Ainsi, par exemple, si l'on veut appliquer 
cela au cas où m—1, dans les quatre ordres de formes de 
déterminant 45, les suivantes seront les plus simples : (1,0, —45), 
(2, 1, —22), (5, 0, —15), 6,3, —6). 


Cette observation donne naissance au problème suivant: 


ily aura deuvordres, et dansle négatif la forme (—2m > M, 


PROBLÈME. Etant proposée une forme quelconque F de l'ordre 
©, trouver une forme primitive ( positive, s’il y a lieu à distinc- 
tion) qui, composée avec la forme la plus simple de l'ordre O, 
ail pour résultante F. 


Soit F—(ma, mb, mc) dérivée de la forme proprement pri- 
mitive f=—(c, b, c) de déterminant 4. 
1°. Si f est proprement primitive, nous observerons d’abord 


que quand « ne serait pas premier avec 2dm , on pourra toujours 
| 2 
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trouver des formes équivalentes à f, et dont les premiers fermes 
jouissent de cette propriété. Car (n° 228) on peut trouver des 
nombres premiers à 24m, et représentables par cette forme; or 
soit a’ un tel nombre, on aura a'—aa*+2bay + cy*, où l’on 
peut supposer que &;, 7 soient premiers entre eux; partant, on 
pourra déterminer deux nombres tels qu'on ait «ad —fy=—1, et 
la forme f se changera, par la substitution &, 8, y, d', en une 
forme (a, 8’, c) qui lui sera proprement équivalente et jouira 
de la propriété précitée. Maintenant, comme Feet (am, b'm, c'm) 
sont équivalentes, on voit qu'il suffit de considérer le cas où a 
est premier avec 24m. Alors (&, bm, cm*) sera une forme pro- 
prement primitive, car #i 4, ‘2bm et cm* avaient un diviseur com- 
mun, il- divisérait nécessairement 24m —2b*m— 2acm; elle sera 
de même déterminant que F, et l’on s'assurera facilement que F 
se change par la substitution 1, 0, —b, —cm, 0, m, a, bm, 
en le produit de la forme (a, bm,cm*), par (m, 0, —dm}, 
qui sera la plus simple de l’ordre O, à moins que la. forme F 
ne soit négative. Il suit de là, par la quatrième conclusion du 
n° 255, que F èst composée de (1, 0, — dm) et (@, bm, cm°); 


mais quand F est négative, elle se. changera, par la substitu- 
tion 1, O0, db, —cm; ©, —m, —a, bm, en le produit. 


de la forme (—#", 0, dm), qui est la plus simple de cet ordre, 
par la forme positive (—a, bm, —cm"), et parconséquent elle 
sera composée de ces deux formes. 


2. Si f est une forme improprement primitive, on pent sup- 
poser que ?a soit premier avec 24m, car si cette propriété n’a 
 paslieu pour la forme f, .on trouvera toujours une forme qui en 
jouisse et qui soit proprement équivalente à f. Il suit de là que 
la forme (£a, bm, 2cm*°) est une forme proprement primitive de 
même déterminant que F; on s'assurera aussi facilement que F 
se change, par la substitution 1, o, 2(1==2b), —cm; 0, am, 
Æ a, (Him, en le produit des formes (+2, 2m, Hi (m—dm)), 
(ia, bm, Hacm*), et que parconséquent elle est composée de 
ces deux formes, dont la première est la plus simple de l’ordre O 
_et la seconde une’ forme proprement primitive positive. Les 
signes inférieurs doivent être pris quand F est une forme négative 
et les signes supérieurs dans les autres cas. à 
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251. PROBLÈME. Etant proposées deux formes F , F de méme 

déterminant D et qui appartiennent au méme or Fe. O, trouver 

une forme proprement primitive de déterminant D, telle que La 
résultante de cette forme et de f soit F., 


Soit ® la forme la plus simple de l’ordre O, F' et f’ des formes 
proprement primitives de déterminant D, qui, composées avec 9, 
donnent F et f” respectivement, f” une forme proprement pri- 
mitive, qui, cotuposée avec f”’, donne F', alors # sera (OH 
de trois formes ®, f', f', ou des deux f, DO 


Ainsi toute classe d’un ordre donné peut être considérée comme 
composée d’une classe quelconque donnée de même ordre et d’une 
classe proprement primitive de même déterminant. 


252. ŒRÉORÈME. Pour un déterminant donné, les di iférens 
genrés «un méme ordre contiennent un même nombre de classes. 


Supposons que les genres G, H appartiennent au même ordre, 
que G soit composé de z classes X, ÆX”, K”, etc. &"—*, et soit Z 
une classe quelconque du genre H'; cherchons par le n° précédent 
une classe proprement.primitive M de même déterminant, qui, 
compôsée avec X , produise L, et désignons par Z’, L', etc. L'— 
les classes tésultantes dela composition de la So M avec Îles 
classes X’, X°, K°",..:K"=" respectivement. Alors de Ja dernière 
observation du n° 249, fl suit 'qué tontes les classes: ZL'; L/, 

L', ete. LL"! sont différentes, et par le n° 248 cles-aphartien: 
| HAURE toutes au même genre. Enfin, il est visible que Æ ne. peut 
éontéäir: d’autres ttasses, puisque mute classe de H peut'être con- 
sidérée comme résultante de 4 et d’une autre classe:de même dé- 
terminant, qui sera nécessairement du genre G. Ainsi Æ contient, 
comime G, 7 classés ‘différeritesi 


255. Le théorème précédent suppose 1déritité d'évarb » ét he doit 
. pas s'étendre à des ordres différens. Ainsi, par exemple, pour le 
déterminant —171, il ÿ a vingt classes positives qui sé distribuent 
en quatre ordres; dans l’ordre proprement primitif il y a deux 
genres, dont chacun contient six classes; dans l’ordre impropre- 
mént prüitif il y a deux genres composés chacun de dex classes. 

L'ordre dérivé de l'ordre proprement primitif de déterminant —19 
ae contient qu’un genre composé de quatre classes; enfin l’ordre 
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dérivé de l’ordre improprement primitif de déterminant —19 ne 
contient qu’un seul genre composé d’une seule classe : il en est 
de même des classes négatives. Il est donc utile de chercher gé- 
néralement la liaison des nombres de classes dans les différens 


ordres. 


Supposons que Æ, Z soient deux classes de même ordre (positif) 
O de déterminant D, et M une classe proprement primitive de 
même déterminant, qui, composée avec X, donne pour résultante 
L, telle qu'on peut la trouver par le n° 251. Dans quelques cas 
il peut arriver que ÆZ soit l’unique classe proprement primitive , 
qui, composée avec X, produise Z; dans d’autres, plusieurs classes 
proprement primitives différentes peuvent être douées de cette 
propriété. Supposons généralement qu’il y ait r classes de cette 
espèce M, M’, M”,...M', qui, par leur composition avec K, 
donnent toutes la même classe, et désignons leur ensemble par F7; 
soit ZL’ une autre classe de l'ordre O, et NN’ une classe proprement 
primitive, qui, composée avec L, produise Z’, et désignons par 
JF" l'ensemble des classes N'XM, N'XM°, N'XM"...N'XxM'—: 
_ qui seront toutes proprement primitives et différentes entre elles. 
Il est facile de voir que Æ, par sa composition avec une classe 
quelconque de #7", produit Z’, d'où l’on conclut que Æ#F° et #". 
n’ont aucune classe commune : en outre, on prouve sans peine 
qu’il n’y a aucune classe proprement primitive, qui, par sa com- 
position avec Æ, produise Z/, et qui ne soit contenue dans Æ”°. 
De la même manière, si L’ est une elasse de l’ordre O, on trou- 
vera r classes proprement primitives différentes, tant entre elles 
qu'avec les classes 77° et ”, et dont chacure composée avec X 
donnera L”, et ainsi de suite pour les autres classes; mais comme 
toute classe proprement primitive et positive de déterminant D com- 
posée avec À, produit une classe de l’ordre © (n° 251}, on déduit 
facilement delà, que silenombre de toutes les classes de l’ordre est», 
le nombre de toutes les classes proprement primitives (positives) de 
même déterminant est r7. Nous avons ainsi une règle générale : 
K et L étant deux classes quelconques de l'ordre O, et r Le 
nombré des classes proprement primitives de mére déterminant, 
dont chacune produit L par sa-composition avec K, le nombre 
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de toutes les classes de l’ordre proprement primitif (positif ) sera 
t fois plus grand que celui des classes de l'ordre ©. 


Comme les classes À, Z peuvent être prises arbitrairement dans 
l’ordre O, on peut les choisir identiques, et même il sera avan- 
tageux de se servir de la classe qui contient la forme la plus simple 
de cet ordre, et en prenant celle-ci pour X et Z, la difficulté est 
réduite à assigner toures Les ciasses proprement primitives qui, 
composées avec À, reproduisent X elle-même. Nous y parvien- 
drons au moyen du théorème suivant : 


254. THÉORÈME. Si F=4A; B, C) est La forme la plus 
simple de l’ordre O de déterminant D, ét f=4(a, b, ec) une 
forme proprement primitive de méme déterminant ; le nombre A* 
pourra étre représenté par la forme f, si F est la résultante 
d’elle-méme et de f; et réciproquement, F sera composée d’elle- 
méme et de f, si A° peut étre représenté par f, 


. Si F se change en fF par la substitution p, p', p', p"; 
4» gg"; on à (n° 235) AA (ag—2bgg'+cg), d'où 
A = ag"—2baq"+ ca’. 
2°: Si. 4° peut êfre représenté par la forme f, désignons les va. 
leurs dés indéterminées qui effectuent la représentation par g", 
— 49, ou soit #° = abgg"4 cg" prenons q'a—{b+B)—Ap, 
—gC=Ap, g(b—B)ÿ-jc=Ap", —g'C=Ap", g'agd-B)=Ay", 
g'(b+B)—jc=1g". Eéla fait, on s'assure aisément:qué Æ se 
change en f F par la substitution p, p', p", p"3 q, q', g', q', pourvu 
que les nombres p, p', etc. soient entiers; or, par Ja nature 
de la forme la plus simple, Z est o ou 54; donc _ est tou- 
jours un nombre entier; il résulte ercore du mème principe, 


que £ est un nombre entier; donc g'—p, p', g"—p", p” sont des 

nombres entiers; il reste donc seulement à prouver que p et p° 
sont des nombres entiers. Or on a 

2B #C q"°C 

pi pq=a— Tr, pt Pl =. 


Te -gC (a 
Si donc B—o, il vient p° “=a—T, p’ =c—— et HOFROPRRSS 
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. £ > = : Fe ; < pe . 
p' sont entiers. Mais si B—;4, on a ptpg=a—Tt, 


ptpg=c— Te, d'où l’on déduit.aussi facilement que p et 
p’ sont entiers. Donc Fest composée dé’f et F. 


255, Ainsi le problème est réduit à assigner toutes les classes 
proprement primitives de déterminant D, par les formes desquelles 
le nombre 4° peut être représenté. Or 4* peut évidemment être 
représenté par toute forme dont le premier terme est 4“ lui-même, 
_ ou le quarré d’une partie aliquote de 4; mais réciproquement si 
A: pet ‘être représenté par une forme /, en donnant aux :indé- 
terminées de cette forme lès valeurs ae, ye, dont le plus grand 
diviséur commun: est €, la forme f se ehangera, par la substitu- 


| ; 7 
tion à; B; y» d', en une forme dont le premier terme sera, 


et cette forme sera proprement équivalente à f, si 8, d'sont tels 
qu’on ait ad—f#}—1; donc toute classe par les formes de la- 
quelle 4° pourra être représenté, renfermera des formes dont le 
premier terme sera 4° ou le quarré d'une partie aliquote de 4. 
Tout consiste donc à trouver toutes les classes proprement primi- 
tives qui renferment des formes de cette espèce; ce qui se fait 
de la manière suivante: Soient a, a”, a'jetc. tous les diviseurs 
positifs dé 4; on cherchera toutes les valeurs de l'expression ÿ/D 
{mod. a*) comprises entre 0 et a°— 1 inclusivement, et les repré- 
sentant par 2, b', b',-etc., on fera — D=—2c, &*—D=ac\ 
D—D:sa", etc.; désignons par #7 l’ensemble des formes 
(u’, b, c), (a°, D, c’), etc. On voit facilement que toute classe 
de déterminant D qui renfermera une forme dont le premier terme 
soit a° devra contenir une forme de }”, on déterminera de la même 
manière toutes les formes de déterminant D, dont le premier terme 
est w* et le second compris entre 1 et 4*—41, nous désignerons 
par PV” l'ensemble de ces formes. On aura de même l’ensemble 7” 
de formes qui commencent par 4", etc. On rejettera de #, F, 
", etc. toutes les formes qui ne sont pas proprement primitives, 
on réduira les autres <n elasses, et s’il y en a plusieurs qui ap- 
partiennent à la même classe, on n’en retiendra qu’une par 
classe. On aura dè cette manière toutes les. classes cherchées : 
et leur nombre sera à l'unité comme le nombre total des 
| classes 
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classes proprement primitives positives aux'nômbreë de classes 
de l’ordre O. | 


Exemple, Soit D=—531, et O l'ordre positif dérivé de l’ordre 
improprement primitif de déterminant —59, dans lequel la forme 
la plus simple est (6$ 3, 90). On a 4=6,a=1, d=—2,0"—3, 
a"= 6. F contiendra la forme (1, 0, 531); #7’ les formes (4, 1, 133), 
(4.3, 135); F7" les formes (9,'o, 59), (9, 5, 60), (9, 6, 63); 
enfin F” contiendra les formes (36, 3, 15); (36, 9, 17), (36, 15, 21), 
(56, 21, 27), (36, 27, 35), (36, 33, 45). De ces douze formes il y 
en a six à rejeter, la deuxième et.la troisième de 7”, la pre- 
 miere, la troisième, la quatrième et la sixième de #7”, qui sont 
_ toutes des formes dérivées; on tronve que les six autres appar- 
tiennent à des classes différentes; en effet, le nombre des classes 
proprement primitives (positives) de déterminant — 551 est 18, 

_et le nombre des classes improprement primitives positives de dé< 
_ terminant —59, ou le nombre des classes de déterminant —531. 
dérivées de celles-ci est 5, partant le premier est au second comme 
6 est à =. | 


256. Cette solution sera mieux éclaircie par les observations 
générales suivantes : 


I. Si l’ordre O est dérivé de l'ordre proprement primitif, 4° 
divisera D; mais si O est dérivé de l’ordre improprement primi- 
tif ou improprement primitif lui-même, 4 sera pair, D sera di- 
visible par 44° et le quotient =1 (mod.4). Donc le quarré de 
tout diviseur de 4 divisera D ou au moins 4D, et dans le second 
tas, le quotient sera toujours =1 (mod. 4). 


TI. Si a° divise D, toutes les. valeurs de l'expression yD 
(mod. a*) qui tombent entre o et a*—1 seront 0, a, 24, etc. 
a(a—1), et partant a sera le nombre des formes de F; mais parmi 
elles il n’y en aura de primitives qu’autant qu’il y a de nombres 


[2 LA e D > 
premiers avec a dans les suivans : rie yo... A 


a a* 

D (ai). Ainsi quand æ=1, F” n'aura qu’une forme (1, 0, —D), . 

(EUR Ù 

qui sera toujours proprement primitive. Quand a—2 ou une 

puissance de 2, la moitié de ces nombres seront Foie l’autre 
n 
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moitié imbpairs: aimei 7” renferme :a formes proprement primi- 
tives. Quand a est un autre nombre premier p, ou une puissance 


D 
. 0 e. . . = e . A , 
de ce nombre premier, on doit distinguer trois cas: 1°. si<: n'est 


ni divisible pat p, ni résidu quadratique de p, ces nombres se- 
ront tous prenriers avec z, et partant, toutes les formes de F7 seront 


ss, ” . . _e D . . 
proprement primitives. 2°. Si p divise —, comme depuis o Jjus- 


qu'à &—1 il y ai nombres divisibles par p (o compris), et par- 


tant sa non-divisibles , a sera le nombre des formes pro- 


prement primitives que contient #7. 3°. Si Z est résidu quadra- 
tique de p, et non-divisible par p, comme entre rp et (7+1)p 


il y a deux valeurs de l’expression DL” à (mod. p), entre 1eta 


il y en aura mi donc il y aura a nombres non-divisibles 


par p dans la suite 7 = > etc., et partant, le nombre des 


formes proprement primitives de 7? est 


a. Généralement , si 


l'on a a=2p gr. «Ps 93 r, etc. étant des nombres premiers 

différens, le nombre de formes proprement primitives contenues 

dans 7” sera NPQR.... où l’on doit faire N—1 quand »=—0, 

et N—=2  sir>o; P=p" si L n’est pas résidu quadratique 

de p et n’est pas divisible par p, P—(p—1)}p" quand L est 
a 


divisible par p, ou P=—(p—2)p"" quand - est résidu de p 


mais non-divisible par p. Q, R, etc. se déterminent de la même 
manière en q , 7, etc. 


ITT. Si «° ne divise pas D, on aura . entieret =1 (mod. 4); 


L Li 
. valeurs de l’expression ÿ/D (mod. a*) seront ia, a, a, 
&—3a, partant, le nombre des formes de F sera a, et parmi les 
formes, il y en aura autant de proprement primitives qu'il y aura 


de nombres iers à Hé RS  re 
3 es premiers à a dans la QUE Er 
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TS Toutes les fois que — 1, ( mod. 8), tous ces 


D. 


rabre seront pairs, et partant /” ne renfermera aucune forme 
proprement primitive; mais quand _ = 5 (mod.8), tous ces 


nombres seront impairs, et. partant * Jane les formes seront pro- 
prement primitives , si & est 2 ou une puissance de 2. En général, 

il y aura dans ce cas autant de formes proprement primitives qu’il 
y a de nombres premiers avec a dans la suite précédente. Le 


_ nombre.de ces formes sera NPQR...sia=—2"p"q"rf..; N étant —)', 
et P, Q,R, etc. se déterminant comme dans le cas précédent. 

Ne dinsi fixé le nombre des formes primilives.con- 
tenues dans 77, V', PV", etc. Quant à la somme de ces nombres, 


on trouve sans peine la règle suivante : Si 4— 2” P *Q ÉRY...P , 

Q”, A, etc. étant des nombres premiers différens , le nombre total 

de formes proprement primitives contenues dans #7, PF”, P", etc. : 

did be DR CR Pt Nu 4 na | 

sera PR. où l’on doit faire 7/=="1 dans le cas où» == 0, et dans 
.4B 

celui où7= 1 (mod. D; ie 


ei É%= 5 (mod, 8) et »>0.a =P", si P' divise ce = P'Æ1:,. 


est entier et V0) NES 


quand P” ne divise pas _ , Cu prenant le signe - ou le signe —; 


suivant que eo est non-résidu ourésidu de P’. On déduit ?’, c’, etc. de 


Q’, À’, commelz’ de P. Nousomettons, pour abréger, la démonstration, 


V. Quant à ce qui regarde le nombre de classes que fournissent 
ces formes proprement primitives, il faut distinguer les trois cas 
suivans : : 

1°. Quand D est négatif » chaque forme proprement primitive 
fournit une classe particulière , excepté deux cas où l'on aurait 


qe 3.4* 
= — 4 ou = — 3, c'est-à-dire, D—=— 4° ou = on Pour 
démontrer ce théorème , il suffit évidemment de faire voir qu'il 
ne peut arriver que deux férmes différentes de F7, 7”, V”, etc. 
soient p'opement équivalentes.: Supposons donc que (4°, z, x), 
C k?, :, K), soient deux formes proprement primitives de #7, F, 


N n 2 * 
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J", etc. appartenantes à la même classe, et que la première se 
change en la seconde par la substitution «, 8, y, d', on aura 
les équations 

ad —fBy—=1, hatbaiay+ky=h", hab+iad+8))kyd—. 
On conclut fâcilement de là que + n’est certainement pas —0; 
car on‘aurait a+, h—h", 2 =i(mod.h*}), et partant, les 
formes (h°,2, k), (h*, 2, K) seraïent identiques contre l’hypo- 
thèse. On voit ensuite que y est divisible par le plus grand di- 
viseur commun des nombres À, k’; en effet , en nommant r ce 
diviseur , il divise 27 et 22’ (IT et III), mais sera premier avec {; 
en outre 2°—2"* est divisible par 7*, puisqu'on à 2—2%=h"k—h"°k", 
et l'on en déduit facilement que 2 — 2’ est divisible par r. Or on 
auÿ—ai=f@h"+3k, donc 74 et partant y est divisible par r. 
Lanfin on a (ak°+yi) —Dy=hh*. Donc en posant ah*+yi=rp, 
> =—=rq» p et g seront des entiers dont le dernier ne. peut être nul, 
‘et l’on a l'équation p°— Dg° = _… Mais Er est le plus petit 
nombre divisible à-la-fois par k° et }*, parconséquent il divisera 
a et par suite 4D; donc ne sera un entier négatif que nous 
réprésenterons par — &, il en résultera 


4 D- -P\# 
p° — Dg* 1? ou 4 — (7) A eg". 
Dans cette équation le terme Fr) étant un Quarré << 4, ne peut 
être que © ou 1 ; dans le premier cas‘on a 69° 4 et D —— (y; 


4D 


donc “7 est un quarré affecté du signe —, et partant noù =: 


(mod. 4); ainsi O ne sera ni un ordre improprement primitif, ni 

un ordre dérivé d'un ordre improprement primitif. Donc Z sera 

entier , d’où l'on déduit fecilement que e est divisible par 4; donc 
hh'\° A° ‘ 

gaz i et D=—(—) » et partant —- un entier; donc on a né- 


D 
cessairement D = — 4° où = ——1, première exçeption. 


Dans le second cas, on aura eg" = 3; donc 91, e=3 et 
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4D=——3 ) , donc 3 (© je sera un entier qui ne peut être 
que 3, puisqu’en le multipliant par le quarré entier (CZ ) > on 
a 3. Donc 4D——34* ou 47 =—5, seconde exception. Donc 
dans tous les autres cas, les différentes formes proprement pri- 
mitives de F7, 7”, etc. appartiendront à des classes différentes. 
Quant aux cas exceptés , il suffira, pour abréger, de mettre ici 
le résultat, qu’on trouve sans peine, mais dont la recherche pro= 
longerait trop cette analyse. Dans le premier cas, les formes ap- 
partiendront deux à deux à la même classe, dans le second trois 
à trois; donc le nombre des formes est dans celui-là double du 

nombre des classes’, et triple dans celui-ci. 
2°. Quand D est un nombre quarré positif, les différentes formes 
proprement primitives) de 7, ’, PV", etc. appartiennent sans ex- 
ception à des classes différentes. Supposons en effef que (#°, ï, 4) 
et (4°, à’,.K) soient deux formes de cette espèce, et qu’elles soient 
équivalentes ; soit «, B, y, d'la substitution propre qui change la 
première en la seconde. Il est clair que tous les raisonnemens de 
l'observation précédente, où l’on ne suppose pas D négatif, ont 


égalèment lieu ici; on aura encore _. entier, mais positif e 


quarré ; faisons-le —g", il en résulte F7 )—8 9 —4 ; Ce qui esf 
absurde; car la différence de deux quarrés ue peut être 4, à moins 
que le plus petit ne soit —0; or cette supposition est inadmissible, 
puisque 7—7g ne peut être nul, et que partant g ne peut pas 
l'être non plus. 

3°. Quand D est positif non quarré, nous ne pouvons donner 
de règle générale pour comparer le nombre des classes avec celui 
des formes. Nous pouvons seulement affirmer que le premier sera 
égal au second ou une partie aliquote du second. Nous avons même 
découvert une certaine liaison entre le quotient de ces nombres et 
les plus pétites valeurs qui satisfont à l’équation 7° — Du — 4’; 
mais il serait trop long de l’expliquer ici. Maïs nous ne pouvons 
pas décider s’il est possible dans tous les cas de connaître ce quo- 
tient à la seule inspection des nombres D, 4. Nous joignons 
quelques exemples qu’il sera facile de multiplier à volonté, 
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Pour D—13, 4—2, le nombre des formes proprement pris 
mitives de 77, etc. est 5, qui sont toutes équivalentes et ne 
donnent qu’une seule classe. k 


Pour D=—37, A—2, le nombre des formes est 3, qui appar- 
tiennent à trois classes différentes. Pour D—588, 4—7,ilya8 
formes qui fournissent quatre classes. Pour D=—867, A=17,lya 
dix-huit formes et deux classes. Pour D=—1445 et A=17, ily 
a également dix-huit formes, mais elles fournissent six classes. 


VI. De l’application de cette théorie générale au cas où O est 
l'ordre improprement primitif, il résulte que le nombre de classes 
contenues dans cet ordre est à celui de l’ordre proprement primitif 
comme 1 est au nombre de classes différentes proprement primitives 

: : — D — D 
que donnent les trois formes (1 ,9,—D),(4, D }, (4 3, 2 ) 


5 = 
Or il en résultera une seule classe quand D=1 (mod. 8), parceque 


dans ce cas la deuxième et la troisième sont improprement pri- 
mitives. Mais quand D=5 (mod. 8), ces trois formes seront impro- 
prement primitives et donneront autant de classes différentes si D est 
négatif, excepté le cas où D ——3, dans lequel elles ‘appar- 
tiennent à la même classe; quant au cas où D est positif de la forme 
8n+5, il appartient à ceux pour lesquels nous n’avons pas jus- 
qu’à présent de règle générale. Nous pouvons cependant affirmer 
que ces trois formes donneront ou trois classes ou une seule, ja- 
mais deux; car on voit sans peine que si les formes (1, a, —D), 


(4, 1, ——), (4 4 2) appartiennent aux classes À, X”, X°, 


respectivement, on aura X.K'=X" (n° 245, 2°), X°.K'=K"(ibia.5*);, 
donc si l’on supposait K— ZX", on aurait aussi X"— X; et de 
même si Xet X” étaient identiques, on aurait X’—Æ”; d’ailleurs 
on trouve À”.X"—= X; donc si K’ et Æ" étaient identiques, K et 
Æ" le seraient aussi. Ainsi les classes À, X’, X” sont toutes diffé 
rentes ou toutes identiques. Par exemple, au-dessous de 600 il y 
a 75 nombres de la forme 87+8, parmi lesquels se trouvent 
dix-sept déterminans auxquels se rapporte le premier cas, c’est-à- 
dire que le nombre de classes proprement primitives est trois fois 
plus grand que celui des classes improprement primitives; ces 
déterminans sont: 57, 101, 141, 189, 197, 269, 325, 333, 349, 
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_ 375, 381, 880, 397, 405, 485, 557, 573; pour les cinquante-hnig 
_aatres, le second cas a lieu, c’est-à-dire qu'il y a lé même nombre 

de classes dans Fun et l’autre ordre. 


VII. Il est presque superflu d'observer que non-seulement par 
la recherche précédente , on peut compärer les nombres de classes 
des ordres différens de même déterminant, mais qu’elle est appli- 
‘cable à tous les déterminans différens qui sont entre eux comme 
des nombres quarrés; savoir , si O estun ordre quelconque de dûter- 
minant dm*, O’ un ordre de déterminant dm”, O pourra être com- 
paré avec l’ordre proprement primitif de déterminant n°, celui-ci 
avec l’ordre dérivé de l’ordre proprement primitif de déterminant 4, 
ou, ce qui revient au même pour le nombre de classes, avec ce 
dernier Ini-même; et par: une raison semblable, l’ordre O’ pourra 
être comparé avec le même. 


257. Parmi toutes les classes d’un ordre et d'un déterminant 
donné, les classes ambiguës demandent un plus grand développe- 
ment, etla détermination de leur nombre nous conduira à beau- 
coup de résultats intéressans. Or il suffit de chercher ce noïbre 
pour l’ordre proprement primitif, puisque les autres s’y ramènené 
facilement. Nons y parviendrons en trouvant d’abord toutes les 
formes ambiguës proprement primitives (4, B, C) de détermi- 
nant D, dans lesquelles B—0 ou —:4, et en déduisant ensuite 
de leur nombre celui de toutes les classes ambigués proprement 
primitives. 

_ 1°. Toutes les formes proprement primitives (4, o, C) de dé- 
terminant D, se trouvent évidemment en prenant pour 4 tous 


les diviseurs de D, positifs et négatifs, pour lesquels C=—Z est 
premier avec A. Ainsi quand D =1, il y a deux formes de cette 
espèce : (1, 0, —1), (—1, 0, 1); il y en a autant quand D=——1…, 
savoir, (1, 0,1), (—1, 0, —1). Quand D est un nombre pre- 
mier ou une puissance d’un nombre premier avec le signe + ou 
le signe —, il y a quatre formes 
(1,0, —D), (—1, 0, D), (D, 0, —1), (—D, 0, 1). 

Généralement, quand D est divisible par z nombres premiers , 
il y a 2"*' formes de ce genre; en effet, soit D=ÆPOR..... , 
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P,Q,R, etc. éfant des nombres premiers diffépens on des puissances 
de nombres premiers différens, dont le nombre est 2; les valeurs 
de À seront: 1, P, Q, R,:..PQ, PR, QR,...PQR.., et en 
général le produit d'autant de ces nombres qu’on voudra; or, par 
la théorie des combinaisons, le nombre total de ces produits est 2", 
mais il faut le doubler, parceque chaque valeur de À peut être 
prise avec le. signe + ou le signe —. 


2°, On voit de même que toutes les formes proprement primi- 
. tives (2B, B, C) de déterminant D s’obtiennent en prenant pour 


B tous les diviseurs de D, pour lesquels C—"* (2—7F) est en« 


tier et premier avec 2B ; ainsi, comme C doit nécessairement être 


impair, et que partant C*=1 (mod.8); comme d’ailleurs on a 
D=B'—2BC—(B—C)—C, on aura D=3(mod. 4) si B est 


impair, et —=0 (mod. 8) si B est pair. Ainsi, toutes les fois que 
D sera congru à l’un des nombres : 1, 2, 4, 5, 6, suivant le mo- 
dule 8, il n’ÿ aura aucune forme de cette espèce. 


Quand D=3 (mod. 4), C est entier et impair ; quel que soit 
le diviseur de D que l’on prenne pour B; mais pour que C n'ait 
pas de diviseur commun avec 2B, B doit être pris de manière 


que & soit premier avec 2 : donc pour D=—1 il y a deux formes 


de cette espèce (2, x, 1), (—2, —1, —1), et en général on voit 
facilement que si le nombre de tous les diviseurs premiers de D 
; est. n, il ÿy aura,en tout 2"+: formes. 


Quand D=o (mod. 8), C est ss toutes les fois que l'on 
prend pour B un diviseur pair de : D; quant à la condition qui 
exige que C soit premier avec 22, on y satisfera de deux manières, 
1°. en prenant pour 8 tous les diviseurs impairement pairs de : D, 


D . 
pour lesquels — est premier avec = ; et dont le nombre est 2"+:, 


si le nombre a des diviseurs à D est n, et que l'on fasse 
attention au double signe..2°. En prenant pes B tous les divi- 


seurs pairement pairs de :D, pour lesquels 2 = Cst premier aveo 
42; leur nombre est aussi 2"+'; desorte qu'on a en tout pour 
ce cas 2"+* formes, C'est-à-dire, que si l’on pose D=Æ:2"PQR, etc, 

| fa 
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métant >aet P, Q, R,; etc. des nombres premiers ou des puis« 
sances de nombres premiers impairs dont le nombre soit #, on pourra 
prendre, tant pour :B que pour =, lesnombres: 1, P,Q,R, etc. 
et les produits de tant de ces nombres qu’on voudra, avec le signe + 
ou le signe —. 


On peut conclure de tout ce qui précède, que si D estdivisible 
par 7 nombres premiers impairs diférens (où z doit être fait —0 


Si D=—E;:; 32, ou Ho), le nombre de toutes les formes pro- 
prement primitives (4, B, C) dans lesquelles B=—0o ou —:4 
sera 2"*! quand D=:1, ou —=5 (mod.8), 2"** quand D=2, 
3, 4, 6, 7 (mod. 8) (*); enfin 2"** quand D=o (mod. 8). Si 
l'on compare ce résultat avec celui que nous avons obtenu pour 
Je nombre des caractères possibles des formes ‘proprement primi- 
tives de déterminant D, on verra que dans tous les cas le pre« 
mier est double du dernier. Au reste, il est évident que, pour 
les déterminans négatifs, il y a parmi les premières formes au- 
tant de positives que de népatives. 


258. Toutes les formes trouvées dans le n° précédent appar- 
tiennent évidemment à des classes ambiguës, et réciproquement 
dans toute classe ambiguë proprement primitive, il doit y avoir 
au moins une de ces formes. En effet, dans une telle classe, il 
y à nécessairement des formes ambiguës, et toute forme (a, à, c) 
ambiguë proprement primitive de déterminant D doit trouver au 
moins une forme qui lui soit équivalente parmi celles du n° précés 


: D CARS 
, dent , c’est-à-dire , une forme (2, 0, —=) , ou une forme 


2 
‘le problème est réduit à trouver en combien de classes ces formes 
peuvent se distribuer. ; 
- - & 3 _ 
(*) Il est essentiel de remarquer que la contradiction qui. semble se présenter 
ici ne provient que de ce que n n'a pas la même signification qu'à l'article 1° 


de ce numéro. En effet, dans le premier cas le facteur a ou 2 se trouve 
: Fe : 
compris’ dans le nombre n, tandis qu'il ne l’est pas dans le second. ( IVote 


du traducteur.) 0 
a 
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(CZ La, La ——), suivant que b=0, ou =; (mod. a). Ainsi 
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Si la forme (a, 0, c) est comprise parmi les formes du n° pré- 
cédent, la forme (c, o, a) s'y trouvera aussi et sera toujours dif- 
férente de la première, excepté dans le cas où l’on aurait 
a—=c="+1, et partant D=—1, cas que nous laisserons de côté 
pour quelque temps. Mais comme ces formes appartiennent à la 
même classe, il suffit d'en conserver une , et nous rejetterons celle 
dont le premier terme est plus grand que le dernier; nbus écar- 
terons anssi le cas où a—œ—c—"+#1, c’est-à-dire, où D—1. De 
cette manière, nous pouvons réduire toutes les formes (4, o, C) 
à moitié, et dans celles qui resteront, on aura toujours 4 <yÆED. 


De la même manière, si parmi les formes du n° précédent, il 


se rencontre la forme (2b, b, &), on y trouvera aussi la forme 


K4c—2b, 20c—b,c)=(——-, —7, Er qui lui est propre- 


ment équivalente, mais qui n’ést pas identique avec elle, excepté 
dans le seul cas où l’on aurait c—Db=Æ+E1 ou D=—1. Il suffit 
de garder cèlle de ces deux formes dont le premier terme est le 


plus petit: d’où il suit que toutes les formes (2B, B, C) peuvent 


être réduites à moitié, et que dans celles qui resteront, on aura 
B<5 où B<y’ÆD. De cette manière, nous n’avons plus que 


la moitié de toutes les formes du n° précédent; nous en désigne- 
rons l’ensemble par 7, et il ne reste plus qu’à faire voir com- 
bien ces formes fournissent de classes. Au reste , il est évident que 


si D est négatif, ## renfermera autant de formes positives que 
de formes négatives. 


1°. Quand D est négatif, les différentes formes de #7” appar- 
tiendront à des classes différentes ; car toutes les formes (4, 0, C) 
seront réduites; de même, les formes (21B, B, C) seront réduites, 
excepté celles dans lesquelles C <2B; mais dans ces formes on 


aura 2C <2B#+4-C, et comme on a B< = ou<2C0—B, ou 
2B < 20, ouB<C, on tire de là 2C— 22 &C, ou C—B< = ' 


donc la forme (C, C—B, C), qui est évidemment équivalente 
à la forme proposée, est une forme réduite. De cette manière » 
on a autant de formes réduites qu’il y a de formes dans 7; on 
_ voit facilement d’ailleurs qu’il n’y en aura aucunes qui soient 
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identiques ni opposées, excepté dans le cas où CB=—0, ce 
qui donne CB et exige que l’on et l'autre soit 1 , et par. | 
tant que D——:1; or nous avons déjà écarté ce cas-là : il suit 
de là que le nombre total des classes ambiguës proprement pri- 
mitives de déterminant D (négatif) est égal au nombre de formes 
de FF, ou à la moitié du nombre de formes du n° précédent. 
Quant au cas que nous avons excepté, dans lequel D——1, on 
a aussi le même résultat par compensation ; car il.y a deux classes, 
à la première desquelles appartiennent les formes (1,0, 1), 
(2, 1, 1), et à la seconde les formes (—1, 0, 1), (—2, —1, —1). 
Ainsi généralement pour les déterminans négatifs, le nombre de 
classes ambiguës proprement primitives est égal au nombre de 
caractères assignables pour les. formes proprement primitives de 
ce déterminant, et le nombre de ces classes qui sont positives en 
est la moitié. 


2°. Quand D est un nombre positif quarré h°, on démontre fa- 
cilement que toutes les formes appartiennent à des classes diffé- 


_ rentes. Mais on peut, dans ce cas, parvenir plus simplement à 


la solution du problème. Comme, par le n° 210, dans toute classe 

ambiguë proprement primitive on doit trouver une forme réduite . 
(a, h, 0), dans laquelle a est une valeur de l'expression y/x 

mod. 2h), comprise entre o et 24—1, et que cette propriété leur 

est particulière, on voit qu'il y aura autant de classes ambigués 

proprement primitives, qu’on peut trouver de valeurs de cette expres- 

sion; or on déduit sans peine, du n° 105, que le nombre de ces 
valeurs est 2", ou 2"+', ou 2"+*, suivant qu’on aura D=1, ou 

=4, ou =0 (mod.8), x désignant le nombre des diviseurs pre- 
miers impairs de D. Donc le nombre de classes ambiguës pro- 

prement primitives est toujours égal à la moitié des formes du 
n° précédent, ou au nombre de caractères possibles. 


3, Quand D est positif non quarré; déduisons des formes 
(A, B, C) contenues dans #, d’autres formes (4, Z', C') en 
prenant B= 2 (mod.4) et compris entre yD et WD+A (le 
signe supérieur ayant lieu quand 4 est positif, le signe inférieur 
quand 4 est négatif), et Cr Désignons par #77” l'en- 
semble de toutes ces formes; elles seront évidemment toutes pro- 
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prement primitives, ambiguës, de déterminant D et non iden: 
tiques ; elles seront d’ailleurs réduites: en effet, ä 4<yD, 

B' sera évidemment <yD'et positif; en outre, P>VDES 

et parconséquent A>VD—B'; donc À pris positivement est 
compris entre vD+F et yD— — BP", Si A>yD, B n'est pas 
==6, puisque nous avons rejeté les formes dans lesquelles ces deux 
circonstances étaient réunies, mais il est —214; donc B° est, 
en grandeur, 34, et il sera positif, OU 4 <2ÿD, par- 
tant H:4 tombera entre les limites assignées à B et sera con- 
gru à B, suivant le module 4; donc B=—: 4, donc B'<yD 
ou 28 <y D+B', et parconséquent 4<y/D+B': donc enfin 
A4 tombera nécessairemert entre les limites yD+ZB et 
‘y DB". En outre, #7” contiendra toutes les formes réduites 
‘proprement primitives et ambiguës; en effet, si (a, b, c) est une 
forme de cette espèce , on aura b—=0 ou —=2:a (mod. a); 5 dans le 
‘premier cas, on ne pouITra pas avoir à <a, ni partant a> v D; 


donc la forme (2 te —7) sera certainement contenue dans #, 


et partant (a, b, c), qui lui correspond , le sera dans #7"; dans le 
second on a nécessairement a<2W/D, et partant la forme 


D 
(CE > 54» 34 ——) sera contenue dans #7”, et la forme (a, &, c}, 


qui fr correspond, le sera dans #7”. Il suit de là que le nombre 
des formes de 77 est égal au nombre de formes réduites, ambi- 
gués et proprement primitives de déterminant D. Mais comme 
dans toute classe ambiguë il y a deux formes réduites ambiguës 
(ns 187, 194), le nombre des classes ambiguës proprement pri- 
mitives de déterminant D sera la moitié du nombre des formes 
de #7”, ou la moitié du nombre de tous les caractères assignables. 


259. Le nombre _des classes ambiguës improprement primitives 
de déterminant D , est toujours égal au nombre de celles qui sont 
proprement primitives. Soit X la classe principale, et X’, X", etc. 
les autres classes ambiguës proprement primitives de même déter- 
minant, Z une classe ambiguë improprement primitive, celle, 
par exemple, qui contient la forme (2, 1, :—:D); la classe Z 
résultera de la composition de X avec L.elleemême, et si nons 
mommons Z’, L', etc. les classes qui proviennent de la composi- 
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tion de la classe Z avec les classes K', K"', etc, respectivement, 
ces classes seront toutes improprement primitives, ambiguës et 
de même déterminant D. Le théorème sera donc pronvé , aussitôt 
que nous aurons démontré que toutes les classes Z, L', L’, etc, 
sont différentes, et qu’il n’y a pas d’auires Shore ambiguëés, 
improprement primitives et de déterminant D. Pout y parvenir, 
nous distingusrons deux cas : 


ÿ Quand le nombre des classes improprement primitives est 
égal au nombre dés classes proprement primitives , chacune des 
premières naît de la composition de la classe Z avec une ciasse 
déterminée proprement primitive ; d’où il suit que L, Z’, L”, etc. 
seront nécessairement toutes différentes. Mais en désignant par À 
une classe quelconque ambigué improprement primitive de déter- 
mivant D, on peut trouver ane classe proprement primitive X, 
telle qu’on ait X.ZL—A, et si la classe X° est opposée à la 
classe X ,on aura aussi X’. LA, puisque L et À sont elles- 
mêmes leurs opposées; danc on a nécessairement X:== X’, et par- 
tant X est une classe ambigué. X se tronvéra done parmi les classes 
K, K', Æ”, etc., et A parmi les classes L, L’, L”', etc. 


2°. Quand le nombre de classes improprement primitives est 
trois fois moins grand que celui des classes proprement primitives, 


soit ZZ la classe dans laquelle est la forme (4, », =), H'celle 


dans Jaquelle est la forme (4 Ka; =); H et H' seront propre- 


ment primitives, et différentes tant entre elles qu'avec la classe 
principale X; on a d'ailleurs 4H.H'=XK, H°=H', H°"— H. 
Si nent A est une classe Home improprement primi- 
tive de déterminant D qui résulte de la composition de la classe L 
avec une classe proprement primitive X, on aura aussi A—Z.X.H. 
A=Z.X.H’, et il n’y aura que les trois classes ( proprement pri- 
mitives et différentes) X, X.H, X:H' qui, composées avec ZL, 
aient À pour résultante. Donc si À est une classe ambiguë et que 
X’ soit opposée à X, on aura, comme ci-dessus, À — Z.X", èt 
partant X"’ sera une des trois classes X, X.Æ, X.H';orsi X'=X, 
X’ sera une classe ambiguëé; si X°=— X./7, on aura........ 
ne. X=X°.H=X".H"=(X.H"); donc X.AH'est une classe 
© o * 
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ambiguë ; on prouverait de même qu’en supposant X’=— X.H"”, il 
s'ensuivrait que X./ est une classe ambiguë; d’où l’on peut con- 
clure que A se trouve nécessairement parmi les classes L, L’', 
L', etc. Mais on voit facilement que parmi les trois classes X, 
X.H, X.H', il ne peut y en avoir qu’une ambiguë. En effet, 
si Xet X,A étaient ambiguës, ou si elles étaient identiques avec 
leurs opposées respectives X', H°. X’, on aurait X.H=— X.H”° 
ou A—H". La même conclusion résulterait de la supposition de 
l'ambiguité simultanée des classes X et X.H”; enfin si X.H et 
X.H' étaient ambignés ou identiques avec leurs opposées respec- 
tives X’.H', X'.H, ilenrésulterait X.—X".H", X.H'—X'".H, 
et partant X,X’.H°—X.X".H", ou H°—H'"*et H—H'.lIlin'y 
aura donc qu’une seule classe ambigué proprement primitive qui, 
composée avec L, puisse produire À , et parconséquent toutes les 
classes Z, L', L', etc. seront différentes. 


Le nombre des classes ambiguës d'un ordre dérivé est évidem- 


ment égal au nombre des classes ambiguës de l’ordre primitif dont 


il est dérivé ; et pourra ainsi se déterminer par ce qui précède. 


260. PROBLÈME. La classe proprement primitive K, résul- 
tant de la duplication d'une classe ‘k proprement primitive de 
méme déterminant X) ,on demande toutes les classes semblables 
dont. la duplication donne K, : 


Soit A la classe principale de déterminant D, et H°, H", 
H”, etc. les autres classes ambiguës de ce déterminant ; désignons 
par #, #", k°, etc. les classes k. H', k.H”, k. H*, eic.; toutes 
les classes #, K”, etc. seront proprement primitives et différentes 
entre elles, et l'on voit facilement que X:naît de la duplication 
dechacune d'elles. Or en nommant X une classe quelcbnque 
proprement primitive de -déterminant D, qui produise K par sa 
duplication , elle sera nécessairement comprise parmi les elasses 
k, K, K", eto.; en effet, en supposant X— 4h, dans lequel X 
est une forme proprement primitive de déterminant D (n° 249), 
on aura #.h°= X; mais = X; donc Xk°= X, et partant 
RH, h'est donc ambiguë et se trouvera parmi les classes Æ, 
H”, H”, etc.; donc X.se trouvera parmi les classes 4, 4, 4”, etc. 
Ainsi ces classes donnent la solution. complète du problème, 
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_ Au reste, il est évident qne dans le cas où D est négatif, il 
ÿ a parmi les classes À, Æ", K°, etc. autant de classes positives 
que de négatives. 


Puisque toute classe proprement primitive de déterminant D 
qui résulte de la duplication d’une certaine classe, pent résulter 
de la duplication d’antent de classes.semblables qu’il y a de classes 
. proprement primitives ambiguës de déterminant D, il est évident 
que si le nombre des classes proprement primitives est r, et que 
le nombre des classes ambiguës proprement primitives soit z, on 


T es 
aura - pour le nombre des classes proprement primitives de déter- 


minant D qui peuvent résulter de la duplication de elasses de la 
même espèce. On trouve le même résultat pour les déterminans 
négatifs, en restreignant la signification de r et°z aux classes po- 
sitives seulement, Par exemple, pour D=—:161, le nombre des 
classes proprement primitives est 16, celui des classes ambiguës 45 
partant, le nombre de classes proprement primitives qui peuvent 
résulter de la duplication d’une classe proprement primitive est 
nécessairement 4, et l’on trouve effectivement que toutes les classes 
du genre principal sont douées de cette propriété; savoir, la classe 

principale (1, ©, 161), qui naît de la duplication des quatre classes 
ambiguës ; la classe (2, 1, 18), de la duplication des classes (9, 1, 18), 
(9; —1, 18), (ax, 2, 15), (11, —2, 15); la classe (9, 1, 18), dela 
duplication &es classes (3, 1, 54), (6, 1, 27), (5; —2, 35), (10, 5, 17)5 - 
enfin la classe (9, —1, 18), de la duplication desclasses (3, a, 54), 
(6, —1, 27), (5, 2, 33), (10, —3, 17). 

261. THÉORÈME. La moitié des caractères assignables, pour 
un déterminant positif ron quarré, peut n'apparlenir à aucun 
genre proprement primitif, et pour un déterminant négatif, à 
aucun.genre proprement primitif positif, 


Soit 1 le nombre de tous les genres proprement primitifs, po- 
sitifs s’il y a lieu, de déterminant D; k le nombre des elasses 
de chaque genre, #m sera (n° 252) le nombre total des classes 
proprement primitives, . le sombre de tous les caractères diffé- 
rens assignables pour le déterminant D. Alors, par le n° 256, le 
nombre de tontes les classes ambiguës proprement prinutives sera, 


Le 
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z; ‘donc par le n° précédent le nombre de toutes les classes pro: 
prement primitives qui peuvent résulter de la duplication’ de classes 
semblables est __ mais (n° 247) toutes ces classes appartiennent 


au genre principal qui contient un nombre X de classes; si donc 
toutes les classes du genre principal peuvent provenir de la du- 
plicatiod de quelque classe, ce que nous prouverons par la suite, 
on aurait _ —k ou m=. Mais il est certain que l’on ne peut 
avoir > k ni parconséquent m >= Ainsi ; puisque le nombre 
des-genres proprement primitifs ne peut être plus grand que la 
moitié du nombre des caractères assignables, il y a au moinsla 
moitié de ces derniers. qui ne répondent à aucun genre. Au reste, 
il faut bien remarquer qu’il ne suit pas encore de là, que les 
genres proprement primitifs répondent en effet à la moitié de ces 
caractères; mais nous pourrons, plus bas, tirer cette vérité des 
propriétés les plus abstraites "des nombres. 

Comm pour un déterminant négatif, il y a autant de genres 
négatifs que de positifs, il est clair qu’il n’y a pas plus de la 
moitié de tous les caractères assignables qui puissent apparte= 
nir à des genres proprement primitifs négatifs, nous reviendrons 
plus bas:sur ce sujet, ainsi que sur les genres improprement pri- 
mitifs. Nous finirons en observant que le théorème n’est pas ap- 
plicable aux déterminans positifs quarrés, pour lesquels on peut 
voir sans peine que chaque caractère répond effectivement à un 
genre. | 

262. Ainsi, lorsque pour un déterminant donné, non quarré, il ue 
peut y avoir que deux caractères, il n’y a qu’un genre proprement 
primitif ( positif ), qui est nécessairement le genre principal. Cela 
arrive pour les déterminans—1, +2,—2, —4, les nombrespremiers 
de la forme 47+x, etles nombres premiers de la forme 47-+-3 pris 
négativement, enfin pour toutes les puissances impaires de nombres 
premiers de la forme 4-1, prises positivement et pour toutesles 
puissances des nombres premiers de la forme 4-3, prises positive- 
ment ou négativement, suivant que les exposans sont pairs ou 
impairs. Nous pouvons déduire de là une nouvelle démonstraiion, 

DOn« 
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non-seulement pour le théorème fondamental, mais encore pour 
les autres théorèmes de la section précédente, relatifs aux ré- 
-Sidus — 1,2, —2, basée sur des principes tout-à-fait diffé. 
rens, et non moins élégante que la première. Nous ne nous oc- 
cuperons pas du déterminant «4 et de ceux qui sont des puissances 
de nombres premiers, parcequ’ils n’apprennent rien de nouveau. 


Pourle déterminant! r, il n’y a aucune forme positive dont le ca- 
ractère soit 5,4 ; pour le déterminant 2, il n’y a absolumentaucune 
forme dont le caractère soit 3 et5,8; pour le déterminant — 2, il n’y 
a aucune forme positive dont le caractère soit 5 et 7,8. Pour le 
déterminant p, si p est un nombre de la forme 471, ou pour 
le déterminant —p, si p est un nombre de la forme 47-53, au- 
eune forme proprement primitive (posilive dans le dernier cas) 
n’aura le caractère Np. Cela posé, nous démontrons comme il 
suit le théorème fondamental, et les autres précités: 


1°, —1 est non-résidu de tout nombre positif de la forme 473. 
En effet, si —1 est résidu d’un tel nombre 4, en faisant 
—1—1HB—/AC, (A, B, C) serait une forme de déterminant 
—1, dont le caractère serait 3,4. | 


2°. — 1 est résidu de tout nombre premier p de la forme 41; 
car le caractère de la forme (—1, 0, p), comme celui de toutes: 
les formes de déterminant p, sera Rp, donc —1R.p. 


3°. a et —2 sont résidus de tout nombre premier p de la 


fre Sn ar Les Fomes (8, 2 22), (6, Ep) on 


les formes (8, a TE ) ; (—8, Ds PS) seront proprement pri- 
mitives de déterminantp, suivant que » est impair ou pair; donc 


leur caractère est Rp; donc 8Rp et —8ÆRp; d'où (n° 98) 2Rp et 
—2Rp. 


_ 4°. 2 est non-résidu de tout nombre de la forme 873 ou 
Bn+45; car s’il était résidu d’un tel nombre #4, il y aurait une 
forme (4, B, C) de déterminant 2 dont le caractère serait 
3 et 5,8. | 

5e, De même —2 est non-résidu de tout nombre de la forme 
Pp 
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Bnt5 ; 8n+7; sans quoi il y aurait une forme (4, B, C) de ; 


déterminant —2 dont le caractère serait 5 et 7,8. 


6°. —2 est résidu de tout nombre premier p de la forme 87+-3. 


- On peut prouver cette proposition de deux manières. D’abord, 
a étant N.pet—1 aussi, on aura nécessairement (n° 98) one. 
Ensuite si l’on considère Ponte + 2p, pour lequel il y a 
quatre caractères assignables: R.p, 1 et 3,8; R.p, 5 et 7,8; 
N.p,1ret 3,8; N.p, 5 et 7,8; la moitié au ee pe répond à 
aucun genre. Or la forme (1, 0, —2p) a le premier caractère, 
la forme (—1, 0, 2p) a le quatrième; donc le deuxième et le 
troisième doivent être rejetés. Ainsi, comme le caractère de la 
forme (ps 0, —2), relativement au nombre 8, est 1 et 3,8, son 
caractère, relativement à p, ne pourra être que Rp; donc —2Rp. 
7°. 2 est résidu de tout nombre premier p de la forme 87+7; 
on peut de même prouver cette proposition de deux manières. 
D'abord, —2 éfant non-résidu de p et —1 aussi, on a nécessairement 


_+2Rp. Ensuite, comme l’une ou l’autre des formes (8, x ZE), 


(8, 3, SP Fe) est proprement primitive de déterminant —p, Suivant 


que 7 7 pair ou impair, son caractère sera R.p, donc 8R.p,; 
et io 2Rp. 


*. Tout nombre premier p de la forme 47-1 est non-résidu 
à tout nombre impair 9 qui n’est pas résidu de p. Car il est 
clair que si p était résidu de 9, il y aurait une forme propre- 
ment primitive de déterminant p dont le caractère serait M. «Pe 


_g". De la même manière, si un nombre quelconque impair g 


est non-résidu d’un nombre premier p de la forme 4743, —p 
sera non-résidu de g; autrement il y aurait une forme positive, 
proprement primitive, et de déterminant —p dont le caractère 
serait N.p. 


10°. Tout nombre premier p de la forme 4741 est résidu de 
tout autre nombre premier g qui est résidu de p. En effet, sig 
est aussi de la forme 4771, cette proposition est une suite de la 
“huitième; maïs si g est de la forme 47+4-3, —9 sera résidu de p 
par la eUstene proposition , et partant , par la neuvième, pAR.g. 
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Ut 1°. Si un nombre premier quelconque g est résidu d’un nombre 
premier p de la forme 4743, —p sera résidu de g; en effet, 
si g est de la forme 4r+1, il suit de la proposition 8 que pR.g, 
et partant, par la deuxième, —pR.g; mais le cas où g est de la 
forme 47+-5 se soustrait à cette méthode; cependant on peut fa- 
cilement le traiter, par la considération du déterminant + pq; 
car, des quatre caractères assignables pour ce déterminant : 
R.p, R.q; Rp, N.9; N.p,R.g; N.p, N.q, il n'y en a que 
deux qui appartiennent à des genres, et les formes (1, 0, —pg), 
(—1, 0, pq) ayant pour caractères, la première Rp, Rg, la seconde 
Np, Ng, les deux autres n’appartienuent à aucun genre. Ainsi, 
comme Île caractère de la forme (9, 0, — p) est par hypothèse R.p, 
le caractère de la même forme, à l'égard du nombre g, doit 
être R.9, et partant —pR.g. 

Si l'on suppose, dans la huitième et la neuvième proposition, 
que g désigne un nombre premier, et qu’on les réunisse à la 
dixième et à la onzième, on aura la démonstration complète du 
théorème fondamental de la section précédente. 


263. Après avoir confirmé le théorème fondamental par une 
nouvelle démonstration, nous allons nous occuper de distinguer 
cette moitié des caractères, auxquels nous avons vu qu’il ne ré- 
pond aucunes formes proprement primitives positives pour un dé- 
terminant quelconque non-quarré. Nous y parviendrons d'autant 
plus facilement que les élémens de cette discussion sont déjà ren- 
fermés dans les recherches des n° 147— 150. Soit e le plus grand 
quarré qui puisse diviser le déterminant proposé D, et DD" 
desorte que D’ ne renferme aucun facteur quarré. Soient encore 
ae, b, c, etc. tous les diviseurs premiers impairs de D”, D’ sera, 
abstraction faite du signe, le produit de ces diviseurs , ou le double 
de ce produit. Désignons par l’ensemble des caractères parti- 
culiers N.a, N.b, N.c, etc., seul quand D'=1 (mod. 4), et 
en y joignant le caractère 3,4, quand D’ = 3 et que € esl im- 
pair ou impairement pair; ou en y joignant les caractères 3,8 

‘et 7,8, quand D'=5, et que e est pairement pair; en y joi- 
gnant le caractère 3 et 5,8, ou les deux 3,8 et 5,8, quand D'=2 
(mod. 8), et que € est impair ou pair, ou les deux 5,8 et 7,8, quand 
D'=6 (mod. 8), et que e est pair ou impair. Cela pus » il ne 
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répondra aucun genre proprement primitif (positif ) à tous les ca- 
ractères complets qui renfermeront un nombre impair des carac- 
tères particuliers w. Dans tous les cas, les caractères particuliers 
qui expriment la relation à l’égard de diviseurs de D qui ne sont 
® pas diviseurs de D”, n’influent pas sur la possibilité ou l'impos- 
sibilité des genres. Or, par la théorie des combinaisons, on voit 
aisément que l’on exclut effectivement la moitié de tous les ca- 
ractères complets assignables, 

La démonstration s’établit de la manière suivante : 


Des principes de la section précédente, ou des théorèmes que 
nous venons de démontrer pour la seconde fois, on déduit sans 
peine que si p est un nombre premier impair et positif qui ne di- 
vise pas D, et auquel s'applique nn des caractères rejetés, D’. 
renfermera un nombre impair de facteurs qui sont non-résidus de p, 
et que parconséquent D’, et par suite D, sera non-résidu de p. 
Or on voit facilement (n° 228) qu’on ne peut supposer l'existence 
d’un quelconque des caractères rejetés , .et à-la-fois que ce carac- 
tère n’appartienne à aucun facteur d’un produit de tant de nombres 
premiers àvec D qu'on voudra; d’où, réciproquement, il estclair 
que tout nombre impair positif premier avec D, auquel convient 
un des caractères rejetés, renfermera nécessairement un facteur 
premier auquel le caractère appartienne, ef que partant D est 
non-résidu de ce nombre. Si donc il existait une forme propre- 
ment primitive (positive) de déterminant D auquel répondît ce 
caractère, D serait non-résidu de tout nombre positif impair pre- 
mier avec lui, qui pourrait être représenté par cette forme, ce 
qui est contradictoire avec le théorème du n° 154. 


On peut prendre pour exemple les classifications données aux 
n® 250 et 231. Chacun pourra d’ailleurs en augmenter le nombre 
à volonté. 


264. De cette manière, tous les caractères assiguables pour un 
déterminant donné se divisent en deux espèces P, Q, dont cha- 
cune est composée d’un même nombre, et de manière qu’aucune 
forme proprement primitive ne puisse avoir un des caractères 
de Q ; mais quant à P, jusqu’à présent rien n’empêche que cha- 
eun dés caractères qui y sont contenus n’appartienne à des formes 
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semblables, À l'égard de ces’ deux espèces de caractères, on re- 


marquera la proposition suivante, qui se déduit facilement de la 
nature même de ces-caractères : Sz l’on compose un caractèré 
de P avec un caracière de Q (en feignant qu’il existe des genres 
qui répondent à cette. espèce de caractère, et y appliquant ce qui 
a été dit n° 246) on trouvera un caractère de Q; si l’on com- 
pose deux caractères de P., ou deux caractères de Q , Le carac- : 
tère résultant appartient à P. À l’aide de ce théorème, on peut 
aussi exclure la moitié des caractères pour les genres négatifs et 
improprement primitifs , de la manière suivante : 


1°. Pour le déterminant négatif D, les genres négatifs sont 
contraires aux genres positifs, c’est-à-dire, que les.caractères de P 
n’àäppartiendront à aucun genre négatif, et que ces genres n'auront 
que des caractères de l'espèce Q. En effet, quand D’z1 (mod. 4); 
D sera ün nombre positif de la forme 47-53 , et parconséquent 
panni les nombres a, b, c, etc. il y en aura un nômbre impair 
de la forme 47-53, de chacun desquels — 1 sera non-résidu, 
d’où $l suit que le caractère complet de la forme (—1, 0, D) 
renferme un nombre impair des täractères particuliers de: «, ou 
qu’il appartient à Q. Quand D'=3 (mod. 4), par la même raison, 
entre les nombres a, D, €, etc., il n’ÿ en aura aucun, au il 
y en aura un nombre pair de la forme 47+-3; mais comme dans 
ce cas le caractère complet de la forme (—r, 0, D) renferme lun 
ou l’autre des deux caractères particuliers 3,8 ou 7,8, ilest clair 
que ce caractère complet appartient encore à Q. On obtient sans 
peine la même conclusion dans les autres cas, desorte que le 
caractère de la forme négative (—1, 0, D) est toujours compris 


dans Q. Mais comme cette forme, composée avec une autre forme 


quelconque proprement primitive et négative, donne pour résultante 
une forme semblable positive, on voit facilement qu'aucune forme 
proprement primitive négative ne peut avoir un des,çaractères 
de LP. 


2°. On prouve de même, pour les genres improprement primi- 
tifs positifs, que la chose a lieu comme pour les genres propre- 
ment primitifs, ou d’une manière contraire, suivant que D=1: 
ou =5 (mod, 8). Car Jans le premier cas, .on aura aussi D'=1 
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{mod. 8); d'où l'on conclnt facilement que parmi les nombres a, ; 
c, etc., iln’y aura aucun nombre de la forme 8n+-3 , et de la forme 
8n +5, ou qu'il y en aura un nombre pair, puisque le produit 
de tant de nombres impairs qu’on voudra, parmi lesquels les fac- 
teurs des formes 82+ 3 et 875 sont pris ensemble en nombre 
impair, est toujours = 3 ou =5 (mod. 8), et que le produit a, 
B, c, etc. doit être égal à D ou à — D’. Il suit de là que le 


1— 


D 
caractère complet de la forme (2, 1, ) ne renferme aucun 


caractère de «, ou en renferme un nombre pair, et que partant 


il appartient à P. Maintenant, comme toute forme positive, im- . 
proprement primitive et de déterminant D peut être considérée 


_) et d’une forme positive propre- 


comme composée de (2, , 


ment primitive et de même déterminant D, on voit qu'aucune forme 
positive improprement primitive ne peut avoir un des caractères de 
Q. Dans le second cas, où D=5 (mod. 8), aucontraire, D' qui sera 
aussi = 5 renfermera nécessairement un nombre impair de facteurs 
de la forme 8243, et de la forme 824.5, d’où l’on conclut que le 


1 


caractère de la forme (2, I, —. , et partant celui de toute forme 


positive improprement primitive de déterminant D, appartient 
à ©, et qu’il n’y en a aucun qui se trouve dans P. 


5°. Enfin , pour le déterminant négatif, les genres improprement 
primitifs négatifs sont encore contraires aux positifs; c'est-à-dire 
qu'ils n'auront aucun des caractères de P ou de Q, suivant que 
D= 1 ou =5 (mod. 8), on suivant que — D est de la forme 
81 + 7, ou 87 +3. On déduit facilement cette proposition de ce 
que la forme (— 1,0; D), dont le caractère est compris dans Q, 
composée avec les formes improprement primitives et négatives de 
même déterminant, donne des formes improprement primitives 
et positives; et que parconséquent , quand on exclut pour ces 
dernières les caractères renfermés dans Q, on doit exclure pour 


les premières les caractères renfermés dans P , et réciproquement. 


265, Les recherches faites aux n° 257, 258, sur le nombre des 
classes ambiguës, et qui servent de base à tout ce qui précède, 
peuvent fournir beaucoup d'antres résultats trës-dignes d’attention, 
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que fous sommes forcés de supprimer ; ; Cependant nous ne pouvons 
passer sous silence le suivant, qui est remarquable par son élégante. 
Nous avons fait voir que pour un déterminant positif p, qui est 
un nombre. premier de la forme 47 x" 1,il n’y avait qu’une classé 
ambigué proprement primitive ; ainsi toutes les formes ambiguës 
proprement primitives de ce déterminant, sont proprement éqmi- 
valentes entre elles. Si donc D est le nombre entier immééiate- 
ment au-dessous de VP, et que l’on fasse p—8"— a", les formes 
(1, 8,—#), (—1,b,a) seront proprement équivalentes : et 
partant, comme elles sont évidemment toutes les: deux réduites , 
Pune sera contenue dans la période de l'autre. En attéibtuant à la 
première l'indice o: dans sa période , celui de la seconde sera néces- 
sairement impair , puisque leurs fermes extrêmes sont de différens 
signes; supposons-le == 27x41. On voit facilement que’si les formes 
dont, les indices sont x, 2, 5, etc., sont respectivement 


(— a,b,a"), (a, b", Mes (— a", D", a"), etc.; 


elles dont les indices sont 2m, 2m — 1,2%—2, im — 3, etc, ; , 
seront 
(ay byri), (ae, Ba), (@,b, a"), (—a", "a", ete. 

FH suit de FA que si la forme dont Pifidice est 77, ést (4, P, C), la 
même sera (—€,B,— A); donc €=— À et p=— B°+ A4"; 
danc tout nothbre de Tx forme fr + : est décomposable én deux 
quarrés, proposition que nous avons dYjà démontrée (n°183), 
mais par des principes tout-h-fait différens: Et nous pouvons par- 
venir à cette décomposition d’une manière uniforme, en dévelop- 
pant la période de la forme réduite dont le premier terme est 1, 
et dont le déterminant est le nombre à partager, jusqu'à ce que 
nous trouvions une forme dont tes deux termes extrêmes soient 
égaux et de signe contraire. Ainsi, par exemple, pour p'= 233, 
on a 

(1,15, —8), Cars. 19); : (1910, — 7), (— 7; 11,16); 

(16,5, —15), (1%, 8, 18), 

d'où 233 — 64 + 169. Au reste, il est clair que: la forme ( 4, 
B,— A) devant être proprement primitive, 4 sera mécessaire- 
ment impair, et partant, B pair. Comme pour us déterminant 
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positif p qui est un nombre: premier de la forme 474, il D'y 
a non plus qu’une seule ambiguë dans l’ordre improprement pri- 
mitif; M est clair que si g est le nombre impair immédiatement 
au-dessous de ÿ/p, et qu’on fasse p — g*=—4h, les formes réduites 
(2,g>—2h); (—2:8,: 2h) sont proprement équivalentes, et 
partant, l’une doit être comprise dans la période de l’autre: de 
là, par des raisonnemens absolument semblables aux précédens , 
on conclut que dans la période de la forme (2,g,— 2h), ilse 
trouvera une forme dont les termes extrêmes sont égaux èt de signes 
contraires, desorte qu’on peut encore tirer de là la décomposition du 
nombre p en deux quarrés: Mais il est clair que les termes extrèmes 
seront pairs, et partant, celui du milieu impair ; et comme il est 
constant qu’un nombre premier ne peut se décomposer que d’une 
seule manière en deux quartés ; la forme trouvée par cette dernière 
méthode sera (B,2.4,—8B), ou (—8,—4,8B). Ainsi, pout 
l'exemple précédent, où p=— 233, on a 


(35 15, —4), (4 13, 16), (16, 3, —14), (—14, 11,8), (8, 13, —8), 
et 233 169 + 64, comme plus haut. 


266. Jusqu'à présent nous avons restreint nos recherches aux 
fonctions du second degré qui -ne renferment que deux indéter- 
minées , et il n’a pas été nécessaire de les distinguer-par une dé- 
nomination particulière ; mais il est clair que ce sujet n’est qu'une 
. section très-particulière des fonctions algébriques rationnelles, 

entières et homogènes , qui renferment plusieurs inconnues..Ces 
fonctions peuvent se distribuer en formes du prémier, du deuxième, 
du troisième , etc. degré; et quant au nombre d'indéterminées, 
nous les distinguerons commodément en formes binaires, trinaires, 
guaternaires , etc. Ainsi, ce que nous avons appelé forme jusqu'à 
présent, prendra dnrénavant le nom de forme binaire du second: 
degré, et les fonctions telles que 


Ax + 2Bzxzy + Cy* + 2Dxz + 2Eyz + F2; . 
Æ,B,C, D, etc. étant des nombres entiers, s’appelleront formes 
trinaïres dà second degré, et ainsi de suite. Nous avions presque 


consacré la présente section aux formes binaires du second degré; 
mais comme il nous reste à faire connaître quelques-unes de leurs 


plue 
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plus belles propriétés , qui se déduisent naturellement de la théorie 
des formes trinaires, nous insérons ici une courte digression sur : 
ces dernières, et nous exposerons des premiers élémens de cette 
théorie , ce qui sera nécessaire pour compléter celle des formes 
binaires , pensant satisfaire davantage les Géomètres , que si nous 
les supprimions, ou si nous les déduisions de méthodes moins 
directes. Au reste , nous réservons pour une autre occasion l'examen 
plus exact de cet important sujet, tant parceque sa fertilité excé- 
derait de beaucoup les bornes de cet ouvrage, que dans l'espoir 
de pouvoir lui donner par la suite plus de développemens. Mais 
nous écartons absolument les formes qguaïternaires, quinaires, etc. 
du second degré et celles des degrés plus élevés, et il suffira d’avoir 
recommandé ce champ vaste à l’attention des géomètres, où ils 
pourront trouver un très-beau sujet d’exercer leurs forces , et les 
moyens de donner à l’Arithmétique transcendante de très-beaux 
 développemens. Nous pourrons ainsi nous contenter de distinguer 
les formes en binaires et ternaires. 


267. Il sera avantageux, pour l'intelligence , d'établir un ordre 
fixe parmi les indéterminées des formes trinaires, comme nous 
l'avons fait pour les formes binaires , de manière à distinguer la 
première, la seconde et la troisième. Quant à la disposition des 
différentes parties de la forme, nous suivrons constamment aussi 
le même ordre, en plaçant le premier le terme qui renferme le 
quarré de la première inconnue, et ensuite ceux qui renferment 
le quarré de la seconde, le quarré de la troisième, le double 
produit de la seconde par la troisième , le double produit de la 
première par la troisième, et enfin le double produit de la pre- 
mière par la deuxième. Mais, comme nous abrégerons en ne dé- 
notant pas toujours les indéterminées par des lettres particulières, 
nous représenterons la forme f 


ax + ax" + ax" + abx'x" Lab'xx" + 2b'xx 


par le symbole ( “ #) , quand nous u'aurons pas égard aux 
indéterminées. 
En posant bar =A, l'a =AÀ4, b"—ar= À", 
ab—D'h'=8B, ab —bb'=8, a'b'—bb=85", il résulte une autre 
Qq 
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forme F= A8 1) que nous appellerons adjointe de la 
END, BJ 
forme f. Ces relations donnent aussi les suivantes, en représen- 
tant par D le nombre 

| ab* ab? + a"b" — aaa"— 2bb'4, 

B°—A A=0D, B°— AZ'=0D, B°—AA =D, 

AB—B'B" =bD, A'B— BB" =bD, 4A'B'— BB = LD; 
d'où il suit que la forme Fe FA FC est adjointe à la forme F. 
Nous appellerons déterminant de la forme f, le nombre D de la 
_ nature duquel dépendent principalement les propriétés des formes 
ternaires. De cette manière, le déterminant de Ja forme Fest D”, 
ou égal an quarré du déterminant de la forme à laquelle elle 
est adjointe. 


Ainsi, par exemple , la forme ternaire Fe M a pour ad- 


71 IL IA 


—68, —96 Les 8 À 
FT ex )» et elles ont toutes deux pour détermi- 


jointe (a 111, 133 
nant, 1. | 

Nous excluons de nos Recherches les formes ternaires dont le 
déterminant est o, que nous traiterons plus en détail dans une 
autre occasion, et qui ne sont ternaires qu’en apparence, se ré- 
duisant, comme on le verra, à des formes binaires. 


268. Si une forme ternaire f, dont les indéterminées sont æ ; 
a', x", et le déterminant D, se change en une forme ternaire g, 
dont le déterminant est Æ, par la substitution 


day By +99", d'a 4 y Ho y", d'a y Er y y", 


4 , / 
où les coefficiens æ, B;, 7, «’, etc. sont supposés des nombres entiers, 
nous dirons, pour abréger, que la forme f se change eng par : 
la substitution | 
| æ, B, y; a’, By «8, y......(8), . 
et que f renferme g, ou que g est contenu dans f. De cette sup- 
position dérivent six équations pour les six coefficiens de g, qu’il 


est inutile de transcrire ici, et d’où l’on déduit facilement les 
conclusions suivantes: 


in Ps: CAR 
TS ee EALE ARL 
* (RAC 


 ARITHMÉTIOUES So 
1°. En désignant, pour abréger, par À le nombre | | 
| aB'y"+ Bya'+ya ft —yBax—ay8— Bay", 

_ on trouve, réduction faite, Æ£—#*D; d'où il ' suit que D doit 

diviser Æ et que le quotient doit être un quarré. L'on voit ainsi 
que le nombre # joue ici le même rôle que le nombre ad —fy 
pour les formes binaires, d’où nous pourrions présumer que le signe 
de # établit aussi une différence essentielle entre les transforma- 
tions propres et impropres. Mais en examinant la chose de plus 
près , il est clair que f se change aussi en > par la substitution 

—Qy 8, —7y; —2, 8, —y; —0, —6", —y, 

et que À devient alors —k, et que parconséquent cette substi- 
tution serait différente, et que toute forme ternaire en renferme- 
rait une autre tant proprement qu'improprement. Ainsi nous ne 
ferons pas usage de cette distinction, qui devient inutile pour 
les formes ternaires. 

2°, En désignant par F et G les formes adjointes aux formes 
f, %, les coefficiens de F se déterminent par les coefficiens de f, 
_et les coefficiens de G par ceux de g, qui se connaissent eux- 
mêmes par les équations que fournit la substitution S. Or la com- 
paraison des coefficiens de F et G prouve sans peine que F ren- 
ferme G et se change en elle par la substitution 

By —L'y, Vay'a, dal; L'y—ly", v'aye, «'B—el”, 

By By, ya—ya, af—x8............ ÉPRAANNT C VAR RTE (5). 
Nous n'inscrivons pas ici le calcul, qui n’est sujet à aucunes 
difficultés. 

8°, La forme g, par la substitution: 

By Ry, y, BY Ry, ve, Page, vé Y'a; 
dR—a"8, «'B—al", af—aB...... RÉPONSE PERTE (5”), 
se change évidemment en la même forme que celle en laquelle 

se change f par la substitution 


k, 0,0; 0, A; 0; 0,0, k, 
c’est-à-dire en celle qu'on obtient en mullipliant tous Îles coeffi- 
ciens de la forme f par 4, Nous désignerons cette forme par f”. 
2 


NT UE 
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4. On prouve absolument de la même manière, que la forme G 
se change, par la substitution DL à 


CT dis B; LB’, B'; V5 Y9 #1, Frs} CCE 


en la forme en laquelle se change F, en multipliant les différens 
coefficiens par 4; nous désignerons cette forme par Æ. 


_Nous dirons que la substitution S° naît, par transposition , 
de la substitution S; alors il est évident que la substitution S 
‘résulte de la transposition de la substitution S”; de même S’et 
S° naissent de leur transposition réciproque. On peut appeler la 
substitution S’ substitution adjointe à S , d’où la substitution S" 
sera adjointe à la substitution S”. 


269. S'il arrive, non-seulement que la forme f renferme la 
forme # , mais encore que la forme g renferme la forme f, ces 
deux formes seront dites équivalentes, et dans ce cas on voit que 
D et Æ devant se diviser mutuellement, on a nécessairement 
D=E; et réciproquement si une forme fen renferme une autre g 
de même déterminant, ces deux formes seront équivalentes; en 
effet on aura 4—Æ1, et partant la forme f’ en laquelle se 
change g par la substitution S”', sera identique avec f, et par- 
conséquent f sera contenue dans g. Or il est clair que dans ce 
cas les formes F et & adjointes aux formes f et g seront aussi 
équivalentes, et que la deuxième se change en la première par la 
substitution S°. Enfin, si l’on suppose que les formes F, G soient 
équivalentes, et que la première se change en la deuxième par la 
substitution T, les formes f et g seront aussi équivalentes, et f 
se changera en g par la substitution adjointe à T, et g en f par 
la substitution qui naît de la ‘transposition de la substitution ad- 
jointe à T. Car par ces deux substitutions respectives , la forme 
adjointe à F se change en la forme adjointe à G, et la forme G 
en cette même première formé; mais ces deux formes naissent 

de f et g,en multipliant chacun de leurs coefficiens ‘par D; d’où 
: Von voit sans peine que par les mêmes substituütions f se change : 
en g et g en f respectivement. 


_270 Si la forme ternaire f renferme la forme ternaire f" et 
celle-ci la forme /”, la forme f renfermera aussi f”. Car on voit 


mio | 3o9 
{facilement que si f se change en f” ga la substitution 


-&, 6, 75. a, Ps m5 im Be: vf 
et f’en f”, par la substitution 


Je, Crnditr Cdi, €, | 
f se changera en f" par la transformation 


ad + Bd" + yd", ae Be + 7e", a+ BC + y" 
d'J'+Bd" +34", et Ré +ye, ACTA EL 
A++", athée, EH +)"; 

ainsi, dans le cas où ù f estéquivalente à f',.et f” à f”, la forme f 


_sera aussi équivalente à f". Au reste, on voit aisément comment 
ces théorèmes s'étendraient à un plus grand. nombre de formes, 


271. 11 suit évidemment de là que toutes les formes ternaires, 
ainsi que les formes binaires, peuvent se distribuer en classes, en 
rapportant à la même classe les formes équivalentes, et celles qui 
ne le sont pas, à des classes différentes. Ainsi les formes de dé- 
terminant différent appartiendront certainement à des classes diffé. 
rentes, et partant il y aura un nombre infini de classes de formes 
ternaires; mais les formes ternaires de même déterminant donnent 
un nombre de classes tantôt plus grand, tantôt plus petit, mais 
toujours fini, ce qui.peut être considéré comme une propriété 
principale de ces formes. Avant de traiter avec plus de détail cette 
proposition très-importante, nous expliquerons une différence essen- 
tielle qui a lieu entre les formes ternaires. 


Quelques formes ternaires sont telles, qu’on peut représenter 
par elles, sans distinction des nombres positifs et négatifs, par 
exemple, la forme aa ÿ"2", et nous les nommeérans formes 
indéfinies. Au contraire, il en existe d’autres par lesquelles on ne 
peut représenter de nombres négatifs, comme la forme z°+y"+2", 
et nous les nommerons formes positives; enfin, par d’autres, 
on ne peut pes que des nombres négatifs, comme la forme 
—2—y"— 2", nous les nommerons formes régatives. Les formes 
positives et one s’appelleront formes définies. Nous allons 
donner les caractères auxquels on peut reconnaître à laquelle de 
ces espèces appartient une forme donnée. 


#3, NN. 5 70 le JU) MP CET ET PP PO ANTENNES 
en TI ASSET e IN OUI NES 
A et PAR PE Mb D 
, CN TEE Sd 

* e 
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Si l'on multiplie par & la forme 

dE ax ax" + ax" + 2bd RE tar 
de déterminant D , et que l’on désigne, comme au n° 268, par 
A, A’, A’, B, E', B' les coefhciens de. la. forme adjointe à f,. 
on trouve 
g=af= (ax + ba bat) — A'd+aBra- As 

multipliant ensuite par 4’, il vient . 

he A'of= Aa + Bal je Wa) (Aix BxŸ HaDr* ; 


d'où il suit que A’af est négatif si aD et 4’ le sont, «et par- 
conséquerit que le signe de f est nécessairement opposé à celui 
de A’a, c’est-à-dire que f'est de même signe que « ou de signe op- 
posé à D. Ainsi la forme f'sera, définie dans ce cas-là, et sera 
positive ou négative, suivant que a est positif ou négatif, ou 
suivant que D est négatif ou positif. 


Mais si aD et #’ sont positifs, ou que l’un des AE le soit, 
aucun n'étant —0, on voit facilement qu’en. déterminant con- 
vevablement les valeurs des indéterminées, A pourra être positif 
ou négatif, et que partant f pourra obtenir des.valeurs, tant de 
même. signe que de signe me à h; donc f sera une forme 
iudéfinie. . 


Pour le cas où A o , saus qu'on ait au$il 40, on aura 
af= (ax +b'x+b'x)— x (1x — 2Bz), | 

en donnant à x’ une valeur arbitraire, qui cependant ne soit pas 

#0, et prenant 4" tel que le signe de Se — x" soit le même 


que. celui de 8x, ce qui est possible, car B n'est pas 9; 
puisqu'on aurait 2° #4 454) zxs0, et partant D0; alors 
æ'(A'x—2Bx} sera une: quantité positive, .et l’on voit aisément 
que + pourra être déterminé de manière que 4f obtienne une va- 
leur négative; il est même évident que ces valeurs peuvent être 
prises, si l’on veat, de manière qu’elles soient toutes entières. 
Enfin, 2’ et x” ayant des valeurs quelconques; on peut prendre x 
‘assez grand pour que af devienne positif, Donc, dans.ce cas: aa 
forme f est indéfinie, 


drinamicrouxs Sra 
| Eubte, da, on à 
= d'x" + abx dt aa 2x(b'x te ba), 
et en x prenant æ, x" à volonté, maïs tels que Lx" nè soit 


pas zéro , il est évident que 1e peut déterminer x de manière 


que f obtienue des valeurs positives et négatives; doïc Jf est une 
forme indéfinie. 


De même que nous avons déterminé l'espèce ‘de la forme Fr 
d'après les nombres aD et À’, noùs ‘aurions pu y parvenir au 
moyen des nombres aD et 4, desorte que la forme f sera dé- 
finie si aD et 4” sont négatifs, et indéfinie dans tous les autres 
cas. On peut de même considérer les nombres &’D et 4, ou . 
a'D et 4”, ou a"D et 4, ou enfin "D et 4’, H suit ge ]à que 
pour une forme définie les six nombres 4, 4’, 4", aD, «D, "D 
sont négatifs; pour une forme positive, a, a’, a" seront positifs et 
D négatif, et pour une forme négative, a, a’, a” seront négatifs 
et D positif; ainsi, toutes les formes fernaires de détermirñant 
donné positif peuvent se distribuer en négatives et en indéfinies, 
toutes les formes d’un déterminant donné négatif peuvent se dis- 
. tribuer en positives et en indéfinies, Enfin, il n’y a pas de formes 
positives de déterminant positif, ni de formes négatives de déter- 
minant négatif. On voit facilement, d'après cela, que la forme 
adjointe à. une forme définie est définie et mème négative , -et 
_ que la forme adjointe à une forme indéfinie est indéfinie. 


* Puisque tous les nombres représentables par une forme ternaire 
donnée le sont également par toutes les formes qui lui sont équiva- 
lentes, les formes ternaires comprises dans nne même classe seront 
toutes positives... ou toutes négatives, ou toutes indéfinies. Ainsi ces 
dénomifations pourront être transportées aux classes elles-mêmes. 


272. Nous-allons démontrer que les formes ternaires d’un déter- 
minant donné peuvent se distribuer en un nombre fini de classes, 
et nous nous y prendrons comme pour les formes binaires, c’est- 
à-dire, que nous ferons voir d’abord comment une forme ternaire 
donnée peut être ramenée à une forme ternaire plus simple , et 
ensuite que le nombre des formes les plus simples auxquelles on 
parvient par ces réductions est toujours fini, quel que soit le déter- 
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minant. Supposons généralement que la forme f — Ce ré ) à de 
déterminant D, se chauge en la forme équivalente g — (se 1 D 

par la substitution 


a, B,y; 28,75 «By... ET .(S) 


il nous restera à déterminer «, 8, y, etc. de ee que g soit plus 
simple que f, Soient F — s ee ne G= * N°. te) les formes 
adjointes à fetg, la forme F se changera en G par la substitution 
adjointe à S, et G en F par la substitution qui naît de la trans- 
position de S. Nous ferons le nombre 


«By + a ly+a'fy —aRy—-a8y—-ab) =+tizzk. 
Cela posé, observons : 
1°, Que si l’on fait y=0, y =0,«"=0, f"=0, > =1; 
on.a Let 
m=au baba aa, m=a8+al'RE LR", ma", 
n =08 +0; n=ba+ba, n'=aab+b(ab +ab)+axk; 
on aura en outre af —«@8=—"+% 1. Il est évident par là, que la 
forme binaire (a , b", a’) de déterminant 4" se. change par la sub- 
stitution «, 8, «’, 8’ en la forme binaire (77, n°, m'),.et qu’elle 
lui est même équivalente, puisque 48’ — «82% 1; on aura donc 
A'—M", ce qu’on peut aussi vérifier sans peine directement, 
Si donc la forme (a, D", a’) n'est pas déjà la forme la plus simple 
de sa classe, on pourra déterminer «, 8, «, 8’, de manière que 
(m, n°, m') soit une forme plus simple ; et par 1 théorie des formes 
Hinéirés, an sait que cette téduction peut se faire de manière 
que 2 ne soit pas plus grand que ÿ/— # 4"si 4” est négatif, ou que 
y Æ" si À” est positif, ou enfin de une que m—0 si 4’=—0, 
Desorte que dans tous les cas, la valeur absolue de 77 peut être 
abaïssée ou au moins au-dessous jusqu’à ÿ/ + #4”. Ainsi la forme f 
peut se ramener à une autre, dans laquelle, s’il y a lieu, le pre- 
mier coefficient soit plus petit, et dont la forme adjointe ait le même 

troisième ‘coefficient que la forme F adjointe: à f. C'est en cela 
que consiste la première réduction, . 


2°. 
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. 2° Mais si l'on fait a=—1, B—0,y—0, «'=0, #0, on 
aura À=@>"— "y —=+1,et la substitution adjointe à $ de- 
viendra | ; 
H1,0,0; 0,7, —8"; 0,—Yy,p. 
par laquelle F se change en G. On a ainsi 
ma, n=by"+ by, n'= bp 4 LR, = 8"+2bp"R" + ak", 
m'=ay" + 20y y" + ay", n=dRy+b(L8y+8"y)+a8"y); 
M=AY"—-2B)) + y, N=—-ARy+BEy+8y)-AE), 
M'=A148"—2BRB' + AR", 
d’où il suit que la forme binaire (#", B, 4’) dont le déterminant 
est Da , se change par la substitution 8’, —>,—/8",>", en la 
forme (M°, N, M') de déterminant Dm; et à cause de l’équation 
By —£y =Æ1, ou de Da=— Dm, ces deux formes sont équi- 
valentes. Ainsi, à moins que le forme (4", D, 4’) ne soit déjà 
la plus simple de sa classe, les coefficiens £’, y’, 8°, y’ pourront 
être déterminés de manière que (WM”, N, M’) soit plus simple; et 
même cette réduction peut se faire de manière que M", sans égard 
au signe, ne soit pas plus grand que y # D; ensorte que l’on 
réduit la forme f à une autre qui a le même premier coefhcient, 
mais dans la forme adjointe de laquelle le troisième coefficient est * 
moindre , s’il y a lieu, que celui de la forme F adjointe à f. C'est 
en cela que consiste la seconde réduction. 

3°. Si donc f est une forme ternaire à laquelle aucune de ges 
deux réductions-ne soit applicable » c’est-à-dire , qui ne puisse par 
aucune se changer en une plus simple , on aura alors nécessaire- 
ment a <ou—=+#4,.et 4*<ou—#aD, sans avoir égard au 
signe. Donc at sera << ou = :£ 4", et partant, -et «Cou = $ aD ; 
èt a < ou —£# D; donc a < ou —# VD, et 4° <ou=$# y D!, 
et parconséquent 4 < ou = ÿ D". Ainsi, quand # et a surpassent 
ces limites, nécessairement l’une ou l’autre des réductions précé- 
dentes peut être appliquée à la forme f. Au reste, il ne faut pas 
renverser cetfe conclusion, puisqu'il arrive souvent qu’une forme 
ternaire dont le premier et le troisième coefficient sont au-dessous 
de ces limites, peut néanmoins être rondue plus simple par l'une 
ou l’autre de ces réductions, 1 
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4e, Si donc on “applique alternativement la première et la se- 
conde réduction à une forme donnée de déterminant D , c’est-à- 
diré qu’on lui applique la première ou la seconde , à celle qui en 
résulte la seeonde ou l4 première, à celle qui en “résulte de nou- 
veau la première ou la seconde, etc. , il est évident qu’on arrivera 
nécessairement à une forme à laquelle on ne pourra plus appliquer 
ni l’é ni l'autre, sans quoi on auräit deux suites de nombres 
entiers continuellement décroissans. Nous sommes done parvenus 
À ée théorème important : Toute forme ternaire de déterminant X)}, 
peut étre réduite à une autre COUR ICT dont le premier coef- 


*_ ficient ne soit pas plus grend que * V D, et telle que Le (ee 


coefficient de la forme adjointe ne-soit pas plus grand que sy DS 
sans avoir égard au signe , à moins que la forme proposée ne 
jouisse déjà de ces deux propriétés. 

Au reste , au lieu du premier coefficient de la forme f, et du 
troisième de la forme adjointe, nous aurions pu traiter absolument 
de la même manière, le premier coefficient de Fa ét le second de 
la forme adjointe, ou le second de f et te premier on le troisième 
de la forme adjointe , ou le troisième de f'et le premier ou le second 
de la forme adjointe , et nous serions arrivés de même à notre.but; 
mais il vaut mieux s’en tenir à une méthôde unique, afin de pou- 
Voir ramener plus facilement les opérations à un algorithme fixe. 
Nous observons enfin que les deux coefficiens que nous avons appris 
à abaisser au-dessous de limites fixes, peuvent avoir encore des 
Jimites moindres, si l'on distingue les formes finies des formes indé- 
finies. Mais cela n’est pas nécessaire pour ce que nous nous proposons. 


273. Voici quelques exemples qui éclairciront ce qui précède. 


ROLE FRS __ (—825,—166,—398 
Exemple. Soitf— 1898 1 )> n aura DE DENERS as 
et D —— 1. Comme (10, 1, . est une forme binaire réduite qui 


n’a pas de forme équivalente dont le premier terme soit moindre 
que 19, la première réduction n’est pas applicable ici; mais la 
forme binaire (4, B, 4°) —(— 398, 257, — 166) se change en 
(—2,1,— 10) qui lui est équivalente , par la substitution 2, 7, 
5, 11. Ainsi, en faisant 82, y ——7,8"=—5,)"=31,0on 
aura pour la forme f, la sub ttes 


12 
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130,0; 0,2,—7; 0,3, 11, | 
par laquelle on tronve qu'elle se change en f'— Cu ne 47 ni) 
Le troisième coefficient de la forme adjointe à f” est 2, et 
partant , celle-ci doit être regardée comme plus simple que f. 

On peut appliquer à la forme f” la première réduction. La 
forme binaire (19, —8e, 354) se changeant en (1, 0, 2) par la 
transformation 15,4,-5,1,-0n aura pour la forme f le transfor- 
mation 

He 450; + 1,03; 0,0,1; 

1,2, 4769N __ pr 

—95,16,0 =f = 
On peut appliqder'dè nouveau la seconde réduction à la forme Se 


—513 ARS 2 
—-95, ‘ 82 Fu En effet, la forme bi- 


naire (—2, — 95, ner 3) se change par la substitution 47,1, 
—i,0 en (—1,1,—2), d'où f” se change par la substitution 


‘par laquelle elle se change en la forme Ée 


qui a pour adjointe ( 


1,0, 05. 0472 — 35 . 0, 1,0) 
en la forme f"— (ee re. Le premier coefficient de cette forme 
2 0 


ne peut plus être réduit par la première réduction, ni le troisième 
de la forme adjointe par la seconde. 


A TT. Soit. f. (°° 


hs ,—29, 


10, > ,2 


2) qui a pour adjointe la forme 


FRE et 2 pour On trouve suscessive- 


70, — 28, 
ment par l'application alternative des deux réductions, 
| par'tesquelles 
les snbstitutions . Rd Euimnes se.changent en 
RS 10, 2, 2 
1, O, O0; O; —] le] à 4, essl.somes fiers Def. ée o, —{ 
2 2, 2 
O,—1, 03 1,20; 0 Prichcianth CSD 1’ =( 26 + é ) 
LS 2, “#3 3 
Fe 0,9; O1, 05 Op Dpt, sels... Home) er er) 


- | -:: ’ IV à. 
1,:--0, 05° lo! 1,0; Os O;. | ss Fa Pr | . = CE a 


,» 
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La forme f" ne peut être soumise à lune ni à l’autre des deux 
réductions. 


274. Quand on a une forme ternaire dont! le premier coefñ- 
cient, ainsi que le troisième de la forme adjointe, sont abaissés 
autant que: possible par la méthode précédente, on obtiendra 
comme il suit une plus grande réduction. 


En conservant toujours la notation du n° 172, et posant a=1, 
0, B—1, «=0, B'=0, y'—=1, c’est-à-dire en employant 
la substitution 


72 = 
15 Bo 73 05 15 V3 05 Os 1; 
on aura 


M=A, M" 7 "2 VB tab, m'=a MR e uv à es 
m=b-+ay +8 (+R) }Ha8y,n=b+ay +8" ,n nd" +48, 
et en outre M'—4", N=B— 4"), N=B—4"y—N8. 


Ainsi, ‘par cette substitution les coefficiens a, 4”, qui sont 
déjà réduits, ne changeront pas; il ne reste plus qu’à diminuer 
les autres coefficiens en déterminant convenäblement les RTE 
de B,7, y 

Observons d’abord que si l’on a Æ4’=—0o, on doit avoir aussi 
a; car si a n’était pas —0, la première réduction serait 
encore applicable, puisqu’à toute forme de déterminant —=0 ré- 
pond une forme'équivalente telle que (0, o, A) @° 215), et dent 
parconséquent le premier terme —0. De la même manière, si 
a=0, où aüra 4’=0, ainsi les deux nombres a et 4 seront 
tous deux nuls, ou aucun des deux ne le sera. 


Dans le second cas, il est évident que 8, y» b4 peuvent être 
déterminés de manière que x", N;, N' ne Soient pas plus grands 
que <a, ie : 14 respectivement ee ne le premier exemple 


: Se) qui a pour ad- 

se —513, = 9, —19 

jointe Nat 3): se change, as ï substitution 
1, 16, 16; 0, lo —i; O0» 0; 19 


1 En exe 
en la forme f "ee : .) qui a pour He (GT BTE ) 
» 9 Oy :O 0 


DT 


D C'ARITHMÉTIQUES — 54 


Dans le premier cas, où a—.4"—0, et partant #'—0, on aura 
m=0, md, ma tab) +aby+ays, 

À n=b+ay+VB, nb, r'=0o, 
ce qui donne D=wb*=m'r", Or on voit facilement que l'on 
peut prendre 8 et 3” de manière que 7 soit le résidu minimum 
absolu de D, suivant le plus grand diviseur éommun des nombres 
g', d', c’est-à-dire, que 7 ne soit pas plus grand que la moitié de 
ce commun diviseur, abstraction faite du signe, et partant 7—0, 


_ toutes les fois que 4’ et £’ sont premiers entre eux; Bet étant 


ainsi déterminés, on pourra prendre 7 tel que 7° ne soit pas > #, 
à moins que l'on n'eût #0; mais alors on aurait D—0o,.cas 
que nous avons exclu. Ainsi, dans le second exemple, on- a pour 
la dernière forme 73——2—/{#+2}, et en faisant £—o, Y=1, 
il vient 7—0, partant m'—2—2y et m'=0 en faisant >ær. 
Ainsi, par la substitution 
ee 15 — 2 1, 06, 1,03 0,0,1, 

, EU 0, #9, 0\ 7 
cette forme se change en (2 Me? a) == Te 


275. Si l’on & une suite de formes ternaires équivalentes file 


.f", f”, etc., et les transformations de chacune d'elles en la sui- 


vante, des transformations de f en f’ et de f’ en f°, on déduira 
{n° 270) celle de f en f”; de cetté dernière et de la transfor- 
mation de f”" en f”, on déduira celle de f en f”, etc. Ainsi, 
de cette manière on aura la transformation de f en une forme 
quelconque de cette suite; et comme (n° 268, 269) on déduit 
de la transformation d’une forme quelconque f en une autreg; 
la transformation de g en f, on pourra obtenir la transformation 
d'une forme quelconque dela suite, en la première J: 
-… Ainsi, potr les formes du premier exemplé on trouve lés substi- 
tutions | | 
13, 14, O5 6, 2, —7; —0, — 3, 11... 
45. 188, —4; 6, 87, —2; —9, —130, 3... 
13, —20, 16, 6, —9, 7; —9;, 14 
par lesquelles .f” se change en f", .f”, f 1, et de la dernière on 
déduit Ja suivante : 


; ES # PR Tr NE F4 
; F PEN ADS 2-2 
4 1 LEMET ER CAPE 7 


$ 
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ce 4 45.45 3 1, 5, 3,2, 3, 

_ par laquelle f" se change en f”. | 
_ De la même manière, pour l'exemple 2 du n° précédent, on 

trouve les substitutions 

1, 1, 1, —3, 4, —5; 10, —14, 11,...,. 


2, —5, —1; 3, 1,0, 112, 4h) 
à 10, 26, 2 Oo, me a: 
par lesquelles la forme ( D Re change en hp. et 


cette dernière-en la première respectivement. 


276. THÉORÈME. Le nombre des classes en lesquelles peuvent : 


se distribuer les formes ternaires de déterminant donné, est tou- 
jours fini. 

I. Le nombre de toutes les formes : “y ee 22 de déterminant 
donné D, dans lesquelles on a a=—0, #'=—0, b non plus grand 
que la moitié du plus grand commun diviseur entre a’ et b’, et 
a" non plus grand que D’, est nécessairement toujours fini. En 
effet, puisqu'on a dans ce cas D —4'b"*, on ne pourra prendre 
pour 2’ que +1, —1 et les racines des quarrés qui peuvent di- 


viser D, s’il y én a d’autres que 1, prises positivement ou néga- 


tivement, et le nombre de ces valeurs est fini; or, pour chaque 
valeur de Z’, celle de a’ est déterminée, et celles de 2, 4° sonf 
évidemment kmitées. 

TI. T1 d'y aura de même qu'un nombre fini de formes (£" 5 
de déterminant D, dans lesqueltes a m'est ni =0 ni >#yE0, 
Pt—aa = 4" ni=o, ni >EY D°, b° non plus grand que ta, 
ab—Vl'=B et à'b—5b}'=8B non plus grands que 14”. Cat 
lé nombre des combinaisons des valeurs deu, b', 4", B, B'éera 
nécessairement fini, et en les supposant déterminés, les autres 
coefficiens 4’, b, b', a” de la forme et es coefficiens 4—b*—4a", 

A=b— aa", B'—a"b"—5b85 de la forme adjointe seront déter- 
minés par les équatioris +) en 

, be 4" B°—aD ‘|, B—dD 


Ps AR ARE, Pme, 


ù 


4 
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 CAB=BB __Ba+B'b" en AB—BB METLS 
= De me TE à US 5 7 
ea A 4 PB" 
Pr eee cie 


nr = 
. @& 


Maintenant, comme tontes ces formes s’abtiennent en choisissant 
parmi toutes les combinaisons de a, b”, 4”, B, B' celles qui 
donnent des valeurs entières PURE &, LP Es b', leur nombre sera 
nécessairement fini. 


III. Toutes les formes dont nous venons dé parler (I et II) 
constituent un nombre de classes qui sera, moindre que celui 
de ces formes, s’il s’en trouve parmi elles d’équivalentes. Or 
comme il suit de l'analyse précédente que toute forme ternaire 
de déterminant D est nécessairement équivalente à l'une de ces 
formes, les classes qu’elles déterminent renfermeront toutes les 
formes de déterminant D, c’est- à-dire que toutes les formes de: 
déterminant D peuvent se distribuer en un nombre fini de classes. 


277. Les règles par lesquelles toutes les formes de I et IE 
peuvent se former, suivent naturellement de ce qui a été dit dans 
Particle précédent; ainsi dl suflira d'en donner quelques exemples. 


Pour D=1, les formes (JL). produisent les six suivantes, par 
l'ambiguité des signes ; te Ha2 37 Ce le #): dans. les 


formes Îl, a ét 4" ne peuvent avoir die lrelèurs que -H1 et 
—1, et pour les quatre combinaisons qui en résultent, b”, Bet 
ÆB doivent être posés =0, é qui donne les quatre formes 


1, 1, 3 1, 1, 1 “de ée nt hs) 
000: 07 "NX 507 06,0 MO OL O2" 


De même , pour D>=-—1, ily a six formes (EC ue ch 


Ce ue a et quatre formes (IT). «(0 La ) ( e)a 


No 
11, ” —1, —1, à 
dr0107/\ "0, .,:0;07 


Pour D=—2, il y a six formes (DS 165 ue 2. 2 ei 7) 


et huit Etes (II) .. C2 Ra à) A É D Ce = To) 


me ce 1 LC 3; 2, £ )s Et 2, ) Ce 2, He }, —3, F2) 
k , % 
cd 70 © © 9/7 Vo, 0, CN OR 


N 
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Au reste, le nombre de classes est dans ces trois cas.beaucoup 


moindre que le nombre des formes. En effet, on s’assure facilement | 


RE o 1,/0N° /O 0 171 
1°. Que la forme Ce : c)se change en C Ef 1e) PRE tale 


4 Gi à He) Ge R 5, par lés substitutions 


1,0, 05 0,1,0; Op 0, —1...0, 0, RTS EL Æ1, 1,0 
Op 0,13 O, lp 13 Il; —I1; —1...1, y —1; l) 15 13  Oy—lile 
| 1, 1, 1 a 1, =], 1 —!1, E, 
rme ( ” ? \ se change e ( er PRE ) ; 5) 

La forme ( 07 Changer (ns ste 272 )eper 
la seule permutation des indéterminées. Ainsi ces dix formes de 
‘ 2 é 2 ; (e) ; — ee — 
déterminant : se réduisent aux deux : é » 2 ep (2 Ps 2; 


0, 1, © 


pour le première, on peut, si l’on veut, br LS forme 


C * ) Or la première forme étant indéfinie et la seconde dé- 


fimie, il s'ensuit que toute forme ternaire indéfinie de détermi- 
nant 1 équivaut à la forme æ°—+ 2yz, et toute forme définie, 
à la forme —zx — y" — 2". 


2°. On trouve absolument de la même manière, que toute 


forme ternaire indéfinie de déterminant —: équivaut à la forme 


—2"H2yz, et toute forme définie, à la forme æ*+y°-+2:, 
3°. Pour le déterminant 2, on peut sur-le-champ rejeter des 


huit formes (IT) la seconde, la sixième et la septième, qui pro- 


viennent de la première par la seule permutation des indétermi- 
nées; par la même raison, la cinquième, qui naît de la troisième, 
et la huitième, qui naît de la quatrième. Les trois qui restent 
avec les six formes (1) sderninent trois classes; en effet, 


C _. à) se change en (se LE 2) par la substitution. ....... 


©, 
%, 0, 0; O0, 1,:05 O0, O0, —l; x forme (ER es en (® à 
Le FE | 
e AC y —!1 3 Em 
É —] 0, 1, ), és Êre .) (a o, 0 par les substi- 
tutjons respectives 


5, © 1; ï;, 2»; O; l, 1, Os, O, 1; 1, 2, O0; 1, 1, Q 
°Xy 1, ©; 1, 2, —1; 1, lolo ce.se ls © ©; 1, 2; 1; 1, 1, I 
17 0; 0; 0, 3; : 2; O, X Lo 


_ Ainsi 


À 
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Ainsi toute forme ternaire de.déterminant 2 est réductible à l’une 
de ces trois : és 2 JE ce : DE STE AUT 


2 Li 
NE UNS _ au lieu de 
© 
ña première on peut prendre la forme (°° VE Me Ainsi toute forme 


ternaire définie de déterminant 2 obie nécessairement à la 

. troisième — x° — y* — 22°; toute forme indéfinie à la première ou 
à la seconde. Elle équivaudra à la première 24° 2yz, si je 
premier , le second et le troisième coefficient sont pairs tous les 
trois; car il est clair qu’une telle forme se changera en une forme 
semblable par une substitution quelconque, et que partant elle 
ne peut pas être équivalente à la seconde. Enfin elle équivaudra 
à la seconde z° + y* — 22°, si le premier, le second et le troisième 
coefficient ne sont pas pairs tous les trois; car il est visible, par 
une raison semblable, qu’une telle forme ne peut se changer par 
aucune transformation, en la forme 22° + 2yz. 


… On pouvait donc prévoir dans les exemples des n°° 273, 274, que la 
forme définie. Rs e ee) de déterminant — 1, se réduirait à la 


forme x°*+-7°+2* et la forme indéfinie Ce _ 8) de déterminant 


2 à 27°—2ÿZ, OU, ce qui revient au même, à 22 +yz. 

278. Par une forme ternaire dont les indéterminées sont æ, x’, x°, 
on peut représenter des zombres en dennant des valeurs déter- 
minées à x, x’, x”, et des formes binäires par des substitutions 
de cette cépÊce z=mbnu, a =mi+nu, L'=mi+ nu; 
m,n, m, etc. désignant des nombres déterminés, £ et x les in- 
déterminées de la forme binaire. Pour représenter d’une manière 
complète la théorie des formes binaires, il faudrait donner la 
solution des problèmes suivans. 


1°. Trouver toutes - Les représentations d'un nombre donné 
par une forme ter naire donnée. 


2°, Trouver toutes les représentations d'une forme binaire 
donnée par une forme ternaire donnée. 


3. Distinguer si deux formes 1er naires données sont équiva- 
lentes ou non, et duns Le premier cas, trouver toutes les trans- 


formations de l'une en l'autre. ee 
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4°. Distinguer si une forme donnée renferme ownon une auire. 

forme ternaire donnée ; et dans le premier cas , trouver toutes 

les transformations de la première én la seconde. | re 

Nous traiterons plus en détail dans un autre lien, ces problèmes 
qui sont bien plus difficiles que leurs analogues dans la théorie 
des formes binaires; nous nous bornerons ici à faire voir com- 
ment le premier problème peut se réduire au second, et le 
second au troisième, nous donnerons la solution du troisième pour 
quelques-uns des cas les plus simples , et qui peuvent éclairer la 
théorie des formes binaires. Mais nous excluons absolument le 
quatrième problème. ; 

279. L&MME. Étant proposés trois nombres entiers quel- 
conqgues a, a’, a”, qui cependant ne soient pas {ous = 0, {rouver 
six autres nombres B, B', B', C, C', C”, tels qu’on ait. 
BC'—B'C'=—a, B'C—BC'=2, BC —BC=a". 

Soit « le plus grand diviseur commun des nombres a, à, a”, 
et les nombres entiers 4, 4’, 4”, tels que l’on ait a + 4x 
+ A'a"=«. Prenons à volonté trois nombres entiers T, I’, I’, 
avec cette seule condition que les trois nombres [”4°— T4, 
T'A—TA", TA’ —T’4 que nous représenterons par a, b’, b", et 
leur plus grand eommun diviseur par B, ne soient pas tous — 0. 
Posant alorsa'b'—a"b'= afC, a'b—ab"=a8C", ab —db—218C", 
il est clair que C, C’, €” sont entiers. Et si l’on prend des nombres 
entiers À, A’, K” tels que Kb+X'D'+ AE" =, en po- 
sant Ka+ Ka + K'a"=ah, et prenant B=ak—hA, 

B'=ak —hA, B'=ak" —hA", les valeurs de B, £', B’, 
_ C, C’, C' satisfont aux équations proposées. 

En effet, on trouveaB + a'B’ + a°"B°"—0, bA+V A4 A4"—0, 
d’où bB + 2'B' + b'B" = «8. Or des valeurs de C’, C”, on tire 
aB (B'C'—B"C')= ab'B' — a bB'— a'bB" + ab'B" 
= a(bB+0'B'+DL'B')—b(aB+aB +a5")= af; 
donc B°C"— B°C'=a; de même B'C—BC'=4 , BC'—B'C=0". 

Nous sommes forcés au reste de supprimer ici l’analyse qui a 


conduit à cette solution, ainsi que la méthode par laquelle on 
déduit toutes les solutions d’une seule, 


280. Supposons que la forme binaire a/° + 2btu + cu —@ dont 
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le déterminant =D, soit représentée par la forme ternaire f dont 
| les indéterminées sont x, x’, x, en posant x=—mt+nu, 
T=mitnu, x"=m't + n'u, et que la forme F dont les in- 
déterminées sont X, X’, X”, soit adjointe à f. On s'assure facilement 
par le calcul, ou comme conséquence du n° 268, 2». que le 
nombre D est représenté par la forme F, en posant X=m'n"—m"n', 
© X'=m'n— mr, X'— mn —mn; nous dirons que cette repré- 
sentation est adjointe à la représentation de la forme. @ par la 
forme f. Si les valeurs de X, X’, X° n’ont pas de commun divi- 
seur, nous appellerons pour abréger, cette représentation propre, 
et dans le cas contraire, impropre ; et nous transporterons aussi 
- ces dénominations à la représentation de @ par f. 


Or la recherche de toutes les représentations du nombre D par 
la forme F , s’appuie sur les considérations suivantes: 


1°. Il n’y a aucune représentation du nombre D par F qui ne 
puisse se déduire de la représentation d’une certaine forme binaire 
de déterminant D par la forme f , c’est-à-dire, qui ne soit adjointe 
à une telle représentation. | 
Soit en effet X—ZL, X'=L, X°—L" une représentation 
quelconque de D par F ; on déterminera par le lemme précédent, 
les nombres 7,m,m",n,n',n",telsquel’onait mr —mn=L, 
m'n—mn=Ll , mi —mn= L'; et alors en représentant par 
@ = at* + 2btu + cu*, la forme binaire en laquelle f se change 
par la substitution 
a=mt+nu, a =mt+knu, d'=mt+nu, 
on voit facilement que D sera le déterminant de la forme @, et 
que Îa représentation de D par F sera adjointe à celle de @ par f. 


Exemple. Soit f—x"+x"—+ a", et partant, F—— X* 
— X"— X", D—— 209: le nombre — 209 sera représenté par 
F, en faisant X=—1, X'—8, X"—12, on trouve pour les 
nombres #,m,m",n,n,n", les valeurs —20,1,1, —12,0,1 
respectivement , et @ —4021* + 482 {u + 145 u°. 

2°. Si @, x sont des formes binaires proprement équivalentes , 
tonte représentation de D par F adjointe à une représentation de 


® par.f, sera aussi adjointe à une représentation de %X par f. 
2 
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Soient p; g les indéterminées de la forme 4; supposons que 


se change en % par la substitution propre 2 =ap+fg, et 
et que la forme soit représentée par f, en faisant 


z=mtknu, '=mitnu, '=mikbnu....….. (R) 

On voit sans peine que si l’on fait Ç 
ambyn=g, am +ym=£ >» am+yn=g, 
Bm+dn=h;, Bm+dn =#, fm+dr=h,- 

… la forme % sera représentée par f, én posant 

z=gp+hq, x'=gp+hg, x'=gp+hg....…. (AR) 
et l’on trouve g'h"—he" = — mr, g'h=gh =mn-—mn", 
gh eh=mr — mn, en observant que ad — B; —=1. Donc 


la même représentation de D par F est adjointe aux représenta- 
tions R et R’. 


Ainsi, dans l'exemple précédent on trouve que la forme @. 
équivaut à la forme x — 13p° — 10pg + 18g*, en laquelle elle se 
. change par la substitution propre 4=—5p+4q,u=5p— 2; 
de là on trouve pour la représentation de Y pa f: T—49, 
d'=—3p+g, x'=2p—9, qui donne pour le nombre — 209 
Ja représentation dont nous étions partis. 


3°, Si deux formes @, x de déterminant D , dont Îles indéter- 
minées sont ?, u; p, g peuvent être tes par. f, et que la 
même représentation de D par F soit à-la-fois adjointe À une 
représentation de @ par f, et à une représentation de % par LE 
ces deux formes seront nécessairement équivalentes. 


Supposons que @ soit représentée par la forme f, en faisant 
z=mtnu, x'=mi+nu, x" =mi+n u, et x en faisant 
T=gp+hg, d=gp+hg, d'=sgp+ he. "Supposons l'en 
outre qu’on ait m'n'—mr=gh —$@"'h=L, mn—mn=pg"h 
—gh=L, mr—mn=gh —gh=L', on prendra les nombres 
entiers Z, ?’, 1”, tels que l’on ait Li+Lr +L'# = 1, on fera 

Rl—Nl=M, ln" =M , nl'—nl=M", 
dm l'm=N; Lin nat Zn 1" —N", 
gM+gM'+£M'=a, RM+KM+R#M"=R, 
SN+HEN Hg N'>y, hN + Re 


te : 
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| où. dédait facilement de là 


am Potee 2(GLeL Ur L)=g. ee 

fm +n= h—I(hL+EHRL+HNL)=h 
On trouve de même am'+yn =, @m'+d'n =h, am Lo 
Bm° + dn"=h";, il suit de là que mt nu, y ARR 
se.changent en gp hq, gp<+hg, &P+k'q g par la substitution 

map fq,u—=7yp+dg......(S) D'où il résulte que @ se 

change pär ia substitution S , en la même forme en läquelle'f sé 
change en posant = gp +hq, '=gp#+hg, x'=g8"p+hg, 
c’est-à-dire en %, et que ‘pañtant ® est équivalente à x. D'ailleurs 
on trouve ad — By = 11+ LI + L'! —:1; dénc la substitution 
S est propre . et les formes ®, X sont proprement équivalentes. 


. On.tire de ce qui précède les règles suivantes pour trouver . 
toutes les représentations propres de D par F. On cherchera toutes 


les classes de formes binaires de déterminant D, et l’on prendra 


à volonté une forme dans chaque classe ; on cherchera toutes les 
représentations propres par f de ces différentes formes (en rejetant 
cellesqui ne pourraient pas se représenter par f), et de ces différentes 
représentations, on déduira celles dunombre D par la forme F. Il 
est évident (1°.et 2°.) que de, cette manière un aura toutes les 
représentations possibles , et qu'ainsi la solution est complète ; et 
qu'en outre (3°.) les transformations des formes prises dans des 
classes différentes , produisent nécessairement des représentations 
différentes. 


281. La recherche des représentations impropres d’un FORD 
donné D par une forme F, se ramène facilement au cas précédent. 
En effet, il est évident que si D n’est divisible par aucun quarré, 
îl n’y anra aucune représentation de cette espèce; mais s1 les 
quarrés 19, L°, v* sont diviseurs de D , toutes les représentations 
de D par F s'obiiendront ; en te toutes les représentations 


D 
propres des nombres? » a = , etc. par la forme F, et en multipliant 
les valeurs des indéterminées par À, Lu, », etc. respectivement. 


Ainsi la recherche de toutes les représentations d’un nombre 
donné par une forme ternaire donnée, qui est adjointe à une 
autre foie ternæire, dépend | du second problème; et l’on peut 
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ramener de la manière suivante tous les cas à celui-là, qui pas 

raît n'être qu’un cas HR . Soit D un nombre à repré- 

senter par la forme Ge e DE dont le déterminant — A, et qui 
G, Re G’ 


- a pour adjointe la forme H H. Fe) —=f; cette dernière aura 


pour adjointe la forme 1e: a = , et il est clair que 


les représentations. du nombre AD par F qu’on pent trouver par la 
méthode précédente , Sont identiques avec les représentations du 
nombre D par la forme proposée. On voit au reste que si les coef- 
ficiens de la forme f ont x pour commun diviseur, tous ceux de 
F seront divisibles par a, et parconséquent AD , sans quoi il n’y 
aurait aucune représentation ; les représentations du nombre D par 


la forme proposée coïncident avec les représentations du nombre 


e —- par la forme qui naît de FÆ en divisant les différens coef- 


Éciens par u*, et cette forme sera adjointe à celle qui naît de FR 
en divisant les différens coefficiens par pe. 


Enfin observons que cette solution dû premier problème n'est 
pas applicable au cas où L—0o, car alors les formes de détermi- 
nant D ne peuvent pas se dstribher en un nombre fini de classes ; 


nous résoudrons plus bas ce cas particulier par une méthode 
différente. 


282. La recherche des représentations d’une forme binaire don-. 


née de déterminant qui n’est pas —0, par une forme ternaire 
donnée, dépend des observations suivantes : 


I. De toute représentation propre d’une forme binaïre 
(P;, gs r)—=@ de déterminant D par une forme ternaire f de 
déterminant A, on peut déduire des nombres entiers B, B’ 
tels qu’on ait B*=Ap, BB'=—Ag, B*=Ar (mod. D), et par- 
ce une expression de ÿA(p, —g, r) (mod. D). 

oit en effet x—at+f@u, d'=at+fu, x'=xt+ fu une 
représentation propre de la forme @ par f; x, 2,2"; t, u étant 
les indéterminées des formes f, @. On prendra fin ‘nombres 
entiers y,%', y’, tels que 


(AB — 28" }y + (2008 }y + a B 08) kr. 


_ ARITHMÉTIQUES. 3%» 
Soit g=(}, y sr) la forme en laquelle fs 'change par fe 
substitution = 
a, By à, R, y; à, R, y 
et G= ($: Fa F5) la forme adjointe à g. Alors ii est évident 
qu ’on aura a=p, b'=q,a=r, A'=D et que A sera le déter- 
minant de la forme g, d’où 
B°=Ap+ AD, BB=—4q+8"D, B°=Ar+ AD, 

Âinsi, par exemple, la forme 194 6/u4iu* se représente 
par la forme +'+x*+2", en posant x=3/+ôu, à'—3t—4u, 
æ'=1; d'où, en faisant 9=—1, =1, y'=0, on trouve 
 B=—171, B'=27, ôu (—171, 27) pour une valeur de l’espres- 

sion ÿ/—1(19,; —3, 41) (mod.770). 
_ Il suit de là que si A(p, —gq, r) n’est pas résidu quadratique 
de D, @ ne peut être représenté proprement par aucune . forme 
ternaire de déterminant A. Ainsi, dans le. cas où A et D sontpre- 
miers entre eux, À doit être le nombre caractéristique de Ja 
forme ©. 


II. Comme +, +’, y” peuvent être déterminés d'une infinité de 
manières, il en résultera différentes valeurs pour B, Z, et noùs 
allons chercher quelle relation elles ont entre elles. Supposons 
que d\, d’, d” soient aussi tels que 

(x'B'— a'B)SH(x"B—af)d'+H(as—xB)'=K, 
FK pouvant être Hi et —1, et que la forme f se change, par 
la substitution 
œ, 8, d 5. Lo LB, d'; ds Es d’, 
re ,m ‘, M° 
en la forme ( ‘ eh dont l’adjointe est Re NN. nv") =A; 


alors g et h en équivalentes ainsi que G et A; et par. l’ap- 
plication des principes des n° 169 et 170, on trouvera que Ja 
forme Æ.se change en la forme G par la substitution 

k, 0,0; 0, Kk,°0; C5 Ms À, 
en faisant L 
(B>'—L'y)d + (L RES By")d'+ (By — By)d" = & 
(y'a y'a )d + (ay — xy)d'+ Qa— ay)" = 1 
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On tirera delà B=%#D RUN, B'=CKDHAKN", et partant ; 
comme kk=—+1, BEN, B'=N', ou B=—N, B=—N 
(mod. D). Dans le premier cas, les valeu.s de (B, B°), (N, N°) 
seront dites -équivalentes; dans le second, opposées. Nous dirons 
aussi d’une représentation de la forme ®;, qu'elle appartient à 
la valeur de y/A(p, —g, r), lorsqu'on peut l’en déduire par la mé- 
thode (I). Ainsi toutes les valeurs auxquelles appartient la même 
représentation sont équivalentes ou opposées. 


III. Réciproquement, si une représentation de @ par f est 
at+fBu, etce., et appartient à la valeur (B; B'), qu'on en dé- 
duit à l’aide de la transformation 

a, B, 7; 2, B, 73 «7 &, y 
elle appartiendra à toute autre valeur (NW, N°) qui lui sera 
équivalente ou opposée; c’est-à-dire, qu’au lieu des nombres 
°Ys Ys Y' On pourra prendre d’autres nombres d', d', d”, pour 
lesquels l'équation 

(La BIS H (BR — 28) Ha a BR) = Er... 
ait lieu, et tels que les coefficiens 4 et 5 de la forme adjointe 
à celle en laquelle f se. change par la substitution 

a, B, À; «7, B'; d'; x, LR’, d”, 
soient respectivement égaux à N, N”. Soit, en effet, ÆB—N—+nD, 


ÆB'=N'+0D ,-en prenant ici et après les signes supérieurs ou 
inférieurs , suivant que les valeurs (2, B’), (N, N'}sont équiva- 


lentes ou opposées, ê “ seront entiers, et si la forme g se change 
par la substitution | 


1,0, 63011, 45 0,10, 


en la forme k. On verra sans peine que le déterminant de X 


est A, et que les coefficiens 4 et 5 de sa forme adjointe sont 
: N, N', Or en faisant 


a+ BrEy=d, a'ÉHBnEy =", a'U+£Bnty=d", 


on vetra sans peine que f se change en À par la substitution S, 
et que l'équation Q est satisfaite. 


285, On déduit de ces principesla méthode suivante, pour trouver 
| toutes 
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toutes les représentations de la forme binaire @— pi: 

l = plagturu 
de déterminant D, par la forme ternaire f de pa 


I. On cherchera toutes les valeurs différentes, c’est-à-dire 
non équivalentes de l'expression W/A(p, —g, r) (mod. D). Ce 
problème a déjà été résolu (n° 233) pour le cas où A est premier 
avec D, et où la forme (p, —g, r) est primitive, et les autres 
cas se ramènent très-facilement à celui-là. La nécessité d’abré- 
ger ne nous permet cependant pas d’insister davantage sur ce 
sujet. Observons seulement que lorsque A est premier avec D, 
l'expression A(p, —gq, r) ne peut être résidu quadratique de D, 
à moins que ® ne soit une forme primitive : supposons en effet 
Ap=B*"—D4, —4g=BB—DB", Ar=B°— DA; on en dé: 
duit (DB"—Ag) = (D4'+ Ap) (D.4-+Ar), ou en développant et 
remplaçant D par g*—pr; 


(g°—pr) (B°— 7) A(Ap 128B"q 24 AT) + A = 0. 


Si donc p, qg, r avaient un commun diviseur, ce diviseur di- 
viserait. A*, et parconséquent À ne pourrait pas être premier 
avec D. Ainsi ® sera une forme primitive. 


IT. Désignons par m1 le nombre de ces valeurs, et supposons 
qu'il s’en trouve z opposées à elles-mêmes. Alors il est évident 
que parmi les m—7 qui restent, chacune aura nécessairement 
son opposée, car nous supposons qu'on:a toutes les valeurs non 
équivalentes. De chaque couple de valeurs opposées, on en re- 
jettera une à volonté, et il an restera en tout :(73—n). Ainsi, | 
par exemple, des huit valeurs de l'expression ÿ—1 (19, 5, 41) 
(mod. 770) qui sont: (39, 237), (171, —27), (269, —83), 
(291, —127), (—39, —237), (—171, 27), (260, 85), (—a91, 127), 
les quatre dernières sont à rejeter, comme opposées aux quatre : 
premières. Au reste, il est aisé de voir que si (B, B’) est une 
valeur opposée à elle-même, 2B, 2B', et partant 2Ap, 2Ag, 2Ar 
sont divisibles par D; donc dans le cas où A et D sont premiers 
entre eux, il faudrait que 2p, 29, 2r fussent divisibles par D, 
et comme dans ce cas (I) les nombres p, g, r n'ont pas de di- 
viseur commun, 2 doit être divisible par D, et partant la chose 
ne peut avoir lieu que pour D=Æ:1, ou D=2. Donc si A 

| Tt | 
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est premier avec D, on aura mn =0 pour les valeurs de D plus 
grandes que 2. 


TITI. Cela fait, il est évident que toute représentation propre 
de la forme ® par f appartient nécessairement à quelqu’une des 


ET valeurs restantes, et à une seule; ainsi il faut parcourir 
2 


ces différentes valeurs, et chercher les représentations qu appar- 
tiennent à chacune d'elles. ; 

Pour trouver les représentations qui appartiennent à une valeur 
donnée (B, B'), il faut déterminer d'abord une forme ternaire 


RAC b se 5 dont le déterminant soït A, et dans laquelle on 


aita=p, b'=g, a'=R, ab—Vl'=B, ab —bb'—=B;; les va- 
leurs de b, b', a" se déduîsent de là, à l’aide des équations du 
n° 276, IT, par lesquelles on voit facilement que lorsque D et 
A sont prémiers entre eux, les nombres b, &’, &° sont nécessai- 
rement entiers, puisque les produits de ces nombres par Det A 
sont des nombres entiers; mais en général si l’un de ces trois 
nombres se trouve fractionnaire, ou si les formes f, g ne sont 
pas équivalentes, il n’y aura aucunes représentations de@ par f 
appartenantes à la valeur (B, 2°); mais si », E', a” sont entiers 
et que-les formes jf, g soient équivalentes, toute transforma- 
tion de f en g, comme 
as Ps y; a, LR, y: «, LE, > 

donne une représentation telle que = a+ fu, 2'=xt+f@'u, 
x'=a"t+ fu; et de cette manière il n'y a aucune représenta- 
tion qui ne puisse se déduire d’une transformation. Aïnei la partie 
du second problème, relative aux représentations propres, est ra- 
menée au troisième problème, 


IV. Au reste, les différentes transformations de fen g pro- 
duisent toujours des représentations différentes, excepté le seul 
cas où (B, B°) est.une valeur opposée à elle-même, dans lequel 
deux transformations ne donnent qu’une seule représéntation. Sup- 
posons, en effet, que fse change aussi en g par la substitution 


à, B, de, 8; ds ee, 85 4", 
qui done R mème représentation que la précédente, et désignant 
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par 4, #, ©, n les mêmes nombres qu’en IE, n° précédent, on 
aura B—KXKB+nKD, B'=KkKB+4CKD; si donc chacun des 
nombres 4, # —+1 ou —1, on aura n—0, C0, d'où l'on 
déduit facilement d'y, d'—y, d'—". Ainsi ces deux trans- 
formations ne pourront être différentes que dans le cas où l’un 
des nombres 4, # est x et l’autre —1. Or alors B=—B, 
B"=—B" (mod. D), c'est-à-dire que la valeur (B, B') est op- 
posée à elle-même. 

V. Il suit facilement de ce que nous avons dit (n° 271) sux 
les caractères des formes définies et indéfinies , que si A est po- 
sitif, D négatif et o® une forme négative, g est une forme dé- 
finie négative, et que si A est positif et D positif ou négatif, 
mais @ une forme positive, g est une forme indéfinie. Or comme 
f ; & ne peuvent être équivalentes, à moins qu'à cet égard elles 
ne soient semblables, il est évident que des formes binaires de 
déterminant positif et les formes positives ne peuvent être repré- 
sentées proprement par une forme ternaire indéfinie de déter- 
minant positif, et que par une forme ternaire de la première ou 
de la deuxième espèce, on ne peut représenter que des formes 
binaires de la deuxième ou de la première respectivement. On peut 
conclure de la même manière, que par une forme ternaire définie 
de déterminant négatif (qui est positive), on ne peut représenter 
que des formes binaires positives, et par une forme ternaire in- 
définie de déterminant négatif, que des formes binaires négatives 
et des formes de déterminant positif. 


284. Comme les représentations 2mpropres d’une forme binaire 
@ de déterminant D, par une forme ternaire f qui a pour ad- 
jointe F, sont celles d’où l’on déduit les représentations impropres 
du nombre D par la forme F, il est évident que g ne peut être 
représenté improprement par f, à moins que D n'ait des divi- 
seurs quarrés.. Supposons que les différens diviseurs quarrés de D, 
non compris 1, soient €“, e”*, e”*, etc., dont le nombre sera tou- 
jours fini puisque D ne peut pas être —0, toute représentation 
impropre de @ par f donnera une représentation du nombre D 
par F, dans laquelle les valeurs des indéterminées auront pour 
plus grand commun diviseur l'un des nombres €, e’, e”, etc. 


Par cette raison, nous dirous, pour abréger, que toute représen- 
2 
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tation impropre de la forme ç dépend du diviseur quarré 6; 
où €”, ou €*, etc: qui lui correspond. Or toutes les représenta- 
tions de la forme ® dépendantes d’un diviseur quarré e*, dont 
nous supposons la racine e prise positivement, se trouvent de la 

. manière suivante. De la démonstration synthétique que nous en 
donnons, pour abréger, on pourra facilement déduire l'analyse 
qui nous y a conduits. | 


1°, On cherchera toutes les formes binaires de déterminant = 


qui se changent en la forme @ par la substitution T—x+A, 
U=uu, T et U désignant les indéterminées d’une telle forme, 
4, u les indéterminées de la forme @; x, m. des entiers positifs 
dont le produit est parconséquent —€, À un entier positif moindre 
que m, ou zéro. Ces formes, ainsi que les transformations qui 
leur répondent, se trouvent ainsi qu'il suit : 


On égalera successivement x aux différens diviseurs positifs 
de €, y compris 1 ete, lon fera =; pour chacune des va- 
leurs déterminées de x, w, on donnera à À toutes les valeurs en- 
tières depuis o jusqu’à —1, et l’on aura certainement toutes 
les transformations. Or'la forme qui se change en ® par Ia 
substitution T—xf+Au, U=uu, se trouve en cherchant la 


| ride Ta AU" 
forme en laquelle @ se change par la substitution ===, 
: u=T, et l’on obtiendra les formes qui répondent à chacune des 


transformations; mais il ne faudra conserver que celles dont les 
trois coefficiens sont entiers (*). ie | 3 
2°. Soit ® une de ces formes qui se change en ® par la substis : 
tution T=xtau, U=uu; on cherchera toutes les représenta- 
tions propres de & par f, s'il en existe ; supposons-les représentées 
indéfiniment par | | | 
æ= ATH BU, x'=A'T+B'U, x'—A'T+B'U.... «CP}5 
EE RE 
(*) Si nous pouvions donner plus de détails sur ce problème, nous abrége— 
rions beaucoup la solution. Il est d'abord évident que x doit être choisi de ma- 
nière à ce que, son quarré soit diviseur du premier coefficient de @. Âu reste, 
nous nous réservons de reprendre dans nne autre occasion ce problème, d’où l'on 
peut tirer des solutions plus simples des problèmes des n° 213 214 


Leur TRUE 0 

+ Le" < HT. 
ES PER r et À 
ARR ve 


| D aucrours, For ss 
en substituant dans ces formules les valeurs de T, U, on en dé- 
duit les suivantes : 
tatin, '=uiIRQu, x'=at + Lu. _ -(Q); 

dans lesquelles on a de même | 

t=2A, a —=xAÀ", a = 1/4", 

B=XA HUB, P=XA+HEE, R'= XNA +pUE".....(R). 
On traitera de la même manière les autres formes, s’il y en a 


plusieurs, et je dis qu’on aura ainsi toutes les représentations de 
la forme ® dépendantes du diviseur quarré e*. 


T. Nous ne nous arrêterons pas à prouver que f'se change 
en ® par la substitution (Q), cette partie de la proposition étant 
évidente; mais on déduit des valeurs de «, «”, etc. 

a'R'uR =(4PB'—A'B')e, «'R—al"—(14'B—AB')e, 

af —xB=(A1B — Be; 
et comme (P) est une représentation propre, il s'ensuit que le 
plus grand commun diviseur de ces trois nombres est &, et que 
la représentation (Q) dépend du diviseur e*. 


IT. Nous allons maintenant faire voir que de toute représenta- 


| tion donnée de la forme ®, on ie déduire une représentation 


propre d’une forme de déterminant 2 — contenue parmi les formes 


trouvées par la première règle ; c’est-à-dire, que des valeurs don- 
nées de a, a, a”, B, , B”, on peut déduire des valeurs entières de 
x, À, qui atisfesent aux conditions prescrites, et des valeurs 
de A, B, À, B', 4", B" qui satisfassent aux équations (R), et 
cela d’une seule manière. Il est clair d’abord par les trois premières 
équations (R), que l'on doit prendre pour x le plus grand commun 
diviseur des nombres «, «”, «” pris positivement, puisque 4 "B°—/4"P", 

A'B — AP", AB’ — AB ne devant pas avoir de diviseur com-. 
mun 4,4’, A'n’en auront pas non plus. Donc 4, 4’, 4° seront 


déterrainés, ainsi que y qui doit être égal à , et sera aéces- 


sairement un nombre entier. Soient trois nombres entiers k, &, k’, 
tels qu’on ait 44 + KA + KA'= 1, les trois dernières équations 
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-(R) donnent, en faisant AB KB +KB =m;s 
BBHRBHRE = mu, 

d’où ik suit qu’il n'y a qu’une seule valeur de À comprise entre o 

et w— 1; les valeurs de B, B', B", sont alors déterminées , et il 

ne-rèste qu’à démontrer qu’elles sont entières. Or on aura 


B=L(B—AN) = TB —AA)—A(UE HER) }+ Am 
= LM (AB—AF)—K (AB — AB); + Am 
= (SB — a8)—K(a28 — à )}+ Am. 


Donc B est nécessairement entier. On le démontrera de même 
pour B', B". Il suit de ces raisonnemens qu’il n’y a aucune repré- 
sentation impropre de ® par f dont on ne puisse déduire une re- 
présentation propre d’une forme @ par f, et dont on puisse en 
déduire plusieurs. Donc la méthode précédente donnera toutes les 
représentations cherchées, et n’en donnera que de différentes. 


En appliquant la même méthode aux autres diviseurs quarrés 
de D , on trouvera toutes les représentations impropres possibles 
de ® par f. 

Au reste, on voit aisément par cette solution , que le théorème 
‘énoncé à la fin du n° précédent pour les représentations propres, 
a lieu également pour les représentations impropres , c’est-à-dire, 
qu’en général aucune forme binaire positive de déterminant né- 
gatif ne peut être représentée par une forme ternaire négative, etc. 
En effet, soit une forme @, qui par ce théorème ne puisse être 


représentée proprement par f; les formes de déterminant, 2 7 CtCs 


qui renferment @, ne pourront non plus être représentées par f, 
puisque leur déterminant sera affecté de même signe que celui 
de 9; et lorsque ces déterminans sont positifs, toutes les formes 
sont positives ou négatives, suivant l'espèce de la forme @. : 


285. Nous ne pouvons placer ici que peu de détails sur les 
questions qui font le sujet du troisième problème , auquel nous 
avons réduit les deux autres, c’est-à-dire sur la manière de juger 
#i deux formes ternaires de même déterminant sont équivalentes, 
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ou non; et dans le premier cas, de trouver toutes les transfor- 
. mations de l’une en l’autre; parceque la solution complète, telle 
que nous l’avons donnée pour les formes binaires, est sujette à 
beaucoup de difficultés. Aussi nous bornerons ici notre recherche 
à quelques cas particuliers pour lesquels nous avons fait cette 
digression. 


I. Pour le déterminant +1, nous avons fait voir plus haut que 

toutes les formes ternaires se distribuent en deux classes , dont l’une 
contient toutes les formes indéfinies , et Pautre toutes les formes 
définies (négatives). Il suit de là que deux formes quelconques de 
déterminant + 1 sont équivalentes si elles sont toutes deux défi- 
nies ou toutes deux indéfinies, mais qu’elles ne le sont pas si l’une 
est indéfinie et autre définie. ( Cette seconde partie de la propo- 
position a lieu pour un déterminant quelconque }. De la même 
manière , deux formes indéfinies de déterminant — 1 sont équiva- 
lentes, si elles sont toutes deux définies ou toutes deux indéfinies: 
. — Deux formes définies de déterminant 2 seront toujours équiva- 
lentes; deux formes iudéfinies le seront aussi, à moins que dans 
l’une les trois premiers coefficiens ne soient pairs, et qu’ils ne les 
soient pas tous dans l’autre. — Nous pourrions donner plusieurs 
propesitions particulières de la même manière, si neas avions plus 
‘haut{n° 277) calculé un plus grand nombre d'exemples. 


II. On pourra aussi pour tous ces cas, f, f” désignant deux 
Formes ternaires équiwalentes. trouver une transformation de l’une 
en l’autre. Car peur chaque classe nous avons assigné nn assez 
petit nombre de formes , à l’une desquelles toute forme de cette 
. classe peut être ramenée; nous avons aussi appris à réduire toutes 
ces formes à une seule. Soit F cette forme de la même.classe que 
f; f'» on pourra par les moyens indiqués, trouver les transfor- 
mations de. f,.f” en F, et partant, de. F en f, j”. Ainsi par le 
n° 270, on pourra déduire Les transformations de f en f” et de 
ff. ee : 

TIT. Ainsi il ne resterait plus-qu'à montrer comment d’une seule 
‘transformation de f en f ’, én:peut tirer toutes les.transformations 
«possibles ; ce problème dépend d'un autre. plus simple qui consiste 
À trouver toutes les transformations de la forme f en elle-même. En 
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effet, si f se change en elle-même par plusieurs substitutions (r); 
(r'), (x°), ete, et en f” par la substitution (4), il'est aisé de voir 
qu’en combinant par la méthode du n° 270, la transformation {£) 
. avec (r), (1°), (1°), il en résulte des transformations par les- 
quelles f se change en f”. En outre, on peut prouver facilement 
par le calcul , que toute transformation de f en f” peut se déduire 
de cette manière, de la combinaison de la transformation (+) de 
fen f avec une, et une seule transformation de la forme f en 
elle - même, et que parconséquent la combinaison de la trans- 
formation (t) avec les différentes transformations de f en elle- 
même, donne toutes les transformations de f en f”, et ne donnera 
qu’une fois chacune d'elles. %s 


Nous bornerons ici notre recherche au cas où fest une forme 
définie dont les coefliciens 4, 5, 6 sont —0 (*). Soit donc 


a, a!, à TE : 
Sf (0 See ) » et représentons une substitution quelconque qui 


change f en elle-même, par 

a, B, 75 Br y x, R, 7’, 
‘on aura les équations 
aa aa + g'a" a, nf + dE + a'B® dt, ay + ay" + ay" —0" 
ap +de 8 +a'a" 80, axytae y +a'a"y"—0, ay +88 y +8" —0 ; (o); 
‘Or on doit distinguer trois cas: 


1. Quand a, #, a”, qui doivent avoir le même signe, sont 
tous inégaux, nous supposerons a << &', a&'< a”; si l’ordre de gran- 
deur était différent, on trouverait de même les conclusions ana- 
logues. La première des équations (®) exige nécessairement que l’on 
ait a'=0a"—0, et partant a=1; les équations 4, 5 donnent 
alors 6 —0, 70; l'équation 3 donne £"—0 et B—:Ek1 , et 
l'équation 6exige qu’on ait y'—0; donc par l’équation 3, >"=+:; 
desorte que, à cause de l'ambiguité des signes, il y a en tout. 
huit transformations différentes. 


() Les autres cas où la forme f'est définie, peuvent se ramener à celui-là ; 
mais si elle est indéfinie, il faut employer une méthode tout-à-fait différente, 
et le nombre des transformations est. infini. 
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. Quand parmi les nombres a, a’, a’ il yena deux égaux , 
a . a’, par exemple, supposons d’abord a < 4’. Alors, de la même 
manière que dans le cas précédent, on aura «—0, «"—0, 
ati, —o, y—=0; les Équatons 2, 3, 6 deviennent 
B°+- B= 1, AD En 1, By +£"y"=0; d'où l'on tire Frs 
En ee AE" +0 ou ete B"=0, y —=0; 
V'="Æ 1. Mais si a > a’, les équations 2 et 3 donnent #—0, 
v—=0 et Ê=0o, L'=— ARRET =0, ou f= +1, B'—0, 
7=0, y—=+E1; l'une ou l’autre supposition donnent, par les 
équations 4 et 5, «—=0, «'=0, et par l'équation 1, a===#"1, Ainsi 
dans les deux cas il y a seize transformations différentes. Les 
deux autres cas où a—«a”, ou bien a=—4« se résolvent de la 
même manière, pourvu qu’on change «, «’, «”, pour le premier 
cas, en 8, GB’, B'; pour le second, en y, y, y” respectivement. 
3°, Quand les nombreg a, a’, d° sont égaux, les équations 1, 
2, 3 exigent que des nombres &, «', a”, ainsi que des nombres 
B; LB’, B", et des nombres y, y’, y” deux soient égaux à zéro et 
le troisième égal à Ær; or, par les équations 4, 5, 6, on voit 
qu’il ne peut y avoir qu ‘un seul nombre =Æ1 parmi «,B,), 
ou «, B,7y, ou a", 7, y.Ilne reste que six COHPi on 
a |a EUR de] 
B'\B'|B|R'IB|R=ZH:}, et les six autres coefficiens —0; 
AP APAPAPALE EEE 
desorte que par l’ambiguité des signes il y a en tout quarante-huit 
transformations. — Le même tableau renferme aussi les cas précé- 
dens; mais des six colonnes il ne faut prendre que la première, 
quand a » a’, a’ sont tous inégaux; la première et la seconde, 
quand a'=a"; la première et la troisième, quand a= a’; la pre- 
mière et la sixième , quand 4= 8”, 
I1 suit de là que si la forme f— ax" a dur" 8e change 
en la forme équivalente f” par la substitution 
cd y- US, d d'y US DST 
toutes les transformations de f en f’ sont contenues dans le ta- 
bleau suivant : 


Vyv 
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æ|æ[r|r|#|a =+ (dy + +ès) 

z'|z la" |z | = Æ(dy+és +Cr) 

'|a"|z | [x | =+ (d'y+er + Cr), 

avec cette différence que l’on doit employer les six colonnes lorsque 
a—a—a"; la première et la seconde, quand 4’—a"; la première 
et la troisième, quand aa’; la première et la sixième, quand 
a—a"; enfin la première seule, quand a, a’, a” sont tous inégaux, 
et il y aura dans le premier cas quarante-huit transformations, 
seize dans le second, le troisième et le quatrième, et huit dans 
le cinquième. 


x’ 


x’ 


Après avoir exposé succinctement les premiers élémens des formes 
ternaires, nous allons passer à quelques applications particulières, 
parmi lesquelles le problème suivant mérite la première place. 


286. PROBLÈME. Etant donnée une forme binaire F—(A, B, C) 
de déterminant D appartenant au genre principal, trouver une 
forme binaire f qui donne F par sa duplication. 


1°. On cherchera une représentation propre de la forme 
(4,.—B,C)—=#F" par la forme ternaire 2z*—2yz; supposons 
qu'elle soit. 

z=AaT+BU, y=XT+HRU, 2=4T+ BRU. 

Il est aisé de voir, par la théorie précédente, que la chose est 
toujours possible. En effet, F étant, par hypothèse, du genre 
principal, on pourra trouver une valeur de l’expression ÿ/(4, B, C) 
(mod.D) (233, 6°), et parconséquent une forme ternaire ® de dé- 
terminant 1, dans laquelle la forme (4, —B, C) entre comme 
partie, et dont l’on voit facilement que tous les coefficiens sont 
entiers. Îl est également clair que la forme 9 doit être indéfinie, 
puisque, par hypothèse, F n’est certainement pas une forme né- 
gative; donc @ sera équivalente à la forme z°—2yz; on pourra 
parconséquèént assigner une transformation de z'—2ÿz en ®, qui 
fournira une représentation propre de F’ par la forme 2°— 272 ; 
d’ailleurs on aura A—a—2xx", —B—apî—x8—xf@, 
C=8*—286"; d’où l'on. voit qu’en faisant af —x8—a, 
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D'R—x"B =D, «'B—abB—=c, ces nombres n’auront pas de com- 
mun diviseur, et qu'on aura D —b°— 20c. | | 
2°, De là et à l’aide de la dernière observation du n° 235, 
on peut facilement conclure que F, par la substitution 28, 8, 
B;, R'; 2x, a, «x, x’, se change en le produit de la forme 
(22, —b, c) par elle-même, et par la substitution 8, B, 8, 28"; 
æ',y à, a, 24”, en le produit de la forme (a, —b, 2c) par elle- 
: même. Or le plus grand commun diviseur des nombres 2a, 2b, 
2C est 2; si donc c est impair, 2&, 2b, c n’auront pas de com- 
mun diviseur, et la forme (24, —b, c) sera une forme propre- 
ment primitive. De même si a est impair (a, —b, 2c) sera une 
forme proprement primitive ; dans le premier cas, F naît de la 
duplication de la forme (24, —b, c), et dans le deuxième, de 
la duplication de la forme (a, —b, 2c). (Voyez Conclus.4, 
n° 2355). Or un de ces cas arrivera nécessairement. En effet, si 
a, c étaient tous deux pairs, b serait nécessairement impair ; oron. 
s'assure aisément que l’on a B’a+Bb+4-f'e—0, «'a+ab+xc—0; 
donc Bb et ab, et partant « et B seraient tous les deux pairs; 
A et C le seraient donc aussi, ce qui est contre l’hypothèse , 
puisque Fest une forme du genre principal, et parconséquent de 
_ l'ordre proprement primitif. Au reste il peut arriver que a et © 
soient impairs, et dans ce cas on a deux formes qui produisent 
F par leur duplication. 


Soit proposée, par exemple, la forme F=(5, 2, 31) de dé- 
terminant —151; on trouve (55, 22) pour valeur de l'expression 


(5, 2, 31); donc la forme ternaire e=(” ) 2) Or par 
ES ) équivalente 


0,0, © 
à 9, et qui se change en elle par la substitution 


les règles du n° 272, on trouve la forme ( 


2,2,1; 1, —6, —2; 0, 3, 1. 
De là, à l’aide des transformations chnsignées n° 277, on trouve 


que ( à à) se change en @ par la substitution 


5) 
5e TT ÈS re 5 CSN Mer | O0; 1» —Q —3; 


ainsi a—11, b——17, c=—=20. Et comme a estimpair, F naît 


a] 
> 
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de la duplication de la forme (11, 17, 40), et. se change en le 
produit de cette forme par elle-même, par la substitution 
1, 7) —7) 10: /2,20) 5, 2 


. 287. Nous ajouterons les observations suivantes sur le problème 
précédent. | 


1°, Si une forme F se change, par la substitution p, p',p",p"; 
750 7 Q 5 en le produit des deux formes (4, à, 4), (k, à, k'), 
toutes deux étant prises directement, comme nous. le supposons 
toujours, on déduira facilement de la troisième conclusion du 
n° 235 les équations | j 

p'hn—phn=—pin —ÿn)=0, 

(p—p)Grtin)—pr—Kn)+phr—hn)=0, \ 

pkn—p'Kn—p"(in ln) =0, 
ettrois autres qu’on obtient en remplaçant dans celles-ci p, p',p", p° 
par 9, g,g",g°.n et» sont lesracines quafrées positives desquotiens 
qui résultent de la division des déterminans des formes (h, À, k), 
(X', à, K) par celui de là forme F. Si donc ces formes sont iden- 
tiques ou qu’on ait z=n, h=h", i=1, k=K, les équations 
précédentes deviennent (p"—p')hn—=o, (p"—pin=0o;, 
(p—p)kn=0o; donc on a nécessairement p=—p", et absolu- 
ment de la même manière, g'=—g"; ainsi,.en donnant aux formes 
(4, 2, k), (h', d', K°) les mêmes indéterminées £ et z, et désignant 
par T', U les indéterminées de la forme #, F se changera en 
Ché*aitu +ku°), par la substitution 

T=plé+op'iutp'u, U=gl+ogtu+qu. 

2. Si la forme À naît de la duplication de la forme f, elle 
pañtra aussi de la duplication de toute forme contenue dans la 
même classe que f, ou la classe de la forme F naîtra de la du- 
plication de la classe de la forme f (n° 238). Ainsi dans l'exemple 
du n° précédent, (5, 2, 31) naîtra aussi de la duplication de 
la forme (11, —5, 16), proprement équivalente à (x11, 17, 40). 
Une fois qu’on connaît une classe de la duplication de laquelle 
résulte [a classe de la forme F, on les trouvera toutes, s’il y en 
a plusieurs, à l’aide du problème du n° 260. Dans notre exemple, 
il n’y a pas d'autre classe positive de cette espèce, parcequ’il 


“ 


4 ! “Es Con 
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ny a qu’une seule classe ambiguë proprement primitive et posi- 
tive de déterminant — 151, qui est la classe principale. Comme 
dela composition de la seule classe ambiguë négative (—1,0,—151) 


avec la classe (11, —5, 16), il résulte la classe (—11, —5, —16); 


celle-ci sera la seule classe négative dont la duplication donne 
la classe (5, 2, 31). 


3°. Comme la solution du problème du n° précédent prouve 
que toute classe de formes binaires qui est proprement primitive, 
positive et qui appartient au genre principal, résulte de la du- 
plication d'une classe proprement primitive de même déterminant, 
le théorème du n° 261 , par lequel nous.étions certains qu'il y 
avait au moins la moitié de tous les caractères assignables pour 
un déterminant D non quarré , auxquels ne répondît aucun genré 
proprement primitif-positif, recoit par là plus de développement ; 
puisque nous voyons qu’il y a moitié de ces caractères auxquels 
répondent des genres, et moitié auxquels il n’en répond aucun 
(Voyez la démonstration de ce théorème). Donc > Puisque nous 
avons distribué (n° 263) tous ces caractères assignables en deux 
espèces P et Q, composées d’un même nombre, desquelles la 
dernière, Q, ne pouvait répondre aux formes proprement primi- 
tives positives, tandis qu’il était incertain si chaque caractère de 
l’espèce P répondait effectivement à quelque genre; maintenant 
il ne reste aucun doute qu’il n’ÿ a aucun caractère de cette es- 
pèce auquel ne réponde un genre. 


On déduit facilement aussi de là, pour le déterminant négatif 
dans l’ordre proprement primitif négatif, à l'égard duquel nous . 
avons prouvé (n° 264, 1°) qu'il n’y avait d’admissibles que les 
caractères Q, qu’ils le sont tous effectivement. Soit en effet X 
un des caractères de Q, f une forme quelconque de l'ordre pro- 
prement, primitif négatif de déterminant D, et Æ” son caractère, 
Æ' appartiendra à l'espèce Q; donc le caractère composé de K° 
et X', d’après le n° 246, appartiendra à l’espèce P, et partant il 
y à des formes positives proprement primitives de déterminant D, 
qui lui répondent; en composant donc une de ces formes avec 
la forme f, il en naîtra une proprement primitive. négative de 
déterminant D dont le caractère sera X, 
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On prouverait absolument de la même manière, pour l’ordre 
improprement primitif, que les caractères LEE seuls pos 
sibles (n° 264, 2° et 3°) sont zous possibles, qu’ils soient de l’es- 
pèce P ou de l'espèce ©. | 

Ces théorèmes, si nous ne nous trompons étrangement, doivent 
être rangés parmi les plus beaux de la théorie des formes binaires, 
surtout parceque, malgré leur grande simplicité , ils sont tellement 
cachés qu’il n’est pas possible d’en donner la démonstration ri- 
goureuse , sans le secours d’un grand nombre d’autres recherches. 

Nous passons maintenant à une autre application de la digres- 
sion précédente, savoir, la décomposition , tant des nombres que 
des formes binaires en trois quarrés. Nous résoudrons d’abord le 
problème suivant : 


288. PROBLÈME. M étant un nombre positif, trouver les Con- 
ditions auxquelles doivent satisfaire les formes binaires primitives 
négatives de déterminant —M , qui sont résidus quadratiques 
de M, ou pour lesquelles x est le nombre caractéristique. 


Désignons par « l’ensemble de tous les caractères particuliers 
que donnent les relations du nombre 1 aux différens diviseurs pre- 
miers impairs de Â7, et au nombre 8 ou 4, quand il divise D. 
Ces caractères seront évidemment Rp, Rp', Rp”, etc., p, p', p',etc. 
étant les diviseurs premiers, et 1,4 ou 1,8, suivant que 4 ou 8 
. divise M. Employons en outre les lettres P et Q dans le même 


sens qu'au n° précédent ou qu’au n° 263. Nous distinguerons les 
cas suivans: 


1°. Quand M est divisible par 4, © sera le caractère complet, 
et il est.clair (n° 233, 5°) que 1 ne peut être nombre caractéris- 
tique que de formes dont le caractère est æ. Mais il est mani- 
feste que w est le caraetère de la forme principale (1, o, M), 
que parconséquent il est de l'espèce P, et qu’ainsi il ne peut 
appartenir à aucune forme proprement primitive négative, et 
comme il n’y a pas de forme improprement primitive pour ce 
déterminant, il n’y a pas de formes primitives négatives qui 
soient dans ce cas résidus de 


2. Quand M=3 (mod. 4), les mêmes raisonnemens ont lieu, 
avec cette seule différence que dans ce cas l’ordre improprement 
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primitif négatif existe, dans lequel les caractères de l'espèce P 
seront possibles ou impossibles, suivant que M=53 ou =7 
(mod. 8). (Voyez n° 264, 5°.) Si donc M=3 (mod. 8), il y aura 
dans cet ordre un genre dont « sera le caractère, ainsi 1 sera 
nombre caractéristique de toutes les formes qui y seront conte- 
nues. Si M—=7 (mod. 8), aucune forme négative ne pourra 
jouir de cette propriété. 
5°. Quand M=: (mod. 4), « n’est pas le caractère complet, 
il faut y ajouter la relation à 4. Mais il est clair que w doit 
nécessairement entrer dans le caractère de la forme dont 1 est 
nombre caractéristique, et que réciproquément toute forme dont 
le caractère est w; 1,4 ou &;. 5,4, aura 1 pour nombre caracté- 
ristique. Or, w;. 1,4 est le caractère du genre principal, qui ap- 
partient à P et est parconséquent impossible dans l’ordre propre- 
ment primitif négatif. Par la même raison, le caractère w; 3,4 
appartiendra à Q (n° 263); donc il y aura dans Fordre propre- 
ment primitif négatif un genre qui lui répondra et dont toutes 
les formes auront 1 pour nombre caractéristique. 


Dans ce cas, non plus que dans le suivant, il ny a pas 
d'ordre improprement primitif. 

4°. Quand M=2 (mod. 4), il faut joindre 4 © la relation an 
nombre 8, pour avoir le caractère complet. Ces relations sont 
1623,8 ou 5 et 7,8, quand M=32 (mod: 8), et 1 et 7,8 on 3 et 5,8, 
quand M=—=6 (mod. 8). Pour le premier cas, le caractère ©; 1 e13,8 
appartient évidemment à P, et partant le caractère ©; 5 et 7,8 
appartient à Q; donc il répond à ce dernier caractère un genre 
proprement primitif négatif. Par la même raison, pour le second 
cas, il y a dans l’ordre proprement primitif négatif un genre 
dont les formes sont douées des propriétés précitées; le caractère 
de ce genre est w; 3 et 5,8. 


I1 résulte de tout cela qu'il n'y a de formes primitives de dé- 
terminant —M, dont le nombre caractéristique soit 1, que quand 
M est congru à l’un des nombres 1, 2, 5, 5, 6, suivant le mo- 
dule 8, et cela dans un seul genre qui sera impropre quand M=3;, 
desorte qu'il n’en existe aucune lorsque M=0, 4 ou 7 (mod. 8). 
Au reste, il est évident que si (—a, —b, —c) est une forme 
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primitive négative qui aif +-1 pour nombre caractéristique ; 
(a, b, cjsera une forme primitive positive dont le nombre ca-. 
ractéristiqué sera —1. On voit par là que dans les cinq premiers 
cas (quand Mar, 2, 5, 5, 6), il existe un genre primitif positif 
‘dont le nombre caractéristique est —1, genre impropre si M=5, 
‘et que dans les trois autres (quand M=0, 4, 7) il n'en existe 
aucune. 


280. À l'égard des représentations propres des formes binaires 
par la forme ternaire 2°+y*+2*=f, on peut déduire ce qui 
suit de la théorie générale exposée au n° 282. 


1°. La forme binaire ® ne peut être représentée par la forme f, 
à moins qu’elle ne soit primitive, positive, et que son nombre 
caractéristique ne soit —1 (déterminant de la forme f). Ainsi 
aucune forme de déterminant positif, ou même de déterminant 
négatif — M, si M—0o (mod. 4) ou —=7 (mod.8), ne pourra 
être représentée proprement par f. 

2°. Mais si ®—=(p; q, r) est une forme primitive positive de 
déterminant — M, et que — 1 soit son nombre caractéristique; 
il sera aussi celui de son opposée (p, —g, r), et alors chaque 
valeur de l'expression y/—(p, —g, r) fournira des représenta- 
tions de @ par f, c’est-à-dire que les coefficiens de la forme ter- 
maire g de déterminant —:1 (n° 283) seront nécessairement en- 
tiers, que g sera une forme définie et partant équivalente à f 
(n° 285, I). ao 

3. Le nombre des représentations qui appartiennent à la 
même valeur de l'expression y—(p,—g,r) est égal dans 
_ tous les cas, excepté dans ceux où M=—1 ou 2, au nombre de 
transformations de f en g (n° 283, III), ét sera parconséquent 

(n° 285) égal à 48. Il suit de là que lorsque l’on connaîtra une 
représentation appartenante à une valeur donnée, ox-trouvera 
les 47 autres, tant en permutant les valeurs de x, La - entre 
elles de toutes les manières possibles , qu'en les affectant de dif- 
 férens signes. Ainsi les quarante-huit représentafions ne donnant 
qu’une seule décomposition de la forme ® en trois quarrés, si 


l’on ne considère que les quarrés, et non l'ordre et les signes des 
racines, 


4 


LA 
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4. Soit x le‘nombre des diviseurs premiers impairs de W'; 
on déduit sans peine du n° 233, que le nombre de toutes les 
Valeurs différentes de l’expression y—(p, —g,r) (mod. M ) 
est 2“, dont on ne doit considérer que la moitié (quand M> 5): 
ainsi le nombre de toutes les représentations propres de la forme @ 
par f'sera 48.27 =53. 245, mais le nombre des décompositions 


k —1 
en trois quarrés n’est que 2° 


Exemple. Soit P— 10% + Guru, et partant M— 7705 on 
a ici à considérer (n°. 283) les quatre valeurs suivantes et l'ex- 
pression ÿ/—(19, —3, 41) (mod. 770): 
(39, 237), (1715 —27) ; (269, —83), (291, —127), 
Pour trouver les représentations qui appartiennent à la valeur 


(39, 237), on détermine d’abord la forme ternaire g=— CS is = , 
en laquelle on trouve que f se change, à l'aide des méthodes 
précédentes (n° 272 et 275), par la substitution : 


Ty —0, —0; —3, —2, —15, —3, —1; 


D'où résulte pour la représentation de @ par f; 


z=t—6u, ÿ—=—3t—32u, z=— 3 ue 


Pour abréger, nous nous dispensons d'écrire les. 47 autres repré- 


sentations qui naissent de celle-là par permutation et changement 


de signes. Mais ces 48 représentations ne donnent qu’une seule 
décomposition en trois quarrés, SEA: | 
P—i2tut 364", of Hiaiu +4, gÉ + Gu u*. 
‘Absolument de la même manitre on tire: 
de la valeur (171, — 27) la décomposition Gt+5u) +(Gt-4u) + a 
de la valeur (269, — 83) la décomposition ( t+-6u)°+-(31+- u)"+(8i—au)" 
de la valeur (291, —127) la décomposition ( t+3u) +(Gt+4u) +(Gi—A4u). 
Chacune de ces décompositions répond à 48 représentations. Mais 
ces 192 représentations ou ces quatre décompositions sont les 
seules, parceque, 770 n'étant divisible par aucun quarré, il ne 
peut y avoir de représentations impropres. 


. 290. Nous ajouterons quelque chose de particulier à l'égard des 
| X x 
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formes de déterminant —1.et —2, qui sont sujeftes à quelques 
exceptions. Observons d'abord généralement que si @, @ sont 
deux formes binaires équivalentes quelconques, (©) une transfor- 
mation de la premiere en la seconde, en combinant avec (©) 
une représentation quelconque de la forme @ par une certaine 
forme ternaire f, on obtient une représentation de la forme 
par f; en outre, que de cette manière ; les représentations propres 
de ® conduisent à des représentations propres de @, les représen- 
tations différentes de ® à des représentations différentes de ', et 
qu’en opérant de même sur toutes les premières, on obtiendra 
toutes les dernières. Tout cela se prouve facilement par le cal- 
cul. Ainsi l’une des formes g peut se représenter par f d’autant 
de manières que l’autre, 

1°, Soit d’abord = #+ 2°, et o une autre forme binaire de 

déterminant —:1 qui sera parconséquent équivalente à @; sup- 
posons que @ se change en @” par la substitution 1=— af + By, 
u—yt Hd. La forme @ se représente par la forme ternaire 
f=2x +y +2, en posant xt, ÿ—=u, z=—=0. En permutant 
æ, Y, z, iten résulte six représentations, et de chacune d’elles on en 
déduit quatre en changeant les signes de z et de , desorte qu’il y a 
en tout vingt-quatre représentations différentes qui répondent à 
une seule décomposition en trois quarrés et qui sont évidemment les 
seules. On conclut de là que la forme 9’ ne peut se décomposer que 
d'une seule manière en trois quarrés, qui sont: 


(t+Bu), Qé+du},eto; 

cette décomposition équivaut à vingt-quatre représentations. 

2°. Soit p—1#" +22", et q’ une autre forme quelconque de dé- 
terminant —2, en laquelle @ se change par la substitution 
t=at+ Qu, u—=yt+ d'u; on conclura, comme dans le cas précé- 
dent, que @ et parconséquent @’ ne peut être décomposé que d’une 
seule manière en trois quarrés, savoir, @ ent u°-u°, et@ en 

CH BUY HOIHUY ++); 

on voit facilement que cette décomposition revient à vingt-quatre 
représentations. 


T1 suit de là que les formes binaires de déterminant =3: et 
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— 2 s'accordent parfaitement avec les autres, quant au nombre 
des représentations par la forme ternaire 2°+y*+2"; en eflet, 
comme dans les deux cas on am=—=o, la formule donnée au nu- 
méro précédent, 4°, conduit à vingt-quatre représentations. Cela 
* vient de ce que les deux exceptions auxquelles elles sont sujettes 
se compensent mutuellement. 


Nous omettons, pour abréger, d'appliquer à la forme 2°+y2" 

la théorie générale des représentations impropres exposée au 
n° 284. 
291. La recherche des représentations d’un nombre donné po- 
sitif M, par la forme z*+y*-+2°, est d'abord ramenée, par le 
n° 281, à la recherche des représentations du nombre — M par 
la forme —x*—7"—2=f. Or on trouve ces dernières par les 
procédés du n° 280, ainsi qu’il suit: 

1°. On cherchera toutes les classes de formes binaires de dé. . 
terminant — 7, dont les formes peuvent être représentées pro- 
prement par la forme X*+F*°+727*=F, qui a f pour ad- 
_ jointe. Quand M=o0, 4 ou 7 (n° 288) il n'existe point de telles 

classes, et parconséquent le nombre M ne peut pas être décom- 
posé en trois quarrés qui n’aient pas de diviseur commun (*). 
Mais quand M=:1, 2, 5 ou 6, il y aura un genre positif pro- 
prement primitif, et quand M=3, un genre improprement pris 
mitif, qui renfermera toutes ces classes dont nous représenterons 
le nombre par 4. 

2°. De chacune de ces classes on tirera à volonté une forme; 
soient ces formes ®, ®’, ®’, etc. On cherchera les représentations 


3 
propres de chacune d’elles par F, le nombre en sera LA ILE 4=K, 
p étant le nombre des facteurs premiers impairs de M. Chaque 
représentation de cette espèce, telle que 

X=mitnu, F=mitnu, Z=mi+nu, 
(oo 
(”) Cette impossibilité se manifeste d’elle-même; en effet, la somme de trois 
quarrés impairs est évidemment æ3 (mod. 8); la somme de deux impairs et 


d'un pair est =æ2 ou ==6; la somme d'un pair et de deux impairs est ss1 ou 
25; enfin la somme de trois pairs est æ0 ou æ4; mais dans le dernier cas, 


la représentation est évidemment impropre. 
| 3 
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donnera une représentation de M par æ°+#*+2", qui sera 
z=mrma, y=mn—mN, 2=M—-MR) 

et l'ensemble de ces représentations , que nous désignerons par Q; 

renfermera nécessairement toutes les représentations de 4. 


3%, Ainsi il ne reste plus qu’à examiner si dans Q il peut se 
trouver des représentations identiques, et comme (n° 280, 3°) les 
représentations qui sont dérivées de formes différentes sont néces- 
sairement différentes, tout se réduit à chercher si, parmi celles 
qui se déduisent de la même forme, de ®, par exemple, il peut 
y en avoir d’identiques. Or il est évident, an Premier coup- 


d'œil, que si, parmi les représentations de ®, on trouve Îa 
suivante : 


X=mt+nu; Fzmiknu, Z=mibn'u........(", 
on y trouvera aussi 
X=-mt—-nu, F=-imi-nu, Z=-mi—nu.....(r), 


et que de chacune on déduit la même représentation de #, que 
nous désignerons par (R); examinons donc si la représentation (R) 
peut encore résulter d’autres représentations de la forme ®. On 
voit par le n° 280, 3°, en y faisant y —@, et supposant que toutes 
les transformations propres de @ en elle-même soient données par 
les formules 2—at+ fu, u—7yt+ d'u, que toutes les représen- 
tations de la forme ®, dont (R) peut résulter , seront exprimées par 


œ=(amt+yn)+(Bm4dnlu, y= (am +yn + (@m'+ dn')u ; 
2=(am"-+yn + (8m d'n')u; 


mais il résulte de la théorie exposée n° 179, sur les transforma- 
tions des formes binaires de déterminant négatif, qu'excepté les 
cas où l’on a M=i ou M=—3, il n’y a jamais que deux trans- 
formations propres de la forme @ en elle-même: 1, 0, o, 1 et 
—1, 0, 0, —1. On doit remarquer en effet que la forme .@ étant 
primitive, le nombre désigné par 77 au n° 170 est ici 1 ou 2, 
et qu’ainsi le premier cas a nécessairement lieu, excepté pour les 
valeurs 1 et 2 du déterminant, Donc (R) ne peut provenir que 
des seules représentations 7 et 7’, et parconséquent toute repré- 
sentation propre du nombre M est contenue deux fois dans Q, 
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mais ne pent l'être davantage. Le nombre des représentations propres 


différentes de M est donc 5X =5. Ag, 


Pour ce qui regarde les cas exceptés, le nombre des transfor- 
mations de ® en elle-même sera (n° 179) 4 pour M=1:1, et 6. 
pour M—3: et en effet, on voit facilement que le nombre des 
représentations de 1 et 3 sont ;K et ;X respectivement, puisque 
chacun de ces nombres ne peut se décomposer que d’une manière 
en trois quarrés, savoir, 1 en 1-00, et 3 en 11. La 
décomposition de 1 donne six représentations , celle de 3 en donne, 
huit, Or, pour M=:, on a À =24 ( puisque u=—0o et k=1)% 
pour M=5, ona X—48 (puisque = 1 et Ami). 

Au reste, obsetvons que si À désigne le nombre de classes. du. 
genre principal, qui (n° 252) est égal au nombre de classes de 
tout autre genre proprement primitif, on aura À=—x pour M=x;, 
2, 3,5, 6 (mod. 1);,mais k=5hpour M= 3 , excepté le seul cas 
où M=—3, dans lequel = 4= 1. Ainsi, pour lesnombres de la 
forme 87:43, lemombre des représentations est en général 242} : 
puisque dans le casoù M=—5, les deux exceptions le comprennent, 

292. Nous.avons distingué les décompositions en trois quarrés, 
tant pour les nombres que pour les formes binaires, des représen- 
tations par la forme x° + y°+ 2°, en ne considérant dans les pre- 
mières que la grandeur des quarrés, et dans les dernières, en outre 
de la grandent dés racines, leur ordre et les signes qui les affectent; 
de manière que nous regardons comine différentes les deux repré- 
sentations x—=a,y=b,12=c,etz=c, y=Ù, z2=—0c tant 
que l’on n’a pas a=œ a, b—#, c=c'; tandis que les décompo- 
sitions a+ b°+c?, a°+ b°+ 0"? n’en font qu’une seule; si les 
premiers quarrés sont égaux aux derniers, sans faire attention à 
leur ordre. Il suit de là, 


1°. Que la décomposition du nombre M en trois quarrés 
a° + b° + c* équivaut à quarante-huit représentations , si aucun 
p’est yul, et qu’ils soient tous inégaux; à vingt-quatre, si l’un 
dés quarrés esc nul et que les autres soient inégaux, ou qu'aucun 
pe soit nul ét que deux soient égaux. Mais si deux quarrés sont 
huls ‘ou que l’un d’eux soit nul, tandis que les deux autres sont 
égaux, ou enfin qu'ils soient tous trois égaux, la décomposition 
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équivaudra à six, à douze ou à huit représentations. Or cela ne 
peut arriver que dans les cas particuliers où M=1, ou 2, ou 3 
respectivement ;. tant que les représentations doivent être propres. 
Excluons ces trois cas; désignons par Æ le nombre total des dé- 
compositions du nombre M en trois quarrés qui n’aient de commun 
diviseur , et supposons que parmi ces décompositions il y en aite 
dans lesquelles un des quarrés soit nul, et e’ dans lesquelles deux 
des quarrés soient égaux: on peut regarder les premières comme 
des décompositions en deux quarrés, et les dernières comme des dé- 
compositions en un quarré et le double d’un quarré. Alors le nombre 
total des représentations du nombre M par x°+y° + 2° sera 


24(EHEe)+48(E+te—e )=48E— 24(e+e). 
Mais de la théorie des formes binaires on déduit facilement que e 


fau ] . ° 
sera ouz0,Oou—2  , suivant que —1 est non-résidu, ou 


résidu quadratique de A7, et que & sera =0, ou = TUE 


suivant que — 2 est non-résidu ou résidu de #, pe étant le nombre 
des facteurs premiers impairs de ÆZ (n° 182); nous supprimons le 
développement de cette conséquence : il suit de Jlà que l'on a 


E= 2° .ksi—1, et — 2 sont non-résidus de M; 
E="° (41), si l’un des deux est résidu, et l’autre non-résidu; 
E=2" (ka), si— 1 et — 2 sont résidus de 4. 
Ces formules ne sont pas applicables aux cas où M=— 1 ou 2, car 
elles donnent, E —?, tandis que l’on doit avoir E= 1 ; mais pour 
M=3 qn Wouve E—1, parceque les exceptions se compensent. 
_Æoutes les fois que AZ est un nombre premier, onau=1, et 
partant, | 
E=:(k+2), si M=1 (mod. 8). | 
E=;(k+:), si M=3 ou =5 (mod. 8). (n° 108 et 116). 
Legendre a découvert par induction ces théorèmes particuliers ; 
et les a consignés dans le Mémoire que nous avons déjà cité 
souvent avec éloge. (Hist. de lAcad. de Paris, 1785, p. 550 et 


suivantes). S'ils sont présentés sous une forme un peu différente, 
c'est que ce savant géomètre n’a pas distingué l’équivalence propre 
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de l'équivalence i impropre, et a parconséquent mêlé avec les autres 
les formes opposées. 


2°. Pour trouver tontes les Rtnnocine d’un nombre donné A4 
en trois quarrés premiers entre eux , il n’est pas nécessaire de cher- 
cher toutes les représentations propres des formes ®, 9’, @”, etc. 
En effet, on voit d’abord facilement que les quarante-huit repré- 
sentations de la forme @ = (p, qg, r ) qui appartiennent à la même 
valeur de l'expression ÿ/—(p,—g,r), donnent la même dé- 
composition du nombre HF, et que parconséquent il suffit d’avoir 
une de ces représentations, ou, ce qui revient au même, de con- 
naître les différentes décompositions (*) de la forme ® en trois 
quarrés. Il en est de même des formes ®’, &", etc. En outre, si ® 
appartient à une classe non-ambigué, on pourra ne pas s’occuper 
de la forme qui serait tirée de la classe opposée , c’est-à-dire que 
de deux classes opposées , il suffit d’en considérer une. Comme il 
est en effet indifférent de prendre telle ou telle forme dans chaque 
classe, supposons que dans la classe opposée à celle où est @, on 
ait choisi la forme opposée à @ , que nous désignerons par ®’. On 
voit alors au premier abord, que si les décompositions propres de 
la forme @ sont représentées indéfiniment par 


GE hù) + (g't+ hu) + (g't+ hu), 
les décompositions de la forme ®’ le seront par 


Gt—hu) + (g't=huÿ +(gt-huy, 

qui donnent les mêmes décompositions du nombre M que les pre- 
mières. Enfin, dans le cas où la forme © est d’une classe am- 
biguë, sans être de la classe principale, ni équivalente à la forme 
(2, 0, :M) ou à la forme (2, 1, 2(M1)) (suivant que M est 
pair ou impair), on pourra omettre la moitié des valeurs de l’ex- 
pression W—(p, —g, r); mais pour abréger nous ne donnerons 
pas plus de détails sur cette simplification. — Au resie, on peut 
employer ces simplifications, même quand on veut avoir les 
représentations propres de M par x°+-y*+2*, puisque l’on déduit 
facilement celles-ci dès qu'on a les décompositions. 


(”) On doit toujours sous-entendre décompositions propres, en transportant cette 
expression des représentations aux décompositions. 
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Cherchons, par exemple, toutes les manières de décomposer 
en trois quarrés le nombre 770, par lequel =3, ee =0, 
et partant E—24; par la classification des formes binaires po- 
sitives de déterminant — 770, classification que chacun, peut 
faire à l’aide de ce qui a été dit n° 231, et que nous pouvons 
nous dispenser d’inscrire ici, an trouve qu'il y a trente-deux classes 
qui sont toutes proprement primitives et peuvent se distribuer 
en huit génres, desorte qu’on a À—4 et E—8. Le genre dont 
le nombre caractéristique est — 1 doit avoir, à lé sgard des nombres 
5,7, 11, les caractères particuliers R5; N7; N11: d’où (n° 263} 
l’on conclut facilement que le caractère Ée ce genre , à l’égard du 
nombre 8, doit être x et 3,8. Or le genre dont le caractère est 
1 63,8; R.5; N.7; N.i1, comprend quatre classes, pour re- 
présentantes desquelles nous prendrons les formes 


(Go 2, 129), (b, —2, 129), (19, 8, 41), (19, —3, 41); 
mais nous rejetons la seconde et la quatrième classes, comme 
‘opposées à la première et à la troisième. Or nous avons déjà donné 
(n° 289) les quatre décompositions de la forme (19, 3, 41}, il 
en résulte pour les décompositions du nombre 770 en trois quarrés 

9+-361+400, 1625729, 8140047289, 57616925; 
on trouve de la même manière, pour la forme SEE : 
les quatre décompositions 
(1—8u) + (atbu)+(+8u}, ( tou) (at-+Su)-H1-+au) F 
Qt—Sa)( Hrou)H(Hau), (ait Tu) 282) (au), 
qui résultent des valeurs respectives 

(48, 369), (62, —149), (92; —159), (202, 61) 


de l'expression y/--(6, —2, 120) , et donnent les décompositions 
du nombre 770 en °° 


2252564289, 11444625, 64481625, 16225520. 
Ces huit décompositions sont les seules que fon puisse avoir. 


Quant à ce qui regarde celles dans lesquelles les quarrés ont 
des diviseurs communs, l’application de la théorie générale du 
n° 281 est trop facile pour qu'il soit nécessaire que nous nous y 
arrêtions, 


203. 
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293. Les recherches précédentes servent aussi à démontrer que 
tout nombre entier positif est toujours décomposable en trois 
nombres triangulaires ; théorème célèbre trouvé par Fermat, 
mais dont la démonstration manquait jusqu’à présent (*). Il est 
évident que toute décomposition du nombre M en trois nombres 
triangulaires | 


| 2 TCtHi) + ir) + zh), 
conduit à une décomposition du nombre 8M+3 en trois quarrés 
impairs 


| . Gzi)+Gy+i) ++}, 


et réciproquement. Mais par la théorie précédente, tout nombre 
entier positif 8W+-3 est décomposable en trois quarrés, qui se- 
ront nécessairement impairs (n° 291, zote), et le nombre des dé- 
compositions dépend, tant de celui des facteurs premiers de 843, 
que de celui des classes suivant lesquelles peuvent être distribuées 
les formes binaires dont le déterminant est —(8M+3). Nous 
_ Supposons que le nombre =x(x+-1) soit regardé comme triangu- 
laire, quelque valeur entière que l’on donne à x; si l’on voulait 
exclure zéro des nombres triangulaires, il faudrait énoncer le 
théorème de la manière suivante: Tout nombre entier positif est 
triangulaire , ou TAPRER ITS en deux ou en trois nombres 
triangulaires. Il faut faire le même changement dans le théorème 
suivant, si l’on veut exclure zéro du nombre des quarrés. . 


- On démontre par les mêmes principes cet autre théorème de 
Fermat : Tout nombre entier positif est décomposable en quatre 
quarrés. En effet, si l’on retranche d’un nombre de la forme 
An, un quarré pair; d’un nombre de la forme 47+-2, un quarré 
arbitraire ; d’un nombre de la forme 4743, un quarré impair; 
les restes seront décomposables en trois quarrés. BE aux nombres 


de la forme 4n, on peut les représenter par 4 “N, N étant né- 
cessairement de l’une des trois formes ci-dessus; or quand on 


aura décomposé le nombre W, en quatre qnarrés ,le nombre 4'Nle 
sera aussi. D’un nombre dela forme 82 4-5, on pourrait encore re- 


[&) Voyez les Additions de l’auteur, à lé fin. 
Yy 
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trancher le qtarré:d’un nombre pairement pair ; d’un nombre de Ia 
forme 877, le quarré d’un nombre-impairement pair; d’un nombre 
de la. forme 824, le quarré d’un nombre impair, et le reste 
sera décomposable en trois quarrés. Au reste, ce théorème a 
déjàiété démontré par Lagrange ( Nouveaux Mémoires de l'Acad. 
de Berlin, 1770, p. 123). La démonstration de cet illustre géo- 
mètre, qui est entièrement différente de la nôtre, a été exposée 
avec plus de détails par ÆEuZer (Acta Ac. Petr. Vol, II, p. 48). 

Les autres théorèmes de Fermat, qui font, pour ainsi dire, 
la continuation des précédens, savoir: que tout nombre entier 
est décomposable en cinq nombres pentagones, six nombres hexa- 
gones, sept heptagones, manquent jusqu’à présent de démonstra- 
tion et paraissent exiger d’autres principes. 


294. THÉORÈME. a, b, c éfant des nombres premiers entre: 
eux, dont aucun n'est —0, ni divisible par un quarré, l'équa- 
tion ax°+by*+ cz =0....(w) n'admeitra pas de solutions en. 
tières (excepté la solution x=Yÿ=1=0, que nous: ne COnsidé- 
rons pas), à moins que —bc, — ac, — ab ne soient résidus 
quadratiques de a, b, c respectivement, et que ces derniers ne 
soient affectés de signes. différens; mais si ces conditions ont 
lieu, l'équation (œ) sera résolukle en nombres entiers. ae 

Si (w)-est résoluble en nombres entiers, elle le sera par des 
valeurs de x, y, z qui n’auront pas de diviseur commun; car 
toutes les valeurs qui satisferont à l’équation (), y satisferont 
encore après avoir été divisées par.leur plus grand commun di- 
viseur. Supposons. donc que l’on aït ap° + bg + cr° —0, et que 
P3 93.7 soient premiers entre eux, ils le seront aussi deux à 
deux. En effet, si g et r avaient un commun diviseur kB, ce 
nombre serait premier avec p; mais w* divise ap*, donc il divise- 
rat a, contre l'hypothèse : parla même raison, p et r, p et gsont 
premiers entre eux; — ap° peut donc être représenté .par la forme 
binaire by° + cz’, en attribuant à y, z des valeurs premières entre 
elles et qui seront celles deg et de p ; ainsi le déterminant — bc de 
celte forme est résidu quadratique de ap*, et parconséquent de a 
(n° 154).On aura de la même manière—acRb,—abRc. Quant à la 
condition qui exige que a, b, c n'aient pas le même signe, elle 
est si évidente qu’elle n’a pas besoin d'explication, 
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Pour démotitrer la proposition inverse, qui constifne la se- 
_ onde partie du théorème ; nous commencerons par donner le moyen 
ee ©), ettelle 

que les deuxième, troisième et quatrième coefficiens soient divi- 
sibles par abc, et de là nous déduirons la solution de l'équation (w). 


de trouver une forme. équivalente à la forme ( 


1°. On cherchera trois nombres entiers 4, B, C qui n’aient 
pas de diviseur commun, et tels que Z soit premier avec 4 etc, 
B avec a et.c, C avec a et b, tandis que a 4°+bB?+ cC" sera 
divisible par abc, ce qui se fait de la manière suivante : Soient 
H, K, L respectivement des valeurs des expressions 


y/—bc (mod.a), y—ac (mod, b), y/—ub (mod.c), 


valeurs qui seront nécessairement premières avec a, b; c. respec- 
tivement. On prendra à volonté les trois nombres entiers A, 4, Z, 
pourvu. qu’ils soient respectivement premiers avec &, b, c (on 
peut, par exemple, les prendre tous égaux à 1). Cela posé, on 
déterminera 4, B, C de manière qu’on ait 
A=kc(mod.b) et =/L(mod.c),.B=/la(mod.c) et kH(mod.a), 
C=hb(mod.a) et =4AK (mod. b); 
on aura alors 

a A°+bB+cC°=h(bH"+cb")=h(bH"—bH*)=0 (mod. a), 
c’est-à-dire que a 4°+bB*+cC* est divisible par a; on prouvera 
de la même manière, qu’il est divisible par b et par c, et par- 
conséquent par abc. On voit en outre que 4 est premier avec 
Bet c, B avec aet c, C avec a et b. S'il arrivait que les va- 
leurs de 4, B, C eussent un diviseur commun pu, serait né- 
cessairement premier avec a, b, c, et partant avec abc; donc 
en divisant ces valeurs par w, on en obtiendra de nouvelles qui 
n’auront pas de diviseur commun, et qui satisferont à la con- 
dition de rendre 4 4°+bB+cC* divisible par abc, et parcon- 
séquent à toutes les conditions. 

2°, A, B, C étant ainsi déterminés, a, Bb, Cc n'auront 
pas non plus de commun diviseur; en effet à étant premier avec 
Bb et Cc, il s'ensuivrait que le plus grand commun diviseur 


supposé, que nous désignerons par H, serait premier avec a; on 
2 
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prouvera de mème qne w est premier avec b et c; donc. il de- 


vrait diviser 4, B, C, contre l'hypothèse. On pourra donc trouver 
trois nombres, B, y, tels que l’on ait a Aa+£Bb+yCc=1: 
on cherchera six nombres a’, B', y’; a”, B', y” tels qu'on ait 


By'—L'y= Aa, ya'—ya=Bb, «h—-xB= Ce; 
Ja forme f se changera, par la substitution 
| a, a, a; B, R, BE; y» Vo Vo. 


m, mn’, m” 
en une certaine forme g = = ( ce) qui Jui sera équivalente : 


et dans laquelle 7°, m',n, roue aivisibles par abc. Posons en 


effet 
B'y—By=A, Va—ya=8", «f—af=0C", 
By —By=A", ya —ya=B", af —xb—=C" 
on aura 
«—B'Cc—C'Bb, B—C'Aa—A'Cc, y—=A"Bb—P'Aa, 
a" C'Bb—B'Cc, B'—=ACc—C'Aa, y —=BAa—A'Bb; 
et en substituant ces valeurs dans les équations 
m'=aa"+bé+0oy",m=aa"+be"+0c)", nada" +bBe+cy y", 
on trouve, suivant le module a, 
m'=bcA"(Bb+C'c)=o, m'=bcA(B'b+Cc)=o, 
n =bcA"A"(B'b+C'c)}=0, 
c’est-à-dire, que 77°, m", n sont divisibles par a: on démontre 
1 même qu'ils sont divisibles par D et par c, et ainsi par abc. 
°. Faisons, pour abréger, le déterminant des formes f,.Z, 
ne à-dire, le nombre—abc—d, md=M, m'=M'd,m' = M", 


n= Nd, n'=N", n'=N"; il est clair que f se change, par la 
substitution 


dd, dia Pa; 20", R'; TER LS D ON 
.. , (Md, Md, M'd : 
en la forme ternaire ER Nd N'd. N' Fo de déterminant æ - 
qui est parconséquent contenue dans f. Or je dis que cette forme 


). En ef- 


M, S M" 
fet, il est évident que g "=(y ) est une forme ternaire 


d_070 


est nécessairement équivalente à la forme g"— ( Fe 
[e) 
2 2 
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de déterminant 1; or, comme par hypothèse a, 8, © n’ont pas 
tous les trois le même signe, f est une forme re > d’où 
l’on conclut facilement que 2’ et 8° sont aussi des formes indé- 
finies; donc g” sera équivalente à la forme QE ) (n° 277) : 
et l'on pourra trouver une transformation (S") de la première 
en la seconde. Mais d’ailleurs la transformation (S’) change £' 
en g”; donc g” sera contenue dans f, et de la combinaison des 
substitutions (S), (S”), on déduira une transformation de f en g". 
Représentons-la par 


NM ee, 2, 
il est évident qu’il en résultera deux solutions de l’équation (æ) : 
tr—d', ÿ—6, z=l' DL TS =, te 


on Voit aussi que les valeurs ne peuvent être toutes égales à zéro 
en même temps, puisque l'on doit avoir 


d'él'+d" CH — — dé — — d'éf'—J'él —d. 
Exemple. Soit 792°— 15y* + 23: =0 l'équation proposée ; elle 
est résoluble , puisqu'on a 345R7, —61R15, 105R23. On trouve 
pour valeurs de Æ, X, L les nombres 5, 7, 6, et faisant 
h—k=1=:1, onen déduit A=98, B=—39,C=——8, De là 
résulte la substitution 


B, 5,22; —3, 2, —28; 8,25, —7, 


par laquelle f se change en ME ve ne. —9. Ontrouve 


pour la substitution (S) 
7245, 5, 22, —2415, 2, —28; 19520, 25, —7; 

; ” __.f 8670800, 6, —3 

et (4 =( —1, —1246, 4735 
on trouve enfin que g” se change en (2 & =) » Par la substitu- 
tion (5) 

3, 5, 1; —2440, —4066, 813; —435, —722,; —144, 
qui , combinée avec (S), donne la suivante: 

Op 119 125 19 Os —95 —Qs 45 Ÿ 
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par laquelle f se change en g”. Nous avans donc une double s02 
lution de l’équation proposée, savoir : æ=11 Yen 
æ=12, Y==—0; z==5. La dernière devient plus simple, en 
divisant les valeurs par leur diviseur commun 5, et elle donne 
2=4, 7=—3, 2= 1, | ; 

205. La seconde partie du théorème du n° précédent peut en- 
core être traitée de la manière suivante. Conservons aux lettres 
H, K, L la mème signification que dans le n° précédent; on 
cherchera un entier A tel qu’on ait ak=ZL (mod.c), et l’on. 
fera ah°+b=ci. Il est aisé de voir que z est entier, et que 
—ab est le déterminant de la forme binaire g=—(ac, ah, à). 
Cette forme ne sera certainement pas positive, puisque &, b, c 
n'étant pas tous de même signe, ab et ac ne peuvent pas être 
tous deux positifs. Or —1 sera son nombre caractéristique, ce qui 
peut se démontrer synthétiquement de la manière suivante: Si 
l’on détermine les entiers e, e’ de manière à avoir 


e=0o(mod. a) et =X (mod. b), cé =H (mod. a) et —=hX(mod.b), 


(e, é) sera une valeur de l'expression y/—(ac, ah, i); en effet, 
suivant le module a, on aura | 
e=0—=—ac, ec =0=— ah,ce"=H"=-b=—cioue=—;, 
. et suivant le module D, 

= =—ac, ce =hK°=—ach ou ee =— ah, 

cé =h A =—ach=— ci ou e*—=—;,; 
mais puisque les trois mêmes congruences ont lieu à-la-fois pour 
les modules a et b, elles ont lieu aussi suivant le module a. 

On conclut facilement de 1à, par la théorie des formes bi- 


naires, que @ est représentable par la forme (eee à Sr Suppo- 


 J 


sons donc 

act + aahiu+ii=— (at + Bu) +a(yt+ d'u) (et Cu); 
on aura, en multipliant par ©, 

a(ci+hu)} + bu =—c(at+ Buy Hac(yi+ d'u) (a+ Cu); 
donc si l’on donne à # et z des valeurs telles que l’on ait 
yt+du=0 ou é+/u=0o, on aura une solution de l'équa- 
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tion (w), à laquelle parconséquent on peut satisfaire de deux 
manières, en faisant 

æ=d'c—yh,y=y, 2=ad 8, où x—lc—<h, y=e, al fe. 
On voit en même temps que ni les premières ni les secondes va- 
leurs ne peuvent être ensemble —0o; en effet, si l'on avait 
dc—yh=o et y—0o, il s'ensuivrait aussi d'— 0, et partant 
P—=— (xt+ Bu), d'où ab=0o, contre l’hypothèse : on démon- 
trerait de même pour les autres. 


Dans l'exemple que nous avons donné, on trouve pour la forme g 
celle - ci (161, —63, 24); en outre (7, —51) est une valeur de 
l'expression ÿ/— (mod. 105), et la représentation de la forme g 


par la forme “ ) est 
1, 0, 0 
Q—=—(15—4u) + a(r1t— 4u) (154—5u), 
d’où résultent les solutions x=7, y=11, 2=—8; x—30, 
Y=15,z=—5, ouen divisant par 5, et ne faisant pas attention 
au signe de z, x=—4;, y=3, z=1. 

Des deux méthodes que nous venons de donner pour résoudre 
l'équation (æ);, la seconde est préférable, parceque le plus sou- 
vent on n’emploie que de petits nombres; mais la première, qui 
peut s’abréger par différens artifices que nous passerons sous 
silence, paraît plus élégante, surtout parceque les nombres a, 
b, c sont traités de la même manière, et que leur permutation 
ne change rien au calçul. La même chose n’a pas lieu dans la 
seconde, où le calcul devient souvent plus commode en prenant 
pour a le plus petit, pour c le plus grand des trois nombres, 
comme nous l'avons fait dans notre exemple. 


296. Le théorème élégant que nous avons exposé dans les 
n° précédens, a été trouvé par Legendre (Hist. de l'Acad. de 
Paris, 1785, p. 507), qui en a donné une belle démonstration, 
mais entièrement différente des deux nôtres. Cet excellent géo- 
mètre a cherché en même temps à tirer de là une démonstration 
des propositions qui reviennent au théorème fondamental de a 
section précédente, démonstration que nous avons déjà annoncé. 
(n° 151) ne pas nous paraître remplir le but qu’il s'était proposé. 
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Il est donc à propos d’exposer ici en peu de mots cette démonstra 


tion, qui est très-élégante, et d'y joindre les motifs de notre 


jugement. 


Il commence par observer que si #rois nombres a, b,c sont 
1 (mod, 4), l'équation ax*+by*+cz=0,...(e) n'est pas 
 résoluble. En effet, on voit facilement on la valeur de 
ax* + by + cz deviendrait nécessairement =1, 2, 3 (mod. 4)» 
à moins que l’on ne donnât à x, y, z des Fear paires: donc 
si (w) était résoluble, ce ne pourrait être que par des valeurs 
paires, ce qui est absurde, puisque toutes les fois que trois nombres 
satisfont à l'équation (w), ils y satisferont encore après qu'ils au- 
ront été divisés par leur plus grand commun diviseur, et que 
par cette opération il résulterait au moins un nombre impair. 
Or les différens cas du théorème : à démontrer se rapportent aux 
suivans : 


I. p et q désignant des nombres premiers de la forme 4n7-+3 
positifs et inégaux, on ne peut pas avoir en même temps pRg 
et gRp. En effet, si cela était possible, il est évident qu’en po- 
sant 10, —p=b, —q=—c, toutes les conditions nécessaires 
pour la résolution de l'équation ax°-H-by*— cz° —0 seraient rem.- 
_plies (n° 294). Mais d’après l'observation précédente , cette équa- 
tion n'admet auçune solution, donc la supposition ne peut sub- 
sister. De là suit sur-le-champ la proposition 7 du n° 131. 


II. Si pest un nombre premier de la forme 47+1, et qg un 
nombre premier de la forme 47+4-3, on ne petit avoir en même 
temps gRp, pNg, autrement on aurait —pRg, et l'équation 

æ*+py"—gz = 0 serait résoluble, tandis que l'observation pré- 


cédente prouve qu’elle ne l’est pas. De là suivent les quatrième 
et cinquième cas du n° 131. 


III. Si p et g' sont des nombres premiers de la forme 471, 
on ne peut avoir en même temps pRg et gNp; en effet, pre- 
uons un autre nombre premier de la forme 4143 , qui soit ré- 
sidu de 9, et dont p soit non-résidu. Alors, par les cas traités 
dans l'instant ([T), on aura 9Rr et rNp : si donc on avait 

pRg et gNp, ilen résulterait 9rRp, pRq, paNr, et partant 
--pqRr, Donc l'équation px°+gy"—rz=0o serait résoluble, 


contre 
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contre l'observation précédente, et partant, la supposition ne 


peut subsister. De 1à, suivent le premier ‘et deuxième cas du 
nt 197: 


On peut présenter ce cas d’une manière plus simple. Soit r 
un nombre premier de la forme 47 + 3, dont p soit non-résidu ; 
on aura rVp, et partant, puisque l’on suppose pRg, gNp, on 
aura aussi gr Rp; d’ailleurs on a —pRq, —pRr et parconséquent 
—pRqr, donc l'équation 2*-+py*—grz =0o serait résoluble, 
_ contre Fobservation précédente , etc. 


IV. Si p est un nombre premier de la forme 41, et q un 
nombre premier de la forme 47 + 3, on ne peut pas avoir en 
. même temps pRg et gNp. En effet, prenons un nombre premier r 
de: la forme 4 + 1, qui soit non-résidu des deux nombres p et g: 
on aura (11) gNr, et (III) pNr; donc pqRr. Si l’on avait done 
rRg, gNp, il s’ensuivrait aussi prNg, — prRg, grRp. L'équation 
pz°—gy+rz 0 serait donc résoluble, ce qui est absurde. 
On tire de là le troisième et le sixième cas du n° 131. 


V. p et g étant deux nombres premiers de la forme 47 +3, on 
ne peut pas avoir en même temps pNy, gNp; supposons en effet 
que la chose ait lieu, et prenons un nombre premier r de la forms 
4n—+ 1 qui soit non-résidu de p et de g; on aura grRp, prRg; 
or (IT)on a pNr et gNr; et partant, pqRr et — pqRr. L'équation 
— pa — gyÿ* Hrz = 0 serait donc possible , contre l'observation 
précédente. De là se déduit le huitième cas du n° 131. 


297. En examinant attentivement cette démonstration, on verra 
facilement que les deux premiers cas sont démontrés de manière à 
ne permettre aucune objection : mais les autres s'appuient sur 
l'existence de nombres auxiliaires , et cette existence n'étant pas 
prouvée , la méthode perd toute sa force. Quoique ces supposi- 
tions soient si spécieuses, qu’au premier abord elles semblent ne 
pas exiger de démonstration, et qu’elles ramènent bien certaine- 
ment le théorème à démontrer au plus haut degré de probabilité; 
cependant , quand on recherche la rigueur géométrique, il est 
impossible de les admettre gratuitement. Pour ce qui regarde la 
supposition des quatrième et cinquième cas, qu’il existe un nombrer 
de la forme 471 qui soit non-résidu des deux autres nombres 

Z z 
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prémiers p et ÿ; il est facile de conclure de la section Lie ; que 
tous les nombres moindres que 4pg, et premiers avec Jui, qui 
sont au nombre de 2(p—:1)(g—1}), peuvent être distribués en 
quatre classes égales , dont l’une contient les non-résidus de p 
et de g, et les trois autres les nombres qui sont résidus de p ou 
de g seulement , ou de tous les deux : d’ailleurs, dans chaque classe, 
moitié des nombres seront de la forme 47 +1, et l’autre de la 
forme 4n + 3. Parmi ces nombres, il y en aura donc: (p—1) 
(g—1) qui seront non-résidus de p et de g, et de la forme 
4n + 1. Représentons-les par g, g’, 8”, etc., et tous les autres 
qui sont au nombre de 7 (p—1)(g—1) par h, h, h", etc. Il 
est évident que tqus les nombres de Ja forme 


4pgt+g, 2pqt+g, 4pqt+g", etc.......... (G) 


seront à-la-fois non-résidus de p et de g, et de la forme 47 +1. 
Or, pour établir la démonstration, il ne reste plus qu’à faire 
voir qu'il y a nécessairement des nombres premiers compris sous 
les formes (G); cette assertion paraît d’autant plus plausible, 
que ces formes jointes aux formes | 


4pqt+ h, 4pqi+h, 4pqgt+h"+etc....... (He 
renferment tous les nombres premiers à p et g, et parconséquent 
tous les nombres absolument premiers (excepté 2, p et g), et 
qu’il n’ÿ à pas de raison pour que la suite des nombres premiers 
ne soit pas distribuée également entre ces formes, de manière 
que la huitième, partie appartienne à (G), et les autres à (H). 
Eependant on voit sans peine combien un tel raisonnement est 
éloigné de la rigueur géométrique. Legendre avoue lui-même 
qu’il lui semble assez difficile de démontrer qu’il y a nécessai- 
rement des nombres prèmiers compris sous la forme 4h /, 
k et Z étant deux nombres premiers entre eux, et £ un nombre 
indéterminé, et il indique une autre méthode qui conduirait 
peut-être an but proposé. Mais il nous semblerait nécessaire de 
faire beaucoup de recherches préliminaires, avant de parvenir 
par cette dernière voie à une démonstration rigoureuse. — Il 
suppose encorc ([IT, -seconde méthode } qu'il existe un nombre 
premier 7, de la forme 4743, dont un nombre premier donné D 
de la forme 4741, soit non-résidu ; mais il n’a rien ajouté pour 


ti 
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confirmer sa supposition. Nous avons démontré (n° 129) qu'il 
existe nécessairement des nombres premiers dont p soit non-ré- 
sidu; mais notre méthode ne paraît pas pouvoir démontrer l’exis- 
tence de tels nombres, qui soient en même temps de la forme 
4n+3 (ce qui est exigé ici, et non dans notre première démons- 
tration ). Au reste, nous pouvons facilement démontrer, comme 
il suit, la légitimité de cette supposition. Par le n° 287, il y aura 
un genre positif de formes binaires de déterminant —p dont le 
caractère sera 3,4; Np: soit (a, b, c) une telle forme, et a im- 
pair (ce que l’on peut supposer). Alors a sera de la forme 4143, 
et il sera premier ou divisible par un facteur premier der de la forme 
4143. D'ailleurs on aura —phRa, et partant, —pRr, d’où 
pNr. Mais il faut remarquer que les propositions des n°° 263, 
287 s'appuient sur le théorème fondamental, et que parconséquent 
c’est faire un cercle vicieux que d'établir sur elles une partie 
de la démonstration de ce théorème. — La supposition de la pre- 
mière méthode du troisième cas est encore beaucoup plus gratuite, 
ensorte qu’il est inutile de nous y arrêter. 

Qu'il nous soit permis d’ajouter une observation à l'égard du 
cinquième cas, qui n’est pas assez prouvé par la méthode précé- 
dente, mais qui n'échappe pas à la suivante. Si l’on avait à-la-fois 
PNg, gNp, on aurait —pRq, —qRp; d'où l'on conclut facile- 
ment que —1 est nombre caractéristique de Ja forme (p, 0, q), 


qui parconséquent; d’après la théorie des formes ternaires peut 
être représentée par la forme 2°+-y*+2". Soit 


pe qu (ai + Bu) + (a+ Bu) +(at+ Buy, 
ax pa=p , BHB+£"—7, aB+a 8 +2" "—0; 


par les deux premières équations, æ, «’, a”, B, B', BE" doivent être 
tous impairs; mais alors la troisième ne peut subsister. 


ou 


Le deuxième cas peut se traiter. d’une manière semblable. 


298. PROBLÈME. a, b, c étant des nombres quelconques dont 
cependant aucun n'est —0, irouver les conditions nécessaires 
pour que l'équation ax +by*+-cz'—0....(w) soit résoluble. 


Soient «°, 8°, 7° les plus grands quarrés qui puissent diviser 
2 
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bc, ac, ab respectivement, et soit fait 
aa=f,A, Pb=—«ayB, yc=a8c. 


A, B, C seront entiers et premiers entre eux; l'équation (’) 


sera résoluble ou non, suivant que l'équation AX*+BF*°+CZ=—=0 


le sera ou ne le sera pas, ce qui pourra se déterminer par le 
n° 204. | 

re. Soit fait bc—Ha*, ac—Kf*,. ab=—L;", H, K, L sont 
des entiers délivrés de facteurs quarrés, et l’on a 4= BC, 


K— AC, L—AB; donc HKL—(ABC}), et partant 


ABC— AH—= BK=CL est nécessairement un nombre entier. 
Soit 2 le plus grand commun diviseur des nombres Het 4H, 
et H=gm, AH=hm; g sera premier avec et avec m, puis- 
que Æ est libre de tout facteur quarré. Or on a h‘'n—g4*H=zKL, 
donc g divisera h°m, ce qui est impossible à moins que l’on 
n'aitg——#1,et partant H=2ÆEm, A—2+h; donc 4 est en- 
tier : on démontrera de même que B et C le sont. 


2°, Puisque A=— BC ne renferme pas de facteurs quarrés, B 
et C sont nécessairement premiers entre eux. De même 4 et Z, 
B et C sont premiers entre eux. 

3°. Enfin il est évident que si l’on satisfait à l’équation (w) en 
faisant X=P, F=Q, Z=R, on satisfera à l'équation (+) 
_ en faisant —«aP, y=6Q,z—7R, et réciproquement si l’on 
satisfait à l'équation (w’) en faisant x=p, y=—9q, z=r, on sa- 
tisfera à l'équation (w) en faisant X—/Gp, F2, Z=afr. 
Ainsi toutes deux sont résolubles, ou aucune ne l’est. 


299. PROBLÈME. Étant proposée la forme ternaire 
ax°—+ ax" + ax" 2bx x" 2b'xx"— 2b'xx =, 
trouver si zéro peut étre représenté par elle, en donnant aux 


indélerminées des valeurs qui ne soient pas toutes égales à 
2210. 


T. Quand a=0o, on peut prendre à volonté les valeurs de 25 
a”, et il est Fes que l'équation 


x’ x + 2bx'x"+ a’x": — ms 22(b'x"+b'x), 
donne ne. pour x une valeur déterminée et rationnelle, Toutes 
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Les fois qu’il en résulte une fraction, il suffit de multiplier les 
valeurs de x, à’, x° par le dénominateur de la fraction, et l’on 
_6btient une solution entière. On doit seulement exclure les valeurs 
de x’, x" qui rendraient b'x"+b'x—0o, à moins qu'elles ne ren- 
dissent aussi a'x*—2b21"+ax"#=0, auquel cas x peut être 
pris arbitrairement. On voit en même temps que de cette manière 
on obtient toutes les solutions possibles. .Au reste, le cas où 
D'=b"=0o sort de nos considérations; car + n’entre plus dans la 
forme, c’est-à-dire que f est une forme binaire, et que l’on peut : 


juger par la théorie des formes binaires. si zéro est représentable 
par elle. 


FE Mais quand a n’est pas —0, l'équation f=0 revient à 
(ax+ b'x' + ba) — A'x°+2Brx — Ax=o, 
en posant b"— ga = 4", ab=&EL'=B, b—ax= A1", 


Or quand 4'=—0, et que l’on n’a pas B—o, il est évident 
. que si ax+b'x+b'x" et x" sont pris arbitrairement, x et 2’ 
obtiennent des valeurs rationnelles, et si. elles ne sont pas en- 
tières, un multiplicateur convenable donnera des entiers. Il n’y 
a que lorsque l’on prend 2"—0, que ax-+- b'x'+b'1" n’est plus 
arbitraire; il doit être aussi —0. La valeur de 2’ peut être prise 
arbitrairement et produira des valeurs rationnelles pour +. Quand 
on a à-la-fois 4’—0, B=0, il est clair, que dans le cas où 4° 
est un quarré 4, l’équation f=— 0 est décomposable en deux équa- 
tions linéaires (dont l’une ou l’autre doit avoir lieu), 
ax + br +(b + kr =0, - ax +b'x+(8—Kk)x'=0; 

mais si, dans la même hypothèse, -4’ n’est pas un quarré, il est 


évident que la solution de l'équation proposée dépend des équa- 
tions 2'=0, ax b"x=0, qui doivent avoir lieu en même temps. 

-Au reste, il est à peine nécessaire d'observer que la méthode 
- du paragraphe I s’appliquerait de même quand 4’ =0, oua"=0, 
et celle du paragraphe II, quand 4—o. 

III. Mais quand on n’a ni a=0, ni 4'=0, l'équation f—0 
peut se mettre sous la forme | 

A"(az + La + x) —(4'x— Ba) +Dax*=0, 
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en désignant par D le déterminant de la forme f, ou par Da 
lé nombre B*—4'A". 


Quand D=0, la solution est semblable à celle de afin du 
cas précédent , savoir, si 4” est un quarré —/#*, l'équation pro- 
posée se réduit aux deux 

kax + (kb'— A)x'+ (kb + Br = 0, 
kax + (kb'+ A°)x'+ (kb —Bjr'"—= 0; 
mais si 4’ n'est pas un quarré, on doit avoir 
ax-+ b'x'+tbx'=0o, A'x—Br'— 0. 

Quand D n’est pas —0, on est ramené à l’équation..... 
._ Ær—uw +aDs"=0o, dont la possibilité se reconnaît par le 
n° précédent. Si cette dernière ne peut être résolue qué par les 
valeurs 40, u—=0, »=0, la proposée n’admettra. pas d'autre 
solution que x=0, 2 —0, æ'—0; mais si elle est susceptible 
d’autres solutions, on déduira ec quelconque d’entre élles, 
au moyen des équations 


ax b'xtbx=t, A'x—Br'=u, x'=v, 
des valeurs au moins rationnelles de x, 2’, x’. Si ces valeurs 


renferment des fractions, on pourra toujours en tirer des entiers 
à l’aide d’un multiplicateur convenable. 


Cela posé, quand on a une solution en nombres entiers de. 
l'équation f—v, on peut réduire le problème au premier cas, 
et obtenir; comme on l'a fait, toutes les solutions. Soient «, 
a’, « les oe supposées de æ, æ’, x" respectivement, délivrées 
de facteurs communs; on prendra (n° 40, 279) les nombres en- 
tiers B, B, B", y, y: y tels qu'on ait 

(BY —LY)+a(Ey—8y) +a (By —6y)= 1; 
la forme f se changera, par la”substitution 
L=ÿ +8 y", d'a +7", dx y +R y +". (S), 
en la forme 

8 —=CY'+Cy + cy + 2dÿ y" + ad yy + 2d'yy 
On aura évidemment co, et g équivalente à f; ï où il suit 
que des solutions de l'équation g=—o on déduira, à l'aide de la 
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substitution (S), toutes les solutions de l'équation /—0 en nombres 
entiers. Or nous avons vu (I) que toutes les sélutions de l’équa- 
tion g—0 sont contenues sous les formules 
J=—AC'p°+2dpq+c"q"), y'=21(d'p"+d' pq), ÿ'=34(d'pq+d'q), 
pet g étant des nombres. entiers indéterminés, et z un nombre 


indéterminé qui peut être fractionnaire, pourvu que y, #', y". 


restent entiers. En substituant ces valeurs dans (S), on aura toutes. 
les solutions de l’équation f—o en nombres entiers. 

Ainsi, par exemple, si f—2"+2"+tapéx' a" pare" +8nx, 
et que l’on ait la solution æ=1, x'=——92, &’=1, en faisant 
B, L', BR", y, y, y'=0, 1, 0, &, vu, 1, il en résulte... 
g=Y"+y"—4yy +127". Toutes les solutions de l’équation 
&g—=0 en nombres entiers seront renfermées dans les formules 

J=—(p—4pq+g"), J=121pq, J'—= 122. 
et partant toutes celles de l’équation f—0o, dansles suivantes’: : 


B=—2(p°—4pqg"), 222 (p+2pg+g"),2"=—2(p—hpg+r1q). 
300. Le problème du n° précédent conduit naturellement à la 


LA 


solution de l’équation 
ax + 2bxy + Cy° + 2471 + 267 +f=0, 
lorsque l’on ne demande que des nombres rationnels (Nous l'a- 


vons résolue plus haut (n° 216 et suiv.) dans le cas où l’on de- 
mande des entiers ); car toutes les valeurs rationnelles de x et y 


10e. L 4 
pourront être représentées par -, = de manière que {, u et vw 
soient des entiers ; d’où il suit que la résolution de cette équa- 
tion en nombres rationnels, revient à celle de l'équation 
ai 4 >btu + cu° + adfv + 2euv + fr = 0 

en nombres entiers; mais cette dernière coïncide avec l’équation . 
traitée au n° précédent. On doit seulèment exclure les solutions 
dans lesquelles » —0 ; mais il ne peut y en avoir de telles quand 
_b* — ac n’est pas un quarré. 

Ainsi, par exemple, toutes les solutions en nombres rationnels 
de l’équation 

zh 8zy + +2z— 47 +10), 
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que nous avons déjà résolue en nombres entiers (n° 221), setrouvent | 
comprises. dans lés formules 
p°— 4pq + q° — — 2P° + 4pq + 2q° 
BE pq + 119 ? Y* ; p°—+ 4pq-+ 11q°? 
p et q étant des nombres entiers quelconques. | 


Au réste, nous n'avons parlé qu'en peu de mots de ces deux 
problèmes qui sont étroitement liés entre eux, et nous avons sup- 
primé beaucoup d'observations qui y sont relatives ; tant pour 
éviter la prolixité , que parceque- nous avons une autre solution 
du problème du n° précédent, appuyée sur des principes plus gé- 
néraux, et dont nous devons réserver l'exposition pour une autre 
occasion, attendu qu’elle exige l'examen le plus approfondi des 
formes ternaires. 


501. Revenons aux formes binaïres dont nous avons encore à 
examiner plusieurs propriétés remarquables ; et d’abord , ajoutons 
quelque chose sur le nombre de genres et de classes de l’ordre 
proprement primitif (positif quand le déterminant est négatif), 
auquel nous sommes forcés, pour abréger, de borner nos rechèrches. 

Le nombre de genres en lesquels se distribuent toutes les formes 
proprement primitives positives de déterminant positif ou négatif 
Æ D, est toujours une puissance de 2, dont l’exposant dépend 
du nombre de factenrs de D, et que l’on peut entièrement déter- 
miner par les recherches précédentes. Or comme dans la suite des 
nombres naturels, les nombres premiers sont mêlés avec d’autres 
_ plus ou moins composés, il arrive que pour plusieurs déterminans 
successifs ED, L(D+1), +(D +2), le nombre des genres 
tantôt augmente et tantôt diminue, et il semble qu’il n’y ait 
aucun ordre dans cette suite de nombres. Néanmoins, si l’on 
ajoute les nombres de genres correspondans à plüsieurs déterminans 
successifs ED, ÆE (D+1),+E...etc. (Dm), et que l’on divise 
la somme par le nombre des déterminans, il en résulte un ombre 
moyen de genres qui pourra être censé appartenir au déterminant 


moyen (D ee =) et établit une progression très-régulière. Nous 


supposons, non-seulement que 77 est un nombre assez grand, mais 
encore que D est beaucoup plus grand, de manière que le rapport 


des 
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des déterminans extrêmes D et Dm, ne diffère pas trop de 
l'égalité. La régularité de cette progression doit s'entendre ainsi : 
si D’est un nombre beaucoup plus grand que D, le nombre moyen 
de genres pour le déterminant Æ D’ sera sensiblement plus grand 
que pour D; mais si D et D’ ne diffèrent pas beaucoup, les 

nombres moyens de genres sont presqu’égaux. Au reste, le nombre 
moyen de genres pour le déterminant positif + D, se trouve presque . 
toujours égal au nombre moyen de genres pour le déterminant né- 
gatif, et cela d’autant plus exactement, que D est plus grand; 
tandis que pour de petits nombres , le premier se trouve un peu 
plus grand que le second. Ces observations s’éclairciront davantage 
par les exemples suivans, tirés d’une table de classification de 
formes binaires, qui contient plus de 4000 déterminans. Parmi 
les cent-déterminans compris de 601 à go0, on en trouve 7 aux- 
quels ne correspond qu’un genre , 32, 52, 8, : auxquels corres- 
pondent respectivement 2, 4, 8, 16 genres. Il en résulte en tout 
359 genres, et partant, pour le nombre moyen 5,59. Les cent 
déterminans négatifs depuis — 801 jusqu’à —900, produisent 360 
genres. Les exemples suivans sont tous pris des déterminans néga- 
tifs. Dans la seizième centaine , c’est-à-dire, depuis — 1501 jus- 
qu'à 1600, le nombre moyen de genres est 3,89; dans la vingt- 
cinquième, il est 4,03; les six cents déterminans compris de — 9401 
à — 10000 donnent 4,59. Ces exemples font voir que les nombres 
moyens de genres croftraient bien. plus lentement que les déter- 
minans; mais il s'agirait maintenant de savoir quelle est la loi de 
. cette progression. 


Une recherche fondée sur une théorie assez difficile, et qu'il 
serait trop long d'exposer ici, nous a fait trouver que le nombre 
moyen des genres , pour le déterminant + D ou — D, était exprimé 
d'une manière extrêmement approchée par la formule : «log D+B, 
où « et B sont des quantités constantes , et telles qu’on a, + étant 
Ja demi-circonférence dont le rayon est 1, 


a == À = 0,4052847546, 
B = 2ag + 3a°h — = a log. 2 = 0,8830460462, 
g étant la somme de la série 
A aa 


5 RECHEBCHES 0 

1 — log. (x +1) + — log. (1 HI) +i—dlog. (1 +1) + etc. 

T = 0,5772156649 , (Euler, Calc. diff. p. 444), 
et À la somme de la série 
xlog.2#+5 log. 35 + - log. 4 + etc, = 0,9375482543. 
Cette formule fait voir que les nombres moyens des gegres croissent 
en progfession arithmétique , si les déterminans croissent en pro- 
gression géométrique. Elle donne pour lés déterminans 
850; 1550;; 2450:; 5050; 97001, 
les valeurs 
| 3,627; 3,860; 4,046; 4,339 ; 4,6aÿ 
respectivement, qui ne diffèrent presque pas des nombres moyens 
donnés plus hkant. Plus le détérminant moyen .sera grand, et plus 
on prendra de déterminans pour caleuler le nombre moyen de 
genres, moins, ce dernier différera de la valeur de la formule. A 
laide de cette formule » on peut trouver avec beaucoup de pré- 
cision la somme des nombres de genres qui répondent aux déter- 
minans successifs E D, (D +1 EC D+2 }, etc. Æ(D+m), 
en ajoutant ensemble les nombres moyens de genres. qui corres- 
pondent à ces différens déterminans, quelque. différence qu’il y ait 
entre les extrêmes D et D + m. Cette somme sera 
a.{ log. D+log. (D+1)+log. (D+2)+etc.-+ log. (D+m)} 
+mHr)ss Mes | 

ou assez exactement 
a {(D+m) log. (Dm) —(D—1)log:(D—1)}+(m-#1)(8—a). 
De cette manière , on trouve que lé nombre ‘des genres depuis le 
déterminant — 1, jusqu’au déterminant — 100, est = 234,4, tandis 
dw'il est en effet 253. De même, depuis — 1 jusqu'à — 2000, on 
trouve 7116,6 genres, tandis qu’il ÿ en à. en‘effét 7112; de g00x 
à 10000 , on trouve 4594,9, et ik y en a 4595, approximation plus 
grande qu’on ne pouvait l’espérer. | 

302. À l'égard dm nombre de classes ( proprement primitives 


positives, comie on doit toujours le sous-entendre ), les déter- 
minans positifs et les déterminans négatif se comportent d’une: 
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manière biën différente ; aussi nous les considérerons séparément: 
ils s'accordent du tous en cela que, pour un détermi- 
nant donné, chaque genre contient le même nombre de classes, 
et que partant, le nombre de toutes les classes est égal au produit 
du nombre de genres par le nombre de classes contenues dans 
chaque genre. 


Considérons d’abord les déterminans négatifs; les nombres de 
classes qui répondent à Prier déterminans suécessifs, — D, 
—(D+1),—(D+2)...., etc. forment une progression aussi 
irrégulière que celle des Denres, Mais Zes nombres moyens de. 
classes croissent très-réguliérement, comme on le verra par Îles 
exemples suivans. Les cent déterminans depuis —500, jusqu'à-600, 
donnent 1729 classes; donc le nombre moyen est 17,29. De même, 
_dans la quinzième centaine , le nombre moyen de classes se trouve 
être 28, 26. De la vingt-quatrième et de la vingt-cinquième cen- 
taines on tire 36, 28; dès soixante-unième , soixante-deuxième 
et soixante-troisième , il résulte 58,50; de la quatre-vingt-onzième 
à la quatre-vingt-quinzième, c’est-à-dire de 9001 à 9500, on trouve 
71,56, et de la quatre-vingt-seizième à la centième, 73,54. Ces 
exemples montrent que si les nombres moyens et classes croissent 
beaucoup plus lentement que les déterminans , ils croissent beau- 
coup plus rapidement que les nombres moyens de genres; avec 
une légère attention, on apperçoit qu’ils croissent à peu-près comme 
les racines quarrées des déterminans moyens. Et en effet, par une 
recherche fondée sur la théorie, nous avons trouvé que le nombre 
moyen de classes pour le déterminant — D, était exprimé d’une 
manière très-approchée par yÿ/D —B; ou l'on a 


7 = 0,7467185115 = ©, et 0—1HIi HE Hp ER EE ef efCe y 
to— 0,2026423675 = =; 


les nombres moyens calculés d'après cette formule , différent peu 

de ceux que nous avons extraits plus haut de la table de classifi- 

cation. A l'aide de cette formule, on peut aussi assigner assez 

‘exactement la somme de tous les nombres de classes qui HÉpOnASRE 
à plusieurs déterminans successifs 


— D, D D à (Dhn-i), 


2 
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quelque différence qu'il y ait entre les extrêmes; enajoufant les 
nombres moyens qui, d’après la formule » appartiennent à ces 
 déterminans. On trouve pour ‘cette somme 


7{vD+ V{D+1)+ete. + CD +m—:1)} + de. 


NT PR ses 3 GDS CEE dm 

à très-peu-près. Ainsi, par exemple, pour les eent‘déterminans com- 
pris de —1 à —100, la formule donne 481,1, tandis que lé 
nombre exact est 477; les mille déterminans —1....—1000. 
donnent, d’après la table, 15533 classes, et par la formule, 
15551,4; le second mille donne, d’après la table, 28603, et par 
la formule, 28585,7; de même le troisième mille donne effecti- 
vement 37092, et par la formule, 37074,3; enfin pour le dixièm 
mille la table donne 72549, et la formule, 72572. | 


- 303. La table des déterminans négatifs, disposée d’après la di- 
versité des classifications, fournit plusieurs autres observations 
remarquables. Pour les déterminans de la forme — (873), le: 
nombre des classes contenues, tant dans chaque genre proprement 
primitif que dans l’ensemble de tous ces genres, est toujours di- 
visible par 3, le seul déterminant —3 excepté , aïnsi qu’on peut 
le conclure du n° 256, VI. Quant aux déterminans pour les- 
quels les formes ne composent qu'un seuf genre, le nombre de- 
classes est toujours impair; én eflét, comme pour ‘un pareil dé- 
terminant il n’y a jamais qu’une classe ambiguë, qui est la classe 
principale, le nombre des autres classes qui seront opposées deux 
à deux sera nécessairement pair, et partant le nombre de toutes 
les classes sera impair. — Or la série des déterminans auxquels 
répond une mème classification donnée, c’est-à-dire, un nombre 
donné de genres et de classes, paraît toujours finie; nous allons 
faire appercevoir cette observation surprenante, dans quelques 
exemples. Dans la table suivante, le premier nombre, en chiffres 
romains, indique le nombre de genres proprement primitifs po 
sitifs; le second, le nombre de classes contenues dans chaque 


‘ genre; toutes les autres forment la série des déterminans aux 


L quels 
cette classification appartient, et 
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Tr: cesesteels 2, 34,75 
TERRES PE S:..11, 19,.23, 27, 31, 43, 67, 163; 
prie 97-4770, 103,2127; 
à FLN 7.71, 191, 225, 543, 463, 487; 
1 À HAN AT 1...5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 15, 16, 18, 22, 25, 28, 37, 585 
 ÉENRE 2.:.14, 17, 20, 52, 54, 56, 39, 46, 49, 52, 55, 63, 64, 

| ! 73, 82, 97, 100, 142, 148, 195; 
1V.....1...21, 24, 30, 33, 40, 42, 45, 48, 57, 60, 70, 72, 78, 85, 


. 88, 93, 102, 112, 130, 133, 177, 190, 232, 253; 
VIIT...1...105, 120, 165, 168, 210, 240, 275, 280, 312, 330, 
Re 345, 357, 385, 408, 462, 520, 760; 
XVT-..1...840, 1520; 1305, 1848, 


On trouve de même vingt déterminans, dont le plus grand est 
— 1425, auxquels répond la classification I.9; quatre, dont le 
plus grand est —1303, auxquels répond la cl: ssification I.rr, etc. 
Les classifications II.3, 11.4, II.5, IV.2, ne répondent pas à | 
plus de 48, 32, 42, 68 déterminans, dont les plus grands sont 
respectivement —652, — 862, —1518, —1012. Comme la table 
dans laquelle nous avons pris ces exemples a été prolongée bien 
au-delà des déterminans qui paraissent ici (*), et qu'elle ne 
fournit aucun autre déterminant qui appartienne à ces classifica- 
tions, il paraît hors de doute que les séries précédentes sont 
finies, et l’on peut, par analogie, étendre la même conclusion 
à toute autre classification. Par exemple, comme dans tout le 
dixième millier de déterminans, il ne s'en rencontre aucun qui 
réponde à moins de vingt-quatre classes, il est extrêmement vrai- 
semblable que les classifications 


Ha7% Lois rétc.; IT.1:, ITi6 és 
ANS IV. 4, TEV:5;elc.; VIII.2, etc. 


s'étaient arrêtées avant — 0000, ou qu’elles n'ont lieu que pour 


peu de déterminans plus gfänds que —10000; mais il paraît 


très-difficile de donner de ces observations des démonstrations. 
rigoureuses, 


© Pendant que cet ouvrage s'imprime, nous. l'avons poussée sans interruption 
jusqu'à — 5000 ; nous y avons. ajouté le dixième millier tout entier, plusieurs 
centaines ares et un grand nombre de déterminans isolés choisis ayec soin, 
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T1 est encore à remarquer que tous les. déterminans dont les 
formes peuvent se distribuer en trente-deux genres àu plus , onf 
au moins deux classes dans chaque genre, desorte que les clas- 
sifications XXXII.1, LXIV.r, etc. n'existent point. Le plus 
petit déterminant de cette espèce est — 9240, et la classification 
qui lui répond est XXXIT.2; et il est assez probable que, le 
nombre des genres augmentant continuellement, le nombre des 
classificatians qui disparaissent augmente aussi. À cet égard, les 
” soixante-cinq déterminans inscrits plus hant, auxquels répondent 
les classifications : I.1, IT.r, IV.1, VIII.1, XVI.1, méritent 
d'être distingués, et il est facile de voir qu’ils jouissent tous et 
seuls de deux propriétés remarquables; la première consiste en 
ce que les classes suivant lesquelles se distribuent leurs formes 
sont toutes ambiguës; la seconde, en ce que deux formes quel- 
. conques contenues dans le même genre sont équivalentes, tant 
proprement qu’improprement. Au reste, ces mèmes soixante-cinq 
nombres ont déjà été présentés par Ez/er (Nouv. Mém. de l'Ac. 
de Berlin, 1776, p. 358), sous un aspect un peu différent, dont 
nous, parlerons plus. bas, et avec une propriété facile à démontrer. 


304. Le nombre des classes proprement primitives que four- 
uissent les formes binaires de déterminant quarré k*, peut être 
assigné & priori; il y a autant de ces classes que de nombres 
premiers avec 24 et plus petits que lui. De là, à l’aide de rai: 
sounnemens qui n’ont aucune difficulté, mais que nous supprimons, 
on trouve que le nombre moyen des classes qui appartiennent à 
des déterminans quarrés voisins de Æ* est exprimé d’une manière 


$ 8k 
très-approchée par —. 


- Quant aux déterminans positifs non-quarrés, ils présentent à 
cet égard des propriétés tout-à-fait singulières. Pour les détermi- 
nans négatifs ou quarrés, les petits nombres de classes, par 
exemple les classifications T.1, où E.3, ou II.1, n’ont lieu que 
pour de petits déterminans et dont la suite s’arrête bientôt; pour 
les déterminans positifs non-quarrés au contraire, pourvu qu'ils 
ne soient pas très-grands, la plus grande partie donne des clas- 
sifications où il n'ÿ a qu’une seule classe dans chaque genre, 
desorte que les classifications : 1.3,1.5,1I.2, II.3, IV .2, etc. 


/ 
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sont très-rarés. Ainsi, parexemple, parmi lesquatre-vin gt-dix déter- 
- minans non-quarrés qui sont au-dessous de 160, üft én trouvé trois 
ir, 48, 27 auxquels répondent les classifications F.i, IT.1,1V.r, 
respectivement; et il ÿ en à ün, 57; auqtiel répond E.3; deux, 
34 et 82, auxquels répond ÏT.2, et un, 79, auquel répond IÏ.3, 
Cependant, à mesure que les déterminan$ augmentent, les nombres 
de classes plus élevés se multiplient peu-ä-peu. Par exemple, 
parmi les quatre-vingt-seize déterminans non-quarrés qui sont 
compris entre 100 et 200 , il ÿ en a detx, 101 et 197, auxquels 
répond I.3; quatre, 145, 146, 1:78, 194, auxquels répond IE.2; 
trois, 241, 148, 189, auxquels répond IT.3. Parmi les cent 
quatre-vingt-dix-sept déterminans non-quarrés compris depuis 8or 
jusqu'à 1000, il y en a. 
3, 4, 14, 2, 2, 15, 6, 2, 4 
auxquels répondent respectivement les classifications 
1.3, Ïl.2, 11.3, 11.5, 11.6, IV.2, EV.5, IV.4, VIII.2. 
Pour les cent quarante-cinq autres, il n’y a qu’une classe dans 
chaque genre. | 
Ce serait une question curieuse, et qui ne srait pas indigne 
de la prétention des géomètres, que de chercher suivant quelle 
loi les déterminans qui ne donnent qu’une classe par genre de-. 
viennent de plus ex plus rares. Jusqu'à présent nous re pouvons 
décider par la théarie, ni tirer de lobservation des conjeciures 
assez certaines pour affirmer si la série s'arrête toujours, ce qui 
paraît au reste peu probable, ou du moinssi-ces déterminans de- 
viennent infinimentrares, ou si le nombre tend toujours et de plus 
en plus vers une certaine limite fixe. Les nombres mcyens de 
classes croissent dans un rapport qui n’est guère plus grand que 
celui des nombres moyens de genres, et bien plus lentement que 
lés racines quarrées des déterminans: entre 809 et 1000, on 
trouve 5,o1. Qu'il nous soit permis d’ajouter une autre observa- 
tion, qui rétablit en quelque sorte l’aralogie entre les détermi- 
nans positifs et négatifs. Nous avons trouvé que si le nombre 
des classes pour un déterminant positif D n’était. pas analogue au 
rombre-des-classes pour le déterminant négatif, la chose a lieu du 
moins pour le produit de ce nombre par te fogarithme de :+1yD; 
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t et u désignant les plus petits nombres, excepté 1 ef o, qui sas 
tisfont à l'équation #— Du*—1, nous ne pouvons donner plus 
de détails sur la raison de cette analogie. La valeur moyenne 
de ce produit s'exprime assez exactement par la formule 719 D—n; 
mais nous n’avons pas encore pu déterminer par la théorie les 
constantes m et . S'il est permis de tirer une conclusion de la 
comparaison de quelques centaines de déterminans, "1 paraît peu 
différent de 23. ee 

Au reste, nous nous. réservons de revenir dans une autre oc- 
casion sur les valeurs moyennes des quantités qui ne suivent pas 
une loi analytique, mais qui approchent continuellement et de 
plus en plus de la suivre. Nous passons maintenant à une autre 
recherche, par laquelle nous comparerons entre elles les diffé- 
rentes classes proprement primitives de même déterminant, et 
qui terminera cette longue Section. e 


305. THÉORÈME. K désignant la classe principale des formes 
de détérminant donné D, C une autre classe quelconque prise. 
dans le genre principal de même déterminant, C*, C', C£, C, etc. 
Les classes qui naissent de la duplication, de la triplication, etc. 
_ de la classe C (Voyez n° 249); en continuant assez loin La pro- 
gression C, C*, C’, etc., on parviendra enfin à une classe iden- 
tique avec K; et. si l’on suppose que C" soit la première classe. 
identique avec K, et que le nombre de toutes les classes du genre 
principal soit n, on aura m==n, ou bien ‘m sera une partie: 
 aliguote de m. 


I. Comme toutes les classes K, ©, C*, C*, etc. appartiennent 
nécessairement au genre principal, les 7 + 1 premières classes de 
cette série À, C, C*,....C" ne peuvent pas être différentes; ainsi 
K sera donc identique avec une des classes C, C*, C®....C", ou 
deux d’entre elles seront identiques. Soit donc C'=C'etr>s, 
on aura aussi CC, CE CT, etc, et CH EC, 
d'où C—=X, 

IT. Il suit de là sur-le-champ que l’on a m— 7, ou m<n; 
ainsi il ne reste plus qu’à faire voir que, dans le second cas, ma 
est une partie aliquote de 7. Comme les classes K, C, C*.. CS 
dont nous désignerons l’ensemble par (T), n’épuisent pas le genre 

principal 
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principal , soit C’ une classe de ce genre qui ne soit pas contenue 
dans (T), et désignons par (T”) l'ensemble de toutes les classes qui 
résultent de la composition de C’ avec chacune des classes de (T), 
On voit facilement que toutes les classes de (1) sont différentes 
tant entre elles que des classes contenues dans (T), et qu’elles sont 
du genre principal; desorte que si (T) et (1’) épuisent ce ;ente ; 
On aura 2 — 2m, sinon on aura 277 << n. Soit donc, dans le se- 
cond cas, C” une classe du genre principal qui ne soit contenue 
ni dans (T), ni dans (T’), et désignons par (T°) l’ensemble de 
toutes les classes qui résultent de la décomposition de C” avec 
toutes les classes de (T); il est évident qu’elles diffèrent toutes 
entre elles et des classes contenues dans (T}) et (T’), et qu'elles 
sont du genre principal ; donc si (T), (T”), ([”) épuisent ce genre, 
on aura z = 3m, sinon z > 3m. Dans ce dernier cas, entraitant 
de la même manière une classe C” qui ne soit contenue ni dans 
(T), ni dans (T’), ni dans (T”), il en résultera que l’on a 7—4m, 
_ our > 4m, et ainsi de suite. Or comme z et m1 sont des nombres 
finis , le genre principal s’épuisera enfin, et z sera un multiple 
de m1, ou m une partie aliquote de 7. 


Soit, par exemple, D ——356, C—(5, 2, 72) (*); on trouve 
C°—(20,8,21), C—(4,1,89); C=—(20,— 8, 21), C=(5,—2,72), 
C°=—(1,0, 356). On a donc ici m—6, et pour ce déterminant 
n— 12. En prenant C’=(8, 2,45), les cinq autres classes de (1°) 
sont : (9, —2, 40), (9, 2, 40), (8,—2, 45), (17, 13 21), (1795 —1, 21) 

306. On remarquera sur-le-champ l’analogie de la démonstration 
du théorème précédent, avec les démonstrations des n° 45, 49; 
et effectivement , la théorie de la multiplication des classes a une 
grande affinité avec le sujet traité dans la Section III. Mais 
les limites de cet ouvrage ne nous permettent pas de poursuivre 
cette théorie qui est digne de grands développemens ; aussi nous 
n'ajouterons que quelques observations, et nous supprimerons les 
démonstrations qui exigeraient trop de détails, nous réservant en- 
core de revenir sur ce sujet et de l’approfondir. 


TT 


(*) Nous exprimons toujours les classes par les formes les plus simples qu’elles 
renferment. 


Bbb 


378 RS RECHERCHE s 
ue, Sila série K, C, C°, C5...C"-* est prolongée at-delà de 
C"—, les mêmes classes reparaissent de nouveau, desorte qu’on 
a C"=K, Cmr=C, CC", etc.; et généralement, si l’on 
regarde À comme C’, les classes CF et C* seront identiques ou 
différentes, suivant que g et g seront congrus ou incongrus sui- 
vant lé module 77. Ainsi la classe C” est toujours identique avec 
la classe principale X, 

2°. Nous appellerons périodes de la classe € l'ensemble K, 
C, C', C“...C"-*, que nous avons désigné par (T); mais cette 
expression ne doit pas être confondue avec les périodes de formes 
réduites de déterminant positif non-quarré, dont nous avons parlé 
n° 186 et suivans. Ainsi il est clair que de la composition de tant 
de classes qu’on voudra d’une même période, il résulte une classe 
contenue dans la période Cf, Cf", Cf, etc. = CETe tete 


8. Comme C.C"-'=X, les classes C et C"—* seront opposées, 
et partant C? et C"—?, CS et C”*, etc. Ainsi, lorsque m1 est 


pair, la classe C* sera elle-même son opposée, et sera par- 
- conséquent ambiguë; réciproquement, si, indépendamment de X, 
il se trouve dans (T) une añtre classe ambiguë Cf, on aura 
Œ—= C"t, et partant g=m—g—;ïm. Il suit de là que si m est 
pair, il n’y a pas d'autre classe ambiguë que X et C', et que si 
m est impair, il n’y en a pas d'autre que À. 


4. Si la période d'une classe €? contenue dans (T) est Æ, 
C, C*, C5...C—%*, il est évident que m'A est le plus petit 
ut ple) de » qui soit divisible par "1. Si donc "= et A sont pre- 
miers entre eux, on aura #7=—7n', et les deux périodes contiendront 
les. mêmes classes, maïs dans un ordre différent; mais générale- 
ment, x étant ne plus grand commun diviseur des nombres #7, h, 


on aura 7° =) d’où il suit que le nombre de classes contenues 


dans la période d’une classe quelconque prise dans (T) est #7 ou 
une partie aliquote de 73, et qu’il y a autant de classes de (T) 
dont les périodes soient composées de 72 termes, ‘1 il y a de 
nombres premiers avec 71 dans la suite o, 1, 2,....m—1, c'est- 
a-dire, qu'il yen a @m, en employant le signe n° 39. Gé- 
néralement , il ÿ aura autant Ge classes dans (T) dont les périodes 
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soient composées de Ê termes , qu’il ya dans la suite o, 1, 2...m—r 
de nombres qui aient x pour plus grand commun diviseur avec m. 
On voit facilement que le nombre en est @ ne Si donc m=n, 


c'est-à-dire, si (©) renferme tout le genre principal, il y a dans ce 
genre gz classes dont les périodes renferment le genre entier, 
et pe classes dont les périodes renferment un nombre e de termes, 
e désignant un diviseur quelconque de 7. Cette conclusion a gé- 
néralement lieu, quand il existe une classe du genre principal dont 
la période ait z termes. | | 


5°. Dans la même supposition, le système des classes du genre 
principal ne peut être disposé plus convenablement, qu'en pre- 
nant, comme pour base, une classe dont la période ait n termes, 
et plaçant les classes du genre principal dans l’ordre qu’elles oc- 
cupent dans cette période. Desorte que si l’on affecte la classe 
principale de l'indice o, la classe prise pour base aura l'indice 1, 
_ et ainsi de suite. La seule addition des indices suffit pour trouver 
quelle classe naît de la composition de classes quelconques du 
genre principal. 

Voici un exemple pour le déterminant —356, où la classe 
(9; 2, 40) a été prise pour base: | | 
O...(1, 0, 356)/3...( 8, —2, 45)16...( 4, o, 89)! 9...(8, 2,45) 
1...(0, 2, 40)4...(20, 8, 21)7...(17, ss 21)10...(6, —3, 72) 
2...(5,2, 72)5...(17, 1, 21)|8...(20, —8, 21)11...(9, —2, 40). 

6°, Quoique l’analogie avec la Section IIT, et l'induction qu'on 
peut tirer de plus de deux cents déterminans négatifs, et d’un 
bien plus grand nombre de déterminans positifs non-quarrés, 
semblent porter au plus haut degré de probabilité la vérité de 
cette supposition pour tous les déterminans, une pareille conclu- 
sion n’en serait pas moins fausse et démentie par la continuation 
de la table de classification. Nous nommerons, pour abréger, 
déterminans réguliers ceux pour lesquels une seule période peut 
renfermer tout le genre principal, et déterminans irréguliers ceux 
qui ne jouissent pas de cette propriété (*). Un petit nombre d'ob- 
ns = 


(*) Voyez les Additions de l'auteur. 
; 2 
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servations nous suffiront pour éclaircir ce sujet, qui semble ce- 
pendant dépendre des plus profonds mystères de l’Arithmétique 
transcendante, et donner lieu aux recherches les plus difficiles ; 
nous commencerons par la suivante, qui est générale. 


7°. Si dans le genre principal se trouvent deux classes C, C, 
dont les périodes sont composées de #3, m' termes, et que HW soit 
le plus petit nombre divisible par 77 et par 77°; il y aura aussi 
dans le même genre une classe dont la période contiendra M 
termes: si l’on décompose M en deux facteurs r et 7’ premiers entre 
eux dont l'un, r, divise "m, et dont l’autre, 7’, divise 77° (n° 73), 


TRADER 
la classe €”. C'"=C" jouira de la propriété précitée En effet, 
supposons que la période de la classe C” soit composée de g 
termes, on aura 


| en gr en. 
KE CEE COM RCOSE=ECRES 
donc ES. est divisible par 7’, et partant gr par r’ oug par r’. On 


prouve absolument de la même manière que g est divisible par r, 
donc il l’est par r7— M; maïs comme on a évidemment C""=X, 
M est. donc aussi divisible par g, et partant M=—g. Il suit de là 
que le plus grand nombre de classes qui puissent être contenues 
dans une période pour un déterminant donné ,.est divisible par Le 
nombre de classes de toute autre période d’une classe dun même 
genre principal. On peut en même temps en déduire une mé- 
thode pour trouver la classe dont la période est la plus grande, 
c'est-à-dire, pour les déterminans réguliers , la classe dont la pé- 
riode renferme tout le genre principal; cette méthode est abso- 
lument semblable à celle des n°° 73 et 74; mais dans la pratique 
on peut l’abréger par plusieurs artifices. Le quotient de la division 
du nombre 7 par le nombre de termes de la plus grande période, 
quotient qui est 1 pour les déterminans réguliers, et plus grand 
que + pour les déterminans irréguliers, est d’après cela très- 
commode: pour exprimer les différentes espèces c'irrégularités, et 
par cette raison pourra être nommé exposant d'irrégularité. 


. Jusqu'à présent il n’y a pas de règle générale qui puisse 
faire distinguer à priori les déterminans réguliers des irréguliers, 
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d’antant plus que parmi les derniers se trouvent en mème temps 
des nombres premiers et des nombres composés; ainsi'il suffira 
d'ajouter ici quelques observations particulières. Quand il y a 
plus de deux classes ambiguës dans le genre principal, le déter- 
minant est surement irrégulier ; et l’exposant d’irrégularité est pair, 
Maïs quand il n'y a qu’une ou deux classes ambigués, le déter- 
minant est régulier, ou du moins l’exposant d'irrégularité est. im- 
pair. Tous les déterminans négatifs de la forme —(2164+ 27) A 
le nombre —27 excepté, sont irréguliers , .et l’exposant d’irrégu-. 
larité est divisible par 3..La même. chose a lieu pour les dé- 
terminans négatifs de la forme —(10004+75) et —(10004-+675), 
en exceptant le seul nombre —75. èt pour une infinité d’autres. 


Si l’exposant d’irrégularité est un nombre premier p, 7 est divi- 
sible par p°; desorte que si z n’est divisible par aucun nombre 
quarré , le déterminant sera nécessairement régulier. 

Il »’y a que pour les déterminans positifs quarrés e* que l’on 
puisse distinguer à priori, s'ils sont réguliers ou irréguliers. Le 
premier cas arrive quand e est 1 ou 2, ou un nombre premier im- 
pair, ou une puissance d’un nombre premier impair; le second pour 
toute autre valeur dec. 


Pour les déterminans négatifs, les irréguliers deviennént d’an- 
tant plus fréquens ; que les déterminans seront plus grands. Par 
exemple, dans le premier millier , on trouve 15 irréguliers qüi sont, 
en omettantle signe; 

576, 380, 820, 884, 900, dont l’exposaut d'irrégularité est 2. 

243, 307, 339, 459, 675, 755, 891, 974, dont l’exposant est 3. 

Dans le second millier, on en trouve 13 dont l’exposant est 2, et 
15 dont l’exposant est 3. Dans le dixième millier, 31 dont l’exposant 
est 2, et 32 dont l’exposant est 3. Nous ne pouvons encore décider 
‘s’il existe au-dessous de — 10000 des déterminans dont l’exposant 
d'irrégularité soit plus grand que 3. Au-delà de cette limite, on peut 
trouver des déterminans qui aient un exposant donné quelconque. 
Il est probable que les déterminans croissant toujours, le nombre de 
ceux qui sont irréguliers tend à être dans un rapport constant avec 
le nombre des déterminans réguliers. La détermination de ce rap- 
port serait digne de la sagacité des géomètres, 


382 _ RECHERCHES 

Parmi les déterminans positifs non quarrés, les irréguliers sont 
plus rares; il y en a une infinité pour lesquels l’exposant est 2, 
par exemple 3026 a 2 pour exposant d’irrégularité. II semble aussi 
hors de doute qu’il existe des déterminans dont l’exposant d’irré- 
gularité soit impair , quoique nous soyons forcés d’avouer qu’il ne 
s’en est pas offert à nous jusqu’à présent. 


9°. Nous ne pouvons, sans donner trop d’étendue à cet ouvrage, 
parler ici de la disposition la plus commode du système des classes 
contenues dans le genre principal pour un déterminant irrégulier; 
nous observerons seulement que comme dans ce cas une base ne 
peutsuffire , il faut en prendre deux ou un plus grand nombre qui, 
par la multiplication et la composition , puissent produire toutes les 
classes. De là naîtront des indices doubles ou multip'es qui auront 


presque le même usage que les indices simples pour lès détermi- 
nans réguliers. 


10°. Observons enfin que toutes les propriétés considérées dans. 
ce n° et dans le précédent, dépendant principalement du nombre 7, 
qui a quelque analogie avec le nombre p— 1 de la section IIT, 
ce nombre mérite une grande attention; il serait donc à desirer 
que l’on pût découvrir une relation générale entre 7 et le déter- 
minant. Nous pensons que l’on doit d'autant moins désespérer d'y 
parvenir, que nous avons déjà réussi à soumettre à une formule 
analytique, du moins pour les déterminans négatifs (n° 302), la 
valeur moyenne du produit de 7 par le nombre de genres qui peut 
être assignée à priori. (*). 

507. Les recherches précédentes n’embrassent que les classes an 
genre principal, et suffisent parconséquent , tant pour les déter- 
minans positifs qui ne donnent qu’un seul genre, que pour les 
déterminans qui ne donnent qu’un genre positif, si nous ne consi- 
dérons pas le genre négatif. Il nous reste à ajouter quelque chose 
sur les autres genres proprement primitifs. 


1°. Lorsque le genre G* différant du genre principal G de même 
déterminant, renferme quelque classe ambiguë, il ÿ en aura 
autant dans l’un et l’autre genre. Soient L, M, NN, etc. les classes 


DRE mm SE Ce 


(”) Voyez les Additions de l’auteur. 
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ambiguës de G, parmi lesquelles se trouve la classe principale X, 
et L', M’, N', etc. les classes ambiguë contenues dans G’; et 
désignons l'ensemble des premières par À, l’ensemble des Hernicres 
par 4’. Comme tontes les classes L.ZL’, M.I/, N'.L/, etc. sont 
évidemment ambiguëés,.et du genre G”’ , elles Éront nécessairement 
partie de 4’; et partant, le nombre dé classes contenties dans 4 
_ n’est surement pas plus petit que celui des classes contenues dans 
A : d’ailleurs les classes L’.L', M'.L', N'.L', etc. étant ambi- 
guës et du genre G, elles feront Dean inertt partie de 4; donc 
le nombre de classes contenues dans 4 n’est pas plus petit que le 
nombre de classes contenues dans 4’. Donc les nombres de classes 
de et de 4’ sont nécessairement égaux. 


æ. Comme le nombre de toutes les classes ambigués est égal au 
nombre des genres (n° 263 et 287, 5°.), ilest évident iqne si G ne 
contient qu’une classe ambiguë , chaque genre en contiendra né- 
cessairement une et une seule ; si G contient deux classes ambi- 
gués, la moitié de tous les genres en contiendra deux, et les antres 

n’en contiendront aucune ; enfin, s’il y a dans G un nombre a de 
classes ambiguës (*), et que M soit le nombre total des genres, il y 


aura® genres qui contiendront a classes ambiguës , et les autres 
n’en atout pas. 


3°. Soient , pour le cas où G renferme deux classes ambignés, 
G, G', G”, eto. les genres qui en contiennent deux; 4, H', H', etc, 
on qui n’en contiennent point ; et désignons par g l’ cible dés 
. premiers , et par k l’ensemble des derniers. Comme la composition 
de deux classes ambiguës donne toujours pour résultante une classe 
ambiguë (n° 249), on verra sans peine que la composition de deux 
genres compris dans g donne un genre compris dans g. Il suit de là 
que de la composition d’un genre de g avec un genre de , il ré- 
 sulte un genre de 4. En effet, si par exemple G'.Æ appartenait 
à g, G'.H.G' serait aussi compris dans g; mais G.G'=G, et 
il s’ensuivrait que Æ serait compris dans g, contre l'hypothèse. 
Enfin on reconnaît facilement que les genres 

G.H, G’.H, G'.H,etc. H.H, H'.H, H'.H, etc. 

oo 

(*) Cela ne peut arriver que pour les déterminans irréguliers, et a sera toujours 
une puissance de 2. 
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sont tous différens entre eux , et que, pris ensemble, ils équivalent 
àget à h. Mais par ce qui vient d’être démontré, les genres G.H, 
G’.H, G'.H, etc. appartiennent tous à h, et partant , l’épuisent 
entièrement; donc les genres H.H, H'.H, H'.H, etc. appar- 
tiennent nécessairement à g, et partant, la composition de deux 
genres de À donne toujours un genre de g. 


4. Si E est une classe du genre F différent du genre principal G, 
il est clair que £*, E*, Ef, etc. appartiennent toutes à G, tandis 
que £*, E°, E', etc. appartiennent à J. Si donc la période de la 
classé Æ£* est composée de 77 termes, il est évident que dans la 
suite Æ, E*, E*, etc. , la classe Æ*" sera indentique avec X , et 
qu'aucune ne pourra l'être avant elle, c’est-à-dire , que la période 
de la classe Æ sera composée de 27 termes; donc le nombre de 
termes de la période d’une classe quelconque, d’un autre genre que 
le genre principal, sera 2z ou une partie aliquote de 27, n dési- 
gnant le nombre de classes commun à tous les genres. 


5°, Soit C une classe donnée du genre principal G, E ‘une classe 
du genre F7 qui donne C par sa duplication (n° 286), et X, Æ’, 
&, etc. , toutes les classes ambiguës proprement primitives de même 
déterminant; toutes les classes dont la duplication donne C seront: 
E(=E.K), E.X", E.K’, etc., dont nous exprimerons l’ensemble 
par w, et dont le nombre sera évidemment égal au nombre des 
classes ambiguës, ou au nombre des genres. Il est manifeste que 
parmi les classes ©, il y en a autant qui appartiennent au genre F, 
qu’il y a de classes ambiguës dans le genre G; ainsi, désignant 
par a le nombre de ces dernières, il y a dans chaque genre a 
classes comprises dans «; ou il n’y en a aucune. On déduit faci- 
lement de là, que si a 1, chaque genre contient une des classes w; 
si a—2, la moitié des genres contiennent deux des classes «, 
tandis que les autres n’en contiennent aucune , et même la première 
moitié coïncide avec g (v. 3°.), et la seconde avec k, et récipro- 
quement. Quand a est plus grand il y a toujours, en désignant 


N . : 
par N le nombre de tous les genres, à genres qui contiennent des 
classes w , et chacune en contient a. 


6°. Supposons maintenant que C soit une classe dont la période 
soit composée de 7 termes; on voit facilement que dans le cas où 


CRT 
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a —2, et où partant, z est pair, aucune classe de « ne peut ap- 
partenir à G; car alors cette classe serait contenue dans la période 
de C'; et si on.la représente par C', il s’ensuivrait C*—=C , et 
Partant, 2r= 1 (mod.7), ce qui est absurde. Ainsi , comme G 
appartient à g, toutes les classes & seront nécessairement distri- 
buées entre les genres 4. Puisque pour un déterminant régulier , 
‘ G contient @z classes dont les périodes sont de 7 termes, il suit 
de ce qui précède que pour le cas où a— 2, il y a dans chaque 
genre À, 2@n classes dont la période contient 22 termes, et renferme 
parconséquent à-la-fois le genre de la classe et le genre principal. 
Mais quand a = 1, il y aura @n classes de cette espèce dans chaque 
genre différent du genre principal. 


7°. Nous établissons sur ces observations la méthode suivante, 
pour former le système de toutes les classes proprement primitives 
de déterminant régulier donné, car nous laissons absolument de 
côté les déterminans irréguliers. On prendra à volonté une classe 
E , dont la période contienne 27 termes, et parconséquent le 
genre de cette forme que nous nommerons Ÿ”, et le genre prin- 
cipal G , et l’on distribuera les classes de ces deux genres 
comme elles se présentent dans cette période. L'opération serait 
finie, quand il n’existera que ces deux genres, ou que l'on n’aura 
pas besoin de s'occuper des autres ( par exemple, pour un déter- 
minant négatif qui ne donne que deux genres positifs ). Mais quand 
il y a quatre, ou un plus grand nombre de genres, on traitera 
les autres de la manière suivante. Soit P”’ un des deux autres , et 
VF xV'= V". Il y aura dans V”et V7" deux classes ambiguës, 
une dans chacun , ou deux dans l’une et aucune dans l’autre. On 
en prendra une À à volonté, et l’on voit facilement que si l'on 
compose 4 avec chacune des classes de G et de F, il en résultera 
2n classes différentes qui appartiendront à F" et 7”, et épuiseront 
parconséquent ces deux genres, que l’on pourra disposer aussi de 
cette manière. 


S'il y a plus de quatre genres, soit 77” un des autres, et 77", 
F", F7" les genres qui résultent de la composition du genre 7” 
avec les genres F7, 7”, V"; les quatre genres F"..... W*!, con- 
tiendront quatre classes ambiguës, et il est clair que si l’on prend 


Ccc 
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_une d'elles, et qu'on la compose avec chaque classe des genres 
G, V, P', V", on obtiendra toutes les classes des genres 7°..." 


S'il y a d’autres genres, on continuera de la même manière, 
jusqu’à ce qu’ils soient tous épuisés. On voit, que si le nombre 
de tous les genres est 24 , on aura besoin en tout de uw — 1 classes 
ambiguës, et que toute classe de ces genres peut être produite ou 
par la multiplication de la classe Æ, ou par la composition d’une : 
classe résultante de cette première opération avec une ou plusieurs 
classes ambigues. 


Nous ajontons deux exemples qui serviront d'éclaircissement à 
ce procédé, mais nous ne pouvons rien dire de plus sur l’usage de. 
cette construction, ni sur les artifices au moyen desquels on peut 
diminuer le travail. : 

I Déterminant — 161. 


Quatre genres positifs; dans chacun d’eux quatre classes. 


G. Le 
1, 4; R7; Ra, Fe, 43 Nr RS 
(Gt, 0, 161) =X. CHERE 
(9 1, 18) —E! (6, — 1, 27) = E 
(2, 1, 8r) = Et (0,5 SE 27) RE 
(1, 1892 Et (1, 5). 
PF | én 
3,4; R';, Na5. 1,4; N.7; Nas. 
£ 7s 0; 23) = 4 (10, 3, 17)=4.E 


(1, — 2, 15) = 4.E* (5; 2, 55 = AÛE! 

(14, — 7 15) — LE (5, — 2, 33) = A.E° 

GOT AIS ANR: (10, — 3, 17) = 4.F7. 
II. Déterminant — 546. ; 

Huit genres positifs ; dans chacun d’eux trois classes. 


G. 7, 
1et5,8; R3; R7; R13. | 5et,8; N3; Nr; Ni3 
. | 7; N13. 
Cr, co MO ER CES Toit 
(22, — 2, 35)—= E* (25, %0; 26) — E*° 


CEE PRO TPNC (5, —:2, 110) ES, 
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7! Sd 
ret3,8; N3; R7; N13. | Set7,8; R3; N7; R15. 
Cao; 273) = A" (0 RSS UATE 
(isa, 50)=A.E* | (13, 0, 42)— A1E 
EH ae 50) "4" E" (10, — 2, 55) = 4,65, 
LT cé pr 
1 et 3, 8; N3; N7; R13. 5 et 7, 8; R3; R7; Nr3. 


C5, o, 182) — 4 (5, —5, 5) = 4.8 
Un Om 5)=4.2 | (r o7=4Er 
"(17:— 7 35) = À'.Ef A9 0 87) AE. 


AA  ALR 
1et 3,8; R3, N7; N15. 5et 7,8; N.3;,-R7; Ri15. 
(6, 0, 91) =4.4 (5, 1, 9)= A4 1.E 


0200, :99) 41. 1.E (14, 0, 26) — 4./A4'.E* 
(19, — 9, 33) = A4. AE] (23, — 11, 29) = 4. A. ES, 
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+ 
SECTION SIXIEME. 


Applications des différentes Recherches précéæentes. 


308. Nous avons déjà indiqué en différens endroits combien 
l’arithmétique transcendante peut être utile dans les autres par- 
ties des mathématiques. Mais nous ne croyons pas inutile de traiter 
à part quelques applications qui méritent d’être exposées avec plus 
de détail, non dans la vue d’épuiser ce sujet, qui sufhirait pour 
remplir plusieurs volumes, mais pour l’éclaircir par quelques 
exemples, 


Dans cette Section, nous parlerons d’abord de la décomposition 
des fractions en fractions plus simples; ensuite, de la conversion 
des fractions ordinaires en fractions décimales; nous exposerons 
une nouvelle méthode d’exclusion, qui sert à la résolution des 
équations indéterminées du second degré; enfin, nous donnerons 
de nouvelles méthodes abrégées, pour distinguer les nombres pre- 
miers des nombres composés, et trouver les facteurs de ces derniers. 


Dans la Section suivante, nous établirons la théorie générale 
d’une espèce particulière de fonctions, qui s’étend très-loin dans 
toute l’analyse, et qui est intimement liée à l’arithmétique trans- 
cendante; nous nous attacherors surtout à agrandir la théorie 
des sections du cercle, dont jusqu’à présent on n’a connu que 
les premiers élémens. | 


309. PROBLÈME. Décomposer La fraction _ dont le déno- 
minateur n est le produit de deux nombres a et b premiers 
entre eux, en deux autres dont les dénominateurs soient a et b. 

e x . . . 
Soient =, 7 les fractions cherchées; on doit avoir bx-ay=m; 


donc x sera racine de la congruence bxz =m (mod, a), et par- 
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conséquent peut se trouver par la Section II : on aura d’ailleurs 
_Mm—bx 
Re à 


Au reste, on sait que la congruence Èx=m a une infinité de 
racines, mais tontes congrues suivant a, et il peut arriver que 
Y acquière une valeur négative. Il est à peine nécessaire de dire 
que l’on peut aussi trouver y paï la congruence ay =m (mod, b); 


et x par l’équation z= 


Par exemple, étant Re 2 fraction 58, 4 sera valeur de 
l'expression $# (mod.7); donc 5£ se décompose en +. 


319. Si l’on propose une Lo dont le dénominateor 7 
prop pa 


soit le produit de tant de facteurs a, b, c, d, etc. qu'on voudra, 
qui soient premiers entre eux, on pourra, par le n° précédent, 
la décomposer d’abord en deux fractions dont les dénominateurs 
soient a et bcd, etc., ensuite la dernière en deux dont les dé- 
 nominateurs soient b et cd, etc. , ec ainsi de suite, desorie que 
la fraction proposée sera mise sous la forme 


REC ae ET LR 
Mme + + etc. 


Il est évident que l’on pourra toujours prendre les numérateurs 
ay B, 7» d\ ete. positifs et plus petits que leurs dénominateurs 
respectifs, excepté le dernier, qui n’est plus arbitraire, lorsque 
les autres sont déterminés, et peut être négatif et plus grarid que 
son dénominateur (si du moins nous ne supposons pas m1 <n). 
Alors, le plus souvent, il sera avantageux de mettre la dernière 


fraction sous la forme + k) de manière que € soit positif et 


moindre que e,,et que # soit un entier. 
Exemple. La fraction 524 dont le dénominateur ei Did 


LOTERIO DES Be 38 
se AéCpMpose de cette manière en :+ #4; #7 en 5; —5; —# 
en.:—Z; donc mettant ;:—1 pour PRE il vient enfin 


Me hitits 
mm 


311. La fraction — ne peut se mettre que d'une seule manière 
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sous la forme + + etc. +4, de manière que a, B, etc. soient 


positifs et moindres que a, b, etc., c’est-à-dire que si l’on 
supposaif 


3 (4 G l j s 
RÉ 2+ etc. RAT + ++ te As 


on aurait nécessairement a—«, B=@, etc. A=K, tant que 
a, B', y’, etc. seront positifs et plus petits que a, D, c, etc. En 
effet, en multipliant par 7 —abcd, etc., on am= abcd, etc., 
æa/bcd, etc. (mod. a), et comme 2cd, ete. est premier avec a, 
il s'ensuit nécessairement a=4", et partant a«—« ; de même 
B=£', etc., et parconséquent 4—#. Or comme il est absolu- 
ment arbitraire par quel dénominateur commence le calcul, il 
est évident que tous les numérateurs peuvent être cherchéscomme « 
dans le n° précédent, par exemple, # par la congruence 
Bacd, etc. =m (mod. b), y par la congruence yabd, etc.=m 
(mod.c), etc. La somme de toutes les fractions ainsi calculées, 
sera égale à la proposée , ou la différence sera un nombre en- 
tir — k, ce qui nous donne un moyen de confirmer le calcul. 


Ainsi dans l’exemple du n° précédent , les valeurs des expressions 
33+ (mod. 4), 385 (mod. 3), #35 (mod. 7), #7 (mod. 1), 
donnent les nuinérateurs 1, 2, 1, 4, qui Encres aux déno- 


minateurs 4, 3, 7,11, et l'on trouve que la somme de ces frac- 
tions surpasse d’une unité la fraction proposée. 


319. Définition. Si l’on convertit une fraction ordinaire en 
fraction décimale, la suite de figures décimales (*) (en excluant 
la partie entière, s'il y en a), soit finie, soit infinie, s’appellera 
mantisse de la fraction, en prenant ici dans une acception plus 
générale une expression qui n'était jusqu’à présent usitée que pus 
les logarithmes. Ainsi, par exemple, la mantisse*de la fraction à : 
est 125, la mantisse de la fraction #5 est 1875, celle de la frac- 
tion # est 054054...... À l'infini. 


IL suit de là sur-le-champ, que deux fractions 2, © de même 


(*) Pour abréger, nous ne nous arrêtons qu au. système , décimal yulgaire, 
quoique nos recherches pussent s'étendre à un système quelconque. 
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dénominateur ont des mantisses égales où différentes, suivant que 
les numérateurs /; m sont congrus où incongrus suivant 7. Une 
mantisse finie ne change pas lorsqu'on ajoute plusieurs zéros à 


sa droite, La mantisse de la fraction =" s'obtient en retranchant 
la première figure de la mantisse de la fraction en et générale 
ment,.la mantisse de la. fraction ee se trouve en refranchant 
les » premières figures de la mantisse de la fraction _ La man- 


e “ ps E . e « e e. : 
tisse de la fraction - commence par un chiffre significatif, si 


n < 10 ou — 10; mais si z> 10, et que le nombre de ses chiffres 
soit £; les k—1 premières figures-de la mantisse seront des zéros , 


et la 4” un chiffre significatif. Il suït de là que si : et . ont 


dés mantisses différentes, c’est-à-dire, si Z et m sont on 
suivant z, ces mantisses né peuvent avoir les premiers chiffres 
égaux, et qu’elles diffèrent äu moins dans le 4" 

313. PROBLÈME. Etant donné le déhominateur d'une frac- 


LA m Q .n L 
tion —, et les k premières figures de sa mantisse, trouver le. 


numérateur M, qué nous SUpposons À plus petit que n. 

Considérons ces X figures comme un nombre entier; multi- 
plions-le par z er divisons ‘e produit par 10", en en retranchant 
les À premières figures; si le quotient est entier, …’est-à-dité, si 
les chiffres retranchés sont des zéros, ce sera évidemment le nu- 
mérateur cherché, et la mantisse donnée sera complète, sinon 
le numérateur cherché sera l’entier immédiatement plus gränd Fr 
ou ce quotient: augmenté de l'unité, lorsqu'on en aurä retranché 
la partie décimale. La raison de cette règle se tire si facilement 
des observations que nous avons faites à la fin du n° précédent, 
qu’il n’y a pas besoin de plus grands développemens. 

Exemple. Si l’on sait que 69 sont les deux premières figures 
de la mantisse de la fraction dont le dénominateuùr est 23. ona 
le produit 25.69 — 1587; retranchant les deux derniers chiffres, 
et ajuutant l’unité, on trouve 16 pour le numérateur cherché. 

314. Considérons d’abord les fractions dont les dénominateurs 
_sont des nombres premiers ou des puissances de nombres premiers; 
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nous ferons voir ensuite comment on peut y ramener les autres: 
Nous commencerons par observer que la mantisse d’une telle frac- 


tion —, dans laquelle nous supposons que le numérateur a ne 


soit pas divisible par le nombre premier p, est toujours finie 
lorsque p—2, ou —5, et qu’elle est composée de k chiffres. 
Dans le premier cas, cette mantisse, considérée comme un nombre 


74 ë# . . 
entier , sera 5"a; dans le second, 2la. Ces vérités sont si évi- 
dentes, qu'il est inutile de s’y arrêter. 


Mais si p est un autre nombre premier, 10'& ne sera Jamais 
divisible par P’, quel que grand que l’on prenne r; d’où il suit que 


la mantisse de la fraction F— _ est nécessairement infinie. Sup- 


posons que 10° soit la plus petite puissance de 10 qui soit con- 
grue à l'unité, suivant le module p” (V. Section III, où nous 


avons fait voir que e est égal à (p—1) pe ,ou à une partie 
aliquote de ce nombre), on voit facilement que 10‘a est le pre- 
mier nombre de Ja suite 104, 1004, 10004, etc. qui soit con- 
gru avec a, suivant le même module. Or comme, par le n° 3r2, 


. : 10 00 1000€& 10°.a 
les mantisses des fractions —, - —) —, etc. —* résultent 


P P P. 
de celle de la fraction F en supprimant le premier chiffre, les 


deux, trois, etc. e premiers chiffres, il est évident que dans 
cette mantisse, après les e premiers chiffres, et non auparavant, 
les mêmes chiffres reparaîtront dans le même ordre. Ces € pre- 
miers chiffres qui, répétés à l’infini , forment la mantisse, peuvent 
être nommés période de cette mantisse ou de la fraction, et il 
est clair que la grandeur de Ja période, c’est-à-dire le nombre 
des chiffres qui là composent, qui est —e, est tout-à-fait indé- 
pendant du numérateur 4, et que le dénominateur seulle détermine. 


Ainsi, par exemple, la période de la fraction Æ est o9, celle 
de la fraction $ est 428571 (*). 


ea emma mm emmener pr nee aene 


.. (9) Robertson marque le commencement ét la fn de la période, en plaçant 
un point sur le premier et le dernier chiffre (Theory of circulating fractions, 
Philos. trans., 1764) , mais nous ne J'ayons pas jugé nécessaire. 


312, 


» 
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315. Ainsi, dès que l’on connaît Ja période d’une fraction, on 
peut obtenir la mantisse avec autant de figures qu’on voudra ; 
d’ailleurs il est clair que si l’on a b= 10°a (mod. pl”), on ob- 


tient la période de la fraction ri (en supposant, comme il 


est toujours permis , que A <e ) on écrit les À -premiers 
chiffres de la période de la fraction F après les e—x qui 
restent, et parconséquent lorsqu'on a la période de la fraction F, 
onaen même temps celles de toutes les fractions dont les numéra- 
teurs sont congrus aux nombres 104, 1004, 10002, etc., suivant le 


module De Ainsi, par exemple, comme 6=3.10* (mod. 7), la 
période de la fraction $ se trouve au moyen de la période de la 
fraction 3; elle est 857142. | 


Donc toutes les fois que, pour le module p”, le nombre 10 est 
une racine primitive (n°® 57 et 89),.on peut, de la période de la 


fraction =, déduire sur-le-champ la période de toute autre frac- 
P 


tion = , mn n'étant pas divisible par p, en retranchant à gauche 


pour écrire à droite, autant de chiffres qu’il y a d'unités dans ’in- 
dice du nombre m1, 10 étant pris pour base. On voit par là pour 
quoi, dans la Table I, nous avons toujours pris 10 pour base, 
quand la chose était possible. 


Mais quand 10 n’est pas racine primitive, on ne peut tirer 
q P 9. 


de la période de la fraction — que celles des fractions dont Îles 
P 


dénominateurs sont congrus, suivant p”, äquelque puissance de 10. 

Soit 10‘ la plus petite puissance de 10 congrue à l'unité, suivant 

le module p!, faisons (p—1) p'— ef, ét prenons (n° 71} pour 

base une racine primitive r telle que f'soit l’indice du nombre 10, 

Dans ce système, les numérateurs des fractions dont les périodes 

peuvent se tirer de la période de la fraction =, auront pour 
CAP 


indices . 


» 3f...etc,, (e—:1)fe 
Parts ER 


304 RECHERCHES 


De la même manière, on peut déduire de la période de la frac 


tion =, celles des fractions dont les numérateurs répondent aux 
# 

F 
indices | 
frs 2/3, fi, etc. 

_ De Ia période de la fraction dont le numérafeur est 7° (l'indice 
en est 2), on déduira celles des fractions dont les numérateurs 
ont pour indices 


f+3, +2, 3f+2, etc. 


Et généralement, de la période de la fraction dont le numéra- 
teur est r'; on déduira celles des fractions dont ies numérateurs 
ont pour indices 

fi, 2f+i, 3fHi, etc. 
On conclura facilement de là que si l’on connaît seulement les 
périodes des fractions qui ont pour numérateurs 


ES Tiil lise 


bi peut tirer'tontes les autres par la seule transposition, à l’aïde 
de la règle suivante : Soit z l'indice du numérateur 77 de la frac- 


tion proposée + ,; dans le système où r est pris pour base, nous 
: 


supposons 2 << ( n— 1) PER ; on fera , en divisant par f, =2f+8, 
de manière que «, & soient des entiers positifs, ou même —=0, 
et qu'on ait 8 < f. Cela posé , la période de la fraction ,- naîtra 
P 
de celle de la fraction dont le numérateur est r° (et partant r, 
quand É—0) en plaçant les « premiers chiffres après les autres (et 
consérvänt parconséquent cette période elle-même , quand & — 0), 
Ce qui‘prétède suffit pour faire voir pourquoi, en formant la 
Tab'e I, nous avons suivi la règle exposée n° 72. 


316. Nous avons cenétruit, ‘d’après ces principes, pour.tous les 


Œ ee < -L& - , : 
dénominateurs de la forme p , au-dessous de 1000, une Table 
des périodes nécessaires, que nous donnerons en entier, et même 
continuée plus loin à la première-occasion qui se présentera, Nous 
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plaçons ici la Table TITI, pour en donner une idée; elle ne va 
que jusqu’à 100, et elle a à peine besoin d'explication. | 

Pour les dénominateurs à l'égard desquels 10 est racine pri- 
mitive, elle donne les périodes des fractions dont le numérateur 
est 1, par exemple pour les nombres: 


Ts 175 19» 23, 29, 47, 59, 61, 97; 

pour les autres, les f périodes qui répondent aux numérateurs 
1,7 r°,...7/7", périodes qui sont distinguées par les nombres 
(o), (1), (2), etc.; on a toujours pris la même base que dans la 
Table I. A l’aide de cette Table et de ce qui a été enseigné daus 
le n° précédent, on peut trouver la période d’une fraction quel- 
conque, pourvu que son dénominateur soit contenu dans cette 
Table, et que l’on ait calculé l'indice du numérateur au moyen 
de la Table I. Au reste, pour des dénominateurs aussi petits, 
on peut se passer de la Table T, en calculant par la division arith- 
. métique autant de chiffres de la mantisse cherchée, qu'il est né- 
_ cessaire, d’après le n° 313, pour la distinguer de toute autre du 
même dénominateur ( pour la Table III, il n’en faut jamais plus 
de deux), et en parcourant les différentes périodes qui répondent 
au dénominateur donné, jusqu’à ce que nous soyons parvenus 
à ces chiffres initiaux, qui indiqueront surement le commence- 
ment de la période. 11 faut cependant avertir que ces chiffres 
peuvent être séparés de manière que le premier, ou plusieurs, 
forment la fin de la période, et l’autre ou les autres la com- 
mencent. 


Exemple. On demande la période de la fraction 5. La Table I 
donne, pour la base 19, ind.12—2.ind. 2 + ind. 3=—39=—3 
(mod. 18) (n° 57). Donc, comme dans ce cas il n’y a qu’une seule 
période qui répond au numérateur, il faut transporter à la fin 
les trois premiers chiffres, ce qui donne 631578947368421052. Les 
deux premiers chiffres 63 auraient fait trouver aussi facilement 
le commencement de la période. 


Si l’on demande la période de la fraction #, on trouve pour 
le module 53, ind.45—2 ind, 3+ ind. 5 — 49; le nombre des pé- 
riodes est ici, 4—f, et l'on a 49—12f+1; donc il faut à la 
période désignée par (1) transposer les douze premiers chiffres, 

2 
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et l'on trouve 849056607735 pour la période cherchée. Les chiffres 
initiaux 84 sont dans ce cas séparés dans la Table, 


‘Nous observerons encore, qu’à l’aide de là Table IIT 6n peut 
trouver un nombre qui, pour un module donné, contenu dans 
cette Table, dans la colonne des dénominatenrs, réponde à un in- 
dice donné, ainsi que nous l’avons promis n° 59: il suit en effet de 
ce que nous avons dit plus haut, que l’on peut trouver la période 
d’une fraction au numérateur de laquelle réponde un indice donné, 
quoique ce numérateur soit inconnu; il suffit de prendre de cette 
période autant de chiffres initiaux qu’il y a de chiffres au déno- 
minateur, et par le n° 313, on trouvera, à l’aide de ces chiffres, 
le numérateur, ou le nombre cherché qui répond à l'indice 
donné. 


317. On peut par ce qui précède trouver sans calcul la man- 
tisse d’une fraction quelconque, dont le dénominateur est un 
nombre premier, ou une puissance d’un nombre premier com- 
pris entre les limites de la Table. Mais, à l’aide des recherches 
que nous avons faites au commencement de cette Section, l’usage 
de cette Table devient bien plus étendu, et elle renferme même 
les fractions dont les dénominateurs sont des produits de nombres 
premiers ou de puissances de nombres premiers. En effet, une 
pareille fraction peut 3e décomposer en d’autres dont les dénomi- 
nateurs soient ces facteurs, et ces dernières peuvent être conver- 
ties en fractions décimales , avec tel degré d’approximation qu’on 
voudra ; ainsi il ne reste qu’à les réunir par l'addition. Il est à 
peine nécessaire d’observer que le dernier chiffre de la somme 
pourra se trouver un peu plus petit qu'il ne devrait être; mais 
il est évident que l'erreur ne peut monter à autant d’unités qu’il 
y a de fractions à ajouter; ainsi il conviendra de calculer ces 


dernières avec quelques figures de plus qu'on n’en veut avoir à la 
fraction proposée. 


Considérons, comme exemple, la fraction 


= 6099380351 /* 
F=spses (te 


192222020200 


(*) Cette fraction est une de celles qui approchent le plus de la racine quarrée 
de 25, et l'excès est moindre que sept unités du vingtième ordre décimal, 
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dont le dénomivateur est le produit des nombres 16, 0, 5, 49; 
13, 47, 59. On trouve par ce qui précède 


Fait Hi HE LLtS; 


ces fractions particulières réduites en décimales, donnent 


; 
5 : 

5 —0,4444444444 A4444G4UA4 44 
45 —0,4489795918 3673469387 75 
= 0,38461535846 1538461538 46 
= 0,1489361702 1276595744 68 
53 — 0,8815559522 0538983050 84 


F —4,7958315233 1271954166 17. 


L'erreur en moins de cette somme , comparée, à la valeurexacte ; 
est moindre que cinq unités du vingt-deuxième ordre, donc les 
vingt premiers chiffres sont exacts. En poussant le calcul à un 
plus grand nombre de décimales, au lieu des deux derniers chiffres 17, 
on trouve 1893936. Au reste, chacun sentira bien, même sans 
que nous en avertissions, que cette méthode de réduire les frac- 
tions ordinaires en fractions décimales ; est principalement appli- 
cable au cas où l’on veut avoir un grand nombre de chiffres; 
car, s’il suffit d’un petit nombre, la division ou les logarithmes 
peuvent être souvent employés avec autant d'avantage. 


318. Comme nous avons ramené les fractions dont le déno- 
mipateur est composé de plusieurs nombres premiers différens , 
an cas où le dénominateur est un nombre premier, ou une puis- 
sance d’un nombre premier , il ne nous reste qu’à ajouter quelque 
chose sur la mantisse de ces fractions. Si le dénominateur ne ren- 
ferme ni le facteur 2 ni le facteur 5, la mantisse sera encore com- 
posée de périodes, parceque, pour ce cas, on parviendra aussi à 
un terme de la suite 10, 100, 1000, etc. qui soit congru à l’unité, 
suivant le dénominateur, et l’exposant de ce terme, que l’on peut 
déterminer par le n° 92, indiquera la grandeur de la période, qui 
est indépendante du numérateur, tant que la fraction est irréductible, 
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Mais si le dénominateur est de la forme Te N étant un 
nombre premier avec 10, « et B des nombres qui ne peuvent 
être zéro à-la-fois, la mantisse deviendra périodique après les « 
ou B premiers chiffres, suivant que « ou B est le plus grand; 
ces périodes seront composées d’autant de chiffres que celles des 
fractions dont le dénominateur est N. Ceci se déduit facilement 
de ce que la fraction proposée peut se décomposer en deux autres 


s 8 s 
dont les dénominateurs soient 2°5 et N , et dont la première sera 
interrompue après les « ou B premiers chiffres. 


Âu reste, nous pourrions ajouter encore beaucoup d’autres ob- 
servations sur ce sujet, surtout à l’égard des artifices au moyen 
desquels on peut construire avec une grande facilité la Table III; 
mais, forcés d’abréger, nous les omettons d’autant plus volontiers 
qu’une grande partie a été publiée tant par Robertson que par 

Bernoulli (Nouv. Mém. de l’ Acad. de Berlin, 1771). 


319. Nous avons traité (n° 146) de la possibilité de la congruence 
æ*= A (mod. m), qui revient à l'équation indéterminée x'—4+1ny, 
de manière à ce qu’il semble qu’on ait rien à desirer; mais pour 
la recherche de l’inconnue elle-même, nous avons déjà observé 
(n° 151) que les méthodes indirectes étaient de beaucoup préfé- 
rables aux méthodes directes. Si 72 est un nombre premier, cas 
auquel les autres se ramènent facilement, la Table des indicesI, 
combinée avec la Table IIT, suivant l'observation du n° 316, 
peut être employée à cette fin, comme nous l’avons fait voir plus 
généralement (n° 60); mais cette méthode ne s’étendrait qu'aux 
nombres compris dans les Tables; c’est pourquoi nous espérons 
que la méthode suivante, par sa généralité et sa briéveté, ne 
déplaira pas aux amateurs de l’Arithmétique. 


Observons avant tout qu'il suffit de connaître les valeurs de x 
qui sont positives et non plus grandes que . » puisque toute autre 


valeur sera congrue à l’une de celles-là, prise positivement ou 
négativement. Or, pour une telle valeur de x, celle de y est né- 


: LE 1 ARS 
cessairement contenue entre les limites el tm—%, Aïnsiune 
m 


méthode qui s'offre d'elle-même, consisterait à calculer la va. 
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leur de Æ+-my...#7, pour toutes les valeurs de J comprises entre 
. ces limites, et dont nous désignerons l’ensemble par «, en ne re- 
tenant que celles qui réndraient 7” un quarré. Quand m est petit, 
le nombre des essais est si peu considérable qu’il n’est presque 
pas nécessaire de chercher à l’abréger; mais quand m2 est grand, 


on peut diminuer le travail autant qu’on voudra, par la méthode 
d'exclusion suivante. 


520. Soit Æ un nombre entier arbitraire et plus grand que 2; 
soient aussi a. b, c, etc. tous ses résidus quadratiques différens, 
c'est-à-dire, incongrus suivant Æ; enfin «, B, >, etc. les racines 
des congruences ae _. 

At+mÿ=a, A+my=6, 4A+my=c, etc. (mod. E), 
que l’on peut prendre toutes positives et plus petites que Æ; si 
lon donne à ÿ une valeur congrue, suivant le module E, à l’un 
des nombres a, B, 7, etc., la valeur de N— 4+my qui en. 
résultera sera congrue à l’un des nombres a, b, ©, etc., et sera 
parconséquent non-résidu de Æ; partant elle ne pourra être un 
quarré. Par là, on peut donc rejeter sur-le-champ, dew, tous 
les nombres inutiles qui sont contenus sous les formes 


Et+ba, Et+f, Ei+, etc., 
et il suffira d’essayer les autres, dont nous représenterons l’en- 


semble par æ. Dans cette opération, nous pouvons donner au 
nombre Æ le nom d’excluant. 


En prenant pour excluant un autre nombre convenable EF”, on 
trouvera de la même manière autant de nombres «', B”, >’, etc. 
qu’il y a de non-résidus différens, et auxquels y ne peut être 
congru suivant le module £’. On peut donc encore rejeter de «° 
tous les nombres compris sous les formes 


Etta, E1+R, Et+7, etc 
On peuf continuer de cette manière les exclusions, jusqu’à ce que 
le nombre des valeurs w soit tellement diminué, qu’il ne paraisse 
pas plus difficile d'essayer directement celles qui restent, que 
d'entreprendre de nouvelles exclusions. 
Exemple. Soit proposée l'équation x? = 22 + 97y; les limites 
des valeurs de y sont —3 et24 +5:—7;; donc,comme la valeur 
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zéro est évidemment inutile, # comprendra les nombres 1, 2, 3...2/ : 
Pour E=3, ‘il n'y a qu’un non-résidu a—2, qui donne a — 1; 
il faut done exclure de w les nombres de la forme 34+:, et il 
en reste 16; de même pour E—4, on ala—2, b=—3, d'où 
a=0, B=1; on doit donc rejeter les nombres de la forme 46 
et 41, ceux qui restent sont au nombre de huit: 2, 35,6, 11, 
14, 15, 18, 23. Ensuite pour £—5, on doitrejeter tous les nombres 
5t et 5143, et il reste 2, 6, 11, 14. L’excluant 6 ferait rejeter 
les nombres de la forme 64-41, 6/4, qui ont déjà disparu, 
comme étant de la forme 351. L’excluant 7 fait rejeter les 
nombres des formes 712, 7143, 7t+5,et laisse 6, 11, 14. 
En les substituant pour y, ces nombres donnent F—604, 1089, 
1580, valeurs dont la seconde seule est un quarré. Ainsit—#59% 


321. Puisque l'opération entreprise avec l’excluant EÆ rejette 
des valeurs de F7 correspondantes aux valeurs de y comprises: 
dans w, toutes celles qui sont non-résidus quadratiques de E, 
tandis qu'elle n’atteint pas les résidus, on voit facilement que 
l'usage des excluans Æ et 2E ne présente aucune différence, 
lorsque E est un nombre impair, car dans ce cas E et 2E ont 
les mêmes résidus et les mêmes non-résidus. Il suit de là que si 
l’on emploie successivement les nombres 3, 4, 5, etc., les nombres 
impairement pairs, tels que 6, 10, 14, etc. doivent être négligés 
comme. superflus. Il est encore évident que la double - opé- 
ration entreprise avec les excluans Æ et E’ rejette les valeurs 
de IN qui sont non-résidus des deux excluans ou de l’un d’eux 
seulement, desorte que celles qui sont résidus de l'un et de l’autre 
restent seules. Or comme dans le cas où Æ et E’ sont premiers 
entre eux, tous kes nombres rejetés sont non-résidus de EE”, et 
tous les nombres conservés en sont résidus; il est clair que l’usage 
de l’excluant EE’ est le même que celui des deux excluans E et Æ, 
et que parconséquent il est superflu. On peut donc passer tous les 
excluans qui peuvent se décomposer en deux facteurs premiers 
entre eux, et parconséquent n’employer que ceux qui sont des 
nombres premiers, non-diviseurs de 77, ou des puissances de nombres 


premiers. Enfin, après avoir employé l'excluant p' > P étant un 


nombre premier, l’emploi de l'excluant p ou P » étant < pe, des 
vien 


FA 1x 
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vient superflu; car p ne conservant des valeurs de J” que celles 


qui sont ses propres résidus, on est sûr, à plus forte raison, qu'il 
ne restera plus de non-résidus de p, ni d'aucune autre puissance 


moindre quep . Mais sipoup a été employé avant p, ce der- 


_nier ne peut rejeter que les valeurs de 77 qui seraient résidus 


y AC a . Fev Ê : 
de p et non-résidus de p ; donc il suffirait de prendre pour 
a, b, c, etc. ces non-résidus de P° 


322. Le calcul des nombres «, B, y, etc. qui répondent à un 
excluant quelconque donné Æ, s’abrège beaucoup par les obser- 
vations suivantes. Soient 7, N, P, etc. les racines des con- 
gruences my=a, my=b, my=c, etc. (mod. E), et 4 la racine 
de la congruence my=— 4, on aura a M+k, R=N+E, 
7 =P+%k, etc. S'il fallait effectivement trouver M, N, P, etc. 
par la résolution de ces congruences, ce procédé ne serait pas 
plus abrégé que celui que nous avons indiqué plus haut; mais 
cela n’est point nécessaire. En effet, si d’abord Æ est un nombre 
premier , et que 77 soit résidu quadratique de Æ, il est clair , par 
le n° 98, que M, N, P, etc., qui sont les valeurs des expres- 


: a b C # Q ?: 2 
ions —, —, — : «E), “résidus diffé 
sions —, —, —, etc. (mod. E), sont les non-résidus différens de Æ, 


et parconséquent coïncident avec «, B, y, etc., abstraction faite 
de l’ordre, qui n’est ici d’aucune importance; mais si, dans la 
même hypothèse , "m estnon-résidu de Æ, les nombres M, N, P, etc, 
coïncideront avec les résidus quadratiques de E , zéro excepté. 


Si E est le quarré d’un nombre premier impair —p*, et que p 
ait déjà été employé comme excluant, il suffit, par le n° précédent, 
de prendre pour a, b, c, etc. les non-résidus de p* qui sont ré- 
sidus de p, c’est-à-dire, les nombres p, 2p, 3p, .....(p—1)p, 
(ou tous les nombres au-dessous de p° qui sont divisibles par p, 
zéro excepté) ; on voit par-là qu’on doit trouverpour M,N, P, etc. 
absolument les mêmes nombres, disposés seulement d'une autre 
manière. De même, si après l'emploi des excluans p et p*, on 
fait E—p;, il suflira de prendre pour a, b, c, etc. les produits 
de chaque non-résidu de p par p*, et de là on tirera pour 


M,N,P, etc., ou les mêmes nombres, ou les produits de p* 
| Ece 


par chacun des résidus de p, zéro excepté, suivant que "1 est ré- 
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sidu ou non-résidu de p. Généralement, si l’on prend E=p , 
toutes les puissances inférieures de p ayant été employées, on 


trouvera pour M, N, P, etc. les produits de po , par tous 
les nombres moindres que p, zéro toujours excepté, quand k est 
pair, ou par tous les non-résidus de p moindres que p, quand 
pu est impair et »#2Rp, ou par tous les résidus, quand z1Np. 


Si E—4 et partant a—2, b=5, ona pour Met N,2 et 3 
ou 2 et 1, suivant que m—=1 ou —=3 (mod. 4). Si après avoir 
employé 4, un fait £=—8, on a a—5; donc M est 5,7, 1,5, 


suivant que m=1, 3, 5, 7 (mod. 8). Généralement; si E—2"1, 
les puissances inférieures étant déjà employées, on doit poser 


1 


a=2", b=35.2" 7, quand y est pair, d’oùil résulte M , 


as —2 = . 
N=3.2" où —2" , Suivant que M=1 où =3; mais quand 
. —35 1 . Fr 
est impair, on uoïit poser a=5.2"", d’où il vient M égal au 


produit de 27° par5,7, 1 ou 3, suivant que m=1, 5, 5 ou7 
(mod. 8). | 


Au reste, les gens instruits trouveront facilement la manière 
‘dé rejeter mécaniquement les valeurs inutiles de y, après qu’on 
‘aura calculé les valeurs de «, BB, >, etc. pour tant d’excluans 
qu’il paraîtra nécessaire ; mais nous ne pouvons nous y arrêter, 
ni aux autres artifices par lesquels on peut abréger le travail. 


323. Toutes les représentations d’un nombre donné 4 par la 
forme binaire r12*-+ny*, où les solutions de l'équation indé- 
terminée 12° + n7y*°= 4 , peuvent être trouvées par la méthode 
exposée Section V, qui semble ne rien laisser à desirer du côté 
de la briéveté, si l’on a les différentes valeurs de l'expression 
V— mn, suivant le module 4 et suivant 4 divisé par ses diffé. 
rens facteurs quarrés. Mais nous allons donner ici, pour le cas 
où 772 est positif, une solution beaucoup plus abrégée que la 
solution directe, lorsqu'il faut pour cette dernière salculer: les 
valeurs dont nous venons de parler. Nous supposerons que les 
nombres 71, n, 4 soient positifs et premiers entre eux > parceque 
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les autres cas se ramènent facilement à celui-là. Il suffif encore 
évidemment de trouver les valeurs positives de x, y, puisque Les 
äutres s’en déduisent par un simple changement de signe. 


Il est clair que x doit être tel que = > que nous désigne- 


_rons par 7”, soit positif, entier et quarré, La première condition 
‘exige que x ne soit pas plus grand que Le la séconde a lieu 
par elle-même ne n=—=1, autrement elle exige que la valeur 


de l'expression = (mod. 7) soit résidu quadratique de #7, et qu’en 


désignant les diverses valeurs de l'expression LL (mod: n') 

par Er, Er, etc., x soit compris sous une des. formes: : 
niHr, nr, nitr, ni—r, etc. 

Ainsi, il serait très-simple de substituer à la place de x tous les 


nombres de ces formes et moindres que D > ombres ont 
nous représenterons l’ensemble par ©, et de ne retenir que ceux | 
qui rendraient #7 un quarré. Nous Afloës Jouner dans le n° sy3- 


vant le moyen d’abréger ie nombre de ces essais autant que l'on 
voudra, 


324. La méthode d'exclusion à l'aide de laquelle nous y par= 

viendrons, consiste, comme la précédente, à prendre à volonté 
* plusieurs nombres, qe nous appellerons encore erc/uens, À 
chercher quelles sont les valeurs de x pour lesquelles ‘7 devient 
non-résidu quadratique de ces excluans, et à rejeter de w ces va- 
leurs de x. On verra absolument de la même manière qu’au 
n° 321, que l'on ne doit employer pour excluans que des nombres 
premiers on des puissances de nombres: premiers ; ‘et que, pour un 
excluant du dernier genre, il n’y a plus à rejeter des valeurs. de F7 
que les non-résidus qui sont résidus de toutes les puissances. jafé- 
rieures du même nombre premier, si toutefois on a ee em- 
ployé ces différentes puissances. 


Soit donc 1’excluant E—p" (x pouvant êfre = 1), où P est 


un nombre premier qui ne divise pas #1, et supposons que p soit 
2 
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la plus haute puissance de p qui puisse diviser z (*). Soient ay. 
b, c, etc. les non-résidus quadratiques de E' (tous, quandu=1, 
mais ceux. seulement qui sont résidus des puissances inférieures, 
quand w>1). On cherchera les racines des congruences 


m= Ana, mz=Anb,mz=A—n0, etc. (mod. Ep =, 
que nous désignerons par «a; B, y, etc.; et l’on voit facilement 
| que si, pour une: valeur de 7 on a z°=« (mod, Ep'),la valeur 
correspondante de F sera =a (mod. £), c’est-à-dire, non-résidu 


de Æ, et de même pour B, y, etc. On voit aussi facilement, que 
si une valeur de x rend }/=a (mod. ÆE), la même valeur rendra 


æ'=a (mod. Ep}, et que parconséquent toufes.les valeurs de x 
pour lesquelles æ* n’est congru à aucun des nombres a, B, }, etc., 


suivant le module Ep , produisent des valeurs de 77 qui ne sont 
congrues à aucun des nombres a, b, c, etc.. suivant le module Æ. 
Cela posé, on choisira parmi les nombres «, 8, y, etc. tous ceux 


qui sont résidus quadratiques de Ep, évieénommantg, g', g”, etc. 
on. caléulera les valeurs des expressions yg, 8’, Ve", etc. 


(mod. Ep’), que nous désignerons par 4, #’, h", etc. Il est évi- 
dent que l’on peut rejeter de « toutes les formes 


FEp "+, Ep Pen mi red Ep 1H , etes 
et qu'aucune des valeurs de x qui resteront ne peuvent répondre 
à une valeur de F7 qui soit de la forme 
Eu+a, EuLb, Eub<+c, etc. 
Au reste il est manifeste qu'aucune valeur de æ ne peut donner 
de telles valeurs de 77, quand aucun des nombres «;, 8, >, etc. 


h'est résidu quadratique de Ep , etque, dans ce cas, le nombre Æ 
ne peut pas être employé comme excluant. 

On peut employer ainsi autant d’excluans qu’on voudra, et par- 
conséquent diminuer à volonté le nombre des valeurs de-x à essayer. 
ocean amer rater, mia eommnmmmenmentg 


(*) Pour abréger, noustraitons à-la-fois le cas où n est divisible Par P, et celui où 
il ne l’est pas; dans Je second, on doit faire y —o. 


À 
{ 


| ARITHMÉTIQUES 205. 
Eraminons maintenant si l’on ne pourrait pas employer ‘Comme 
excluans des nombres premiers diviseurs de ", et des puissances 


. de ces nombres. Soit 2 la valeur de l’expression < (mod. "m), il 


est clair que l'on a toujours 7 =2 (mod.m), quelque valeur 
que l'on prenne pour x, et que parconséquent pour que l’équa- 
tion proposée soit possible, il est nécessaire que 2 soit résidu 
quadratique de 71. Ainsi, p désignant un diviseur quelconque 
premier impair de "=, qui, par hypothèse, ne doit diviser niz, 
ni 4, ni parconséquent B; F sera résidu de p pour une valeur 
quelconque de x, et partant, p ni ses puissances ne peuvent être 
pris pour excluans. , | 


Par une raison semblable, quand # est divisible par 8, il est 
nécessaire que l’on ait B=1 (mod.8), pour que l'équation pro- 
posée soit possible; donc pour une valeur quelconque de 2, on 
aura Ÿ= 1 (mod. 8), et partant, les puissances de 2 ne peuvent 
servir d’éxcluans. | 

Quand "1 est divisible par 4 et non par 8, on doit par la mêmé 
raison avoir B=+: (mod. 4), et parconséquent la valeur de l’ex- 


pression £ (mod. 8) est 1 ou 5; désignons-la par ©. Il est facile 


de voir que, pour une valeur paire deæonaW=C,et V=C+4 
(mod. 8) pour une valeur impaire; d’où il suit que l’on doit re- 
jeter les valeurs paires quand C=5, et les valeurs impaires 
quand C=1. 
‘Enfin, quand "1 est divisible par 2 et non par 4, soit encore 
Cla valeur de l’expression 4 (mod. 8), qui sera 1, 3, 5 ou 7, et 
im 


D la valeur de l’expréssion æe (mod. 4), qui sera 1 ou 3. Comme 


la valeur de 7” est toujours =C—2Dzx* (mod. 8), et partant 
=C, six est pair, et =C—2D, si xest impair; il est clair 
qu'on doit rejeter toutes les valeurs impaires de x, lorsque C=1; 
toutes les valeurs paires, quand C—3 et D—1, et quand C=7 
et D—5, et que les valeurs conservées donnent toutes FÆ=1 
(mod. 8), c’est-à-dire, Ÿ résidu de toute puissance de 2. Quant 
aux autres cas, savoir, lorsque C5 ou 8 et D—3, lorsque 
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C:=7 et Dæ7, on trouve Y=3, 5 ou 7 (mod. 8), soit que 
æ soit pair, soit qu’il soit impair, d'où il résulte évidemment 
que, dans ces cas, l'équation proposée n’admet aucune solution. 


Au reste, comme après les changemens convenables, on peut 
chercher la valeur de y de la même manière que nous avons 
cherché celle de +, on peut appliquer de deux manières la mé- 
thode d’exclusion au problème proposé (excepté dans le cas où 
n=n—=1); on doit préférer celle pour laquelle © contient un 
moindre nombre de termes, circonstance dont on peut facilement 
juger à priort. ; 

Enfin, il est à peine nécessaire d'observer, que si après quelques 
‘exclusions, tous les nombres de w disparaissent, on en doit con- 
clure que l'équation proposée est impossible. 


525. Exemple. Soit l'équation 
32° + 455y° = 10857562, 


que nous résoudrons de deux manières, en cherchant d’abord les 
valeurs de x, et ensuite celles de y. 


1°, La limite des valeurs de x est, dans ce cas, ÿ/(3619120+5) . 


qui tombe entre 1902 et 1903 : la valeur de l'expression £ (mod. 455). 

est 554, et les valeurs de l'expression ÿ/354 (mod. 455) sont 

| 82, 152, 173, Hara; 

d’où il résulte que « contient les trente-trois nombres suiyans : 
82, 152, 173, 212, 243, 282, 303, 373, 537, 607, 628, 667, 
698, 737, 758, 828, 992, 1062, 1083, 1122, 1153, 1192, 
1215, 1283, 1447, 1517, 1558, 1577, 1608, 1647, :1668,. 
1758. 1902, | 

Le nombre 5 ne peut. être employé ici comme excluant, parce 

qu'il divise m1. : 
Pour l’excluant 4, on a a=2,1=5, d'où a=0, 8—3,g—0; 

les valeurs de y/g (mod. 4) sont o_et 2; il suit de JA quetous 


les nombres des formes 4t et 4142, c'est-à-dire, tons les nombres 
pairs, doivent être rejetés. Désignons par ” les seize qui restent, 


Pour Æ=5, les racines des congruences m3 =4— an, 
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mz= A=—3n (mod. 25) sont 9 et 24, qui sont toutes deux résidus 
de 25; les valeurs des expressions yg et ÿ/24 (mod. 25) soné 
3 et Fc 3 ainsi rejetant les nombres des formes 25/3, 25/7, 
ceux qui restent sont au nombre de dix: 

173, 373, 537, 667, 737, 1083, 1215, 1283, 1517, 1577. ....(w"). 

Pour £æ7, les racines des congruences 

mz=AÂ—5n, mz=A—5n, m=A—6n (mod. 49) 
sont 32, 39, 18, qui sont toutes résidus de 49; les valeurs des 
expressions ÿ/32, ÿ/39, ÿ/18 (mod. 49) sont Hg, 23, H19; 
-en rejetant de «” les nombres de la forme 

| 49tE 9, 49H19, 49{25, 

il reste les cinq suivans : 
DORA S Tr 00 1219; 1017.00 ess +..(w*). 

Pour E—8, on a a—5, d’où a —5 qui est non-résidu de 8; 
ainsi l’excluant 8 ne peut être employé. Le nombre 9 doit être 
passé, par la même raison que le nombre 3. 

. Pour E=11, les nombres a, b, etc. sont 2, 6, 7, 8, 10, et 
»—0; donc les nombres «, B, etc. sont 8, 10, 5, 0, 1, parmi 
lesquels o, 1 et 5 sont seuls résidus de 11; de là on conclut que 
l’on doit rejeter de w° les nombres de la forme 

ITS TIC, TA, 
Il reste 537, 1083, 1213; en essayant ces nombres, ils donnent 
pour 77 les valeurs 
21961, 16139, 14167, 
dont le second et le troisième seuls sont des quarrés. Donc l’équa- 
tion proposée admet deux solutions par des valeurs positives de x, y. 
X==1085, Y— 127; TL 1219, Y—=119. 


2°. Si l’on veut chercher par exclusion l'autre inconnue de 
cette équation, on la mettra sous la forme 


455zx° + 3y*— 10857362, 


en ‘changeant x et y, afin de conserver la notation des 
ns 525, 524. 
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La limite des valeurs de æ tombe ici entre 154 et 155; la va- 
leur de l'expression £ (mod. 7) est 1, et les valeurs de [4 1 (mod. 3) 


sont x et —1; donc « contient tous les nombres des formes 3/41 
et 3—1, c'est-à-dire tous les nombres non-divisibles par 3, 
jusqu'à 154 exclusivement; il y en a cent trois. En au 
les règles données précédemment, on trouve que 


pour les excluans | on doit rejeter les nombres de la forme 


5  giÆ4 

4 4t, 4i+2, c’est-à-dire les nombres pairs, 
9 | 27H71, 27110 

IL 112, 11ÉcÈ 1, 11/3 ” 
17 17125, 1714, 17125, 1917 

19. | 19/2, 1943, 19/8, 19/09 

23 234, 23145, 2317, 23/20, 23:10, 


Après avoir effacé ces différens nombres, il reste 119, 127, 437) 
dont les deux premiers seuls rendent F un quarré, et donnent les 
mêmes solutions que ia première méthode. 


326. La méthode précédente est déjà si expéditive en elle- 
même, qu'elle laisse à peine quelque chose à desirer; cependant 
elle peut encore être beaucoup abrégée par un grand nombre 
d'artifices, sur lesquels nous ne pouvons nous arrêter que légé- 
‘rement. Ainsi nous réduirons nos recherches au cas où l’excluant 
est un nombre premier impair qui ne divise pas 4, ou une 
puissance d’un tel nombre, d'autant plus que les autres cas 
peuvent se ramener à celui-ci, ou être traités d’une manière 
analogue. 

Supposons. d’abord. que l'excluant E=—p soit un nombre premier 


qui ne divise ni #3, ni», et représentons par 4, M, N, P, etc. 
les valeurs des expressions 


A na nb 


m? rm TT m° ——, etc. (mod. 2}; 


respectivement : les nombres «, 8, y, etc. se trouveront par 
les congruences 


a=k+M, B=k4N, 3=k+P, (mod.p). 
r 
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Or les nombres M,N, P, etc. peuvent. être. déterminés-par un 


‘artifice absolument semblable à celui dont nous nous sommes 


servis au n° 322, sans résoudre les congruences, et ils coïnci= 
deront, soit avec tous les non-résidus, soit avec les résidus de p 


(zéro excepté), suivant que la valeur de l’expression —T\{mod.p), ; 


ou, ce qui revient au même, suivant que le nombre — mn est 


résidu où non-résidu de p. Ainsi, dans l’exemple 2 du n° précé- 
dent, pour E—17, on a k=—7; —mn——15%65=12 est non- 
résidu de 173 donc les nombres M, N, etc. sont 1, 2, 4,8 
9, 13, 15, 16, et partant ; les nombres «, B, etc. sont 8, 9, ve 
15, 16, 3,5, 6: Parmi ces derniers, 8, o, 15 et 16 sont rési- 
dus, d'où l’on tire +, h', etc. —=Æ5, 3, 7, 4. 


Ceux qui auront fréquemment occasion de résoudre ce problème, 
gagneront beaucoup à calculer pour plusieurs nombres premiers p, 
les valeurs de k, h’, etc. correspondantes aux différentes valeurs 
de Æ (1, 2, 3....p—1), dans la double supposition où —/#"7 
est résidu, et où il est non-résidu de p. Au reste, nous observe- 


rons encore qu’il y a toujours ?(p—1) nombres À, —#h, h', etc. 


C3 


quand k et —71n sont tous deux résidus, ou tous deux non-résidus 
de p; :(p—3), quand le premier est résidu et le second non- 


résidu; :(p—1), quand le premier est non-résidu et le second 


résidu. Mais, pour éviter la prolixité, nous supprimons la. dé- 
monstration de ce théorème. 


Quant à ce qui regarde les cas où Æ est un nombre premier 
qui divise z, ou une puissance d’un nombre premier impair qui 
divise ou ne divise pas z, nous allons voir qu’ils peuvent. être 
employés d’une manière encore plus expéditive. Nous traiterons 
tous ces cas ensemble, et conservant ta notation du n°524; nous 


SJ # s - _e ‘ : 
‘ferons n=wp, desorte que 7’ ne soit plus divisible par p. Les 


* nombres #, b, c, etc. seroxit les produits du nombre D par 


tous les nombres moindres que p, zéro excepté, et par tous les 


nou-résidus de p plus petits que p. suivant Lt H est pair ou 


impair; exprimons is indéfiniment par up . Soit k une va- 


leur de l'expression — (mod. pe” ), il ne sera pas divisible par p, 
FFF 
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puisque Æ# ne lest pas; en outre il est clair que a, 8, : Vs PA 


sont congrus à 4 suivant le module p, et que partant P° Dec 
clut aucun des nombres w, si ANp; mais si ÆRp et partant 


kRp° ie soit « la valeur de l'expression yÿ/Æ (mod, pe) » qui 
ne sera pas divisible par p, et e la valeur de l’expression 


—_ (mod. p) on; aura «=r*—2erap (mod. p“+) ; d'où 


+ 


J'on conclut facilement que « est résidu de p ” , et que les va- 


leurs de l'expression y/« (mod. AS sont E(r—cap );donctous 
les nombres h, h’, h", etc. seront exprimés par la formule 


reupe tt (5. 
T1 est facile de conclure de là que les nombres k, k', h’, etc. 


se composent de 7 ajouté aux produits du nombre p° TX par tous 
les nombres au-dessous de p, zéro excepté, quand w est pair; 
ou par tous les non-résidus de p, quand y est impair et que eRp, 
ou, ce qui est la même chose, que — 2177" Rp; ou par tous les 
résidus de p, quand x est impair, et que —2"r7 Np. 


Aureste, à mesure que l’on aura trouvé les nombres k, H’, h°, etc: 
pour chacun des excluans que l’on voudra employer, on pourra 
“exécuter l’exclusion par des opérations mécaniques, qu'on décou- 
vrira facilement de soi-même, ayec un peu d'habitude, si on le 
trouve avantageux. 


() On a 

mhs= A, mas A—na, ræk (mod. p“*") et d'ailleurs na—n'up*""#, 
où en déduit sur-le-champ, par les deux premières congruences, mk—ma=na: 
multipliant la troisième par m, Qui n’est pas divisible par p, on obtient 
mrmesæna (mod. p*”"); or en prenant un nombre e tel qu’on ait 


amer Æ— n° (mod. P)» il en résulte NQ == == 2Merup rt (mod. SR . et 
partant on tire facilement de là et de la congruence précédente, après ayoir 


Aivisé par m, ar + 2erp# (mod. pi 7), ou enfin 
ie (r+ eu Re re eturp #22 = (r+ eupé "ty (mod. Ps 
(Note du traducteur.) 
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Nousdevons observer enfin que toute équation a" habrptpp M; 
dans laquelle b*— ae est négatifet ——D, peut être facilement 
_ raménée à la forme que nous avons considérée dans ce qui prés 


cède. Désignons en effet par m le plus grand commun diviseur 
des nombres a et b, et posons de 


D | 
f La ! fa ‘ / Va 
HMS == d'C— mb =n, ax+by=x; 


il en résulte l'équation mx*+ny*—a M, des solutions desquelles 
on ne doit conserver que celles dans lesquelles y est divi- 
Sible par 4°, ou qui donnent des valeurs entières de x. 

327. La solution directe de l'équation ax* + 2bxy +cy°=M, 
contenue dans la Section V , suppose que l'on connaisse les va- 
leurs de l'expression y/(b*— ac) (mod. M); mais réciproquement, 
pour le cas où D°—ac est négatif, la solution indirecte exposée 
dans les n° précédens fournit, pour trouver ces valeurs, une mé- 
thode très-expéditive, qui est bien préférable à celle du.n° 322, 
surtout quand M est un très-grand nombre. Nous supposerons que 
M est nombre premier, ou du moins, s’il est composé, que ses 
facteurs sont encore inconnus; en effet, si l’on savait que 47 fût 


divisible par un nombre premier p, et que l’on.eût M—p?"M', 
de manière que M’ ne renfermât plus le facteur p, il serait bien 
plus commode de chercher séparément les valeurs de y/(b*—ac) 


pour les modules p* et M (en déduisant les premières des va- 
leurs pour le module p (n° io1)), et d'en conclure, par la com- 
binaison, les valeurs pour le module A (n° 105). 


I1 faut donc chercher les valeurs de ÿ/—D (mod. M), où D 
et M sont supposés positifs, et A7 contenu sous la forme des di- 
‘viseurs de z° + D (n° 147 ec suivans);, en effet, autrement il 
scrait évident qu'aucun nombre ne satisferait à l'expression pro- 
posée. Soient Hr, 7’, br”, ete. kes valeurs cherchées qui se- 
ront toujours opposées deux à deux, et 


D+r—Mh, D+r=M}#, D+r"=Mh, etc. 
désignons par À, —K, Æ°, —X", K', — A", etc. les classes 
auxquelles appartiennent Jes formes 
(Mr, b), (4,2, D) (Mr, M, RL Mr, N) ete. 
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et par T l’ensemble de ces classes. Généralement parlant, ces 
classes doivent être regardées comme inconnues; cependant il est 
clair, 1°. qu’elles sont toutes positives et proprement primitives ; 
2°, qu'elles appartiennent toutes à un même genre, dont le ca- 
ractère peut facilement se conclure de la nature du nombre M, 
c’est-à-dire, de ses relations avec les différens diviseurs premiers 
de D, et de plus avec 4 où 8, quand il y a lieu (n° 230). Puisque 
nous avons supposé que M est contenu sous une forme de divi- 
seurs de 4° D, nous sommes sûrs d’avance qu’il répond à ce 
caractère un genre positif proprement primitif de formes de dé- 
terminant —D, quand bien même l'expression ÿ—D (mod. M) 
ne pourrait être satisfaite. Donc, puisque ce genre est conny, 
on peut trouver toutes les classes qui y sont contenues; désignons-les 
par C, C’, C”, etc., et leur ensemble par G. Les différentes 
classes À, —X , etc. doivent être identiques avec quelque classe 
comprise dans G; il peut arriver aussi que plusieurs classes de T 
soient identiques entre elles et qu’elles le soient parconséquent 
avec une même de G, et quand G n’en contient qu’une seule, 
il est certain que toutes les classes de T coïncident avec elle. 
Donc si des classes C, C”, C”, etc., on tire les formes les plus 
simples f, f’, f”, etc. respectivement, une forme de chaque classe 
de T se trouvera parmi elles. Or si ax° + 2bxy + cy* est une forme 
contenue dans la classe X, il y aura deux représentations du 
nombre M, par cette forme, appartenantes à la valeur r, et si 
l’uneest x—m, y=n, l’autresera x—=—1"1, y——n. On doit 
excepter le seul cas où D=1, dans lequel il y aurait quatre re- 
présentations (n° 180). 


Il suit de là que si on cherche toutes les représentations du 
nombre M par les différentes formes f, f”, f', etc., par la mé- 
thode indirecte exposée précédemment, et qu’on en tire les va- 
leurs de l’expression ÿ—D (mod. M), auxquelles chacune d’elles 
appartient (n° 154 et suivans), on aura routes les valeurs de cette 
expression et même.chacune d'elles deux fois, ou quatre fois si 
D= 1. Si parmi les formes f, f', etc., il s’en trouve quelques- 
unes par lesquelles M ne puisse pas être représenté, il s’ensuit 
qu’elles n’appartiennent à aucune classe de T, et que parcon- 
séquent elles doivent être négligées; et si AZ ne pouvait être 
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représenté par äucune de ces formes » alors D icrait certaihement 
 non-résidu quadratique de M. 


Nous ajouterons encore sur ces opérations les observations sui- 
es qui sont essentielles. 


. Les représentations du nombre M par les formes f, f’, etc. 
ER nous employons, sont supposées avoir lieu par des valeurs 
premières entre elles des indéterminées x, 3 Sil.sen présente 
d’autres dans lesquelles ces valeurs aient un commun diviseur hs 
(ce qui ne peut arriver que lorsque p* divise M, et qui arri- 


vera nécessairement si —DR æ elles doivent être négligées 


dans nos Recherches, quoique, sous un autre aspect , elles puissent 
être utiles. 


. Toutes choses d’ailleurs égales, le travail sera évidemment 
ut plus facile, que le nombre des classes f, f”, f', etc. 
sera moins grand, et il est parconséquent le plus court possible 
quand D est un des soixante-cinq nombres consignés au n° 303, 
pour lesquels il n’y a qu’une seule classe dans chaque genre. 


3°. Puisqu’il y a toujours deux de ces représentations, =", 
Y=A; Z=—mMm, ÿ—=—n qui appartiennent à la même valeur, 
on voit qu’il suffit de considérer celles dans lesquelles y est po- 
sitif, et de cette manière les représentations différentes corres- 
pôndent à des valeurs différentes de l’expression y—D (mod. W), 
et le nombre de toutes les valeurs est égal au nombre des re- 
présentations, en exceptant toujours le cas où D=1, dans lequel 
le premier nombre n’est que la moitié du second. 


4°. Comme il suffit de connaître l’une des deux valeurs r, —r, 
pour avoir l'autre, les opérations peuvent encore g'abréger; si 
la valeur r s’obtient par la représentation du nombré M par une 
forme contenue dans la classe ©, la valeur opposée — 7 se tirera 
évidemment de la représentation par une forme contenue dans la 
classe opposée, qui sera différente de la classe C, si celle-ci n’est 
pas ambiguë. Il suit de là que, quand toutes les classes de G ne 
sont pas ambiguës, il ne faut considérer que la moitié des autres, 
c’est-à-dire, que de deux opposées, on prendra, lune et l’on né- 
gligera l’autre, quc l'on voit d’avance et sans calcul devoir fournit 
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des valeurs opposées à celle que donne la première. Mais Hal 
C est une classe ambiguëé , elle. donnera à-la-fois les deux 
valeurs r et —r: si l’on a choisi dans © la forme ambigué 
ax® + 2bxy + cy', et que la valeurr résulte de la représentation 
z=m, y=n, la valeur —r résultera de la représentation 
HE = TN 

b. Dans le‘cas où D =r+, il n’y a qu’une seule classe dans 
laquelle on peut supposer qu’on ait choisi la forme 2°+ y*; et si la 
valeur r résulte de la représentation x=m, y=n, la même 
_ résultera des représentations 1 


Im, Y=—n; LREN, Y= M; LAN, Y=M), 
et la valeur opposée —r, des représentations : | 
L=M, Y= NS I=-M, Y=N, L=N, Y=M; L=-N, Y=-M; 
ainsi de ces huit représentations, qui ne forment qu’une seule 


décomposition, une suffit, pourvu qu’à la valeur résultante nous 
joignions la valeur opposée. 


6. La valeur de l'expression ÿ/— D (mod. HÆ), à laquelle ap- 
partient la représentation M=—am"—+2bmn+cn", est (n° 155} 


(mb +nc)—1(ma+nb), 
ou‘tm'nombre quelconque congru à celui-là, suivant le module H, 


4 et » Étant tels qu'on ait wm+y7— 1; désignons cette valeur 
par ”, on aura 


mv=pm(mb nc) —Y(M— mnb—n"c) 
=(umvn)(mb+nc)=mb+nc (mod.W); 
donc v est la valeur de l'expression a (mod. 17) ; on trouve 
de. même qrie p ‘ést la valeur de l'expression — MI (mod. M). 


Ces formules sont souvent préférables à ‘celle dont on les a 
déduites, 


528. Exemples. 1°. Soit proposé de tronver les valeurs de l’ex- 
pression ÿ/—1365 (mod. 542868: =M). On a ici 
M1, 1, 1, 6, r1 (mod. 4, 3, 5, 7, 13), 

et partant il est compris sons da forme des diviseurs de Re 
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æ'+3, x'+5, et sons la forme des non-diviseurs de M7, 

&'—13, et partant (n° 150) sous la forme des diviseurs de 

x + 1365. Le caractère du genre dans lequel se trouvent les 

clagses T est | | 
4 URSS RS; = N7s = Ni13. 


F] n'y a qu’une classe dans ce genre; nous prendrons dans detre 
classe la forme 6x°+6xy+2297*. Afin de trouver toutes les re- 
présentations du nombre M4, nous ferons 27+y=—4, d’où il ré- 
sultera 3zx'*—+ 455y*=2M; cette équation admet quatre solutions 
_ dans lesquelles y est positif, À 
Y=127, 2'=H1083; y—119, 2'= Hi; 
d’où il résulte quatre solutions de l'équation $7"4-6x74229 "M, 
dans lesquelles y est positif, Tps 
æ—=478, —6o5, 547, —666 
Y==127; 1273 119, 170. 
la première solution donne pour v la valeur de l'expression ne 
ou — #14? (mod. M), d’où l’on tire 2350978; la seconde donne 
la valeur opposée; la troisième, la valeur 2600262, et la qua- 
trième, la valeur opposée. 


2°, Si l’on doit chercher les valeurs de l’expression /—286 
(mod, 4272945=— M), le caractère du genre dans lequel sont 
les classes T se trouve être 1 et 7,8; Ri1; R13. C'est donc le 
genre principal, qui contient trois classes représentées par les 


formes 
(1, 0, 286), (14,3 6, 23), (14, —6, 23). 


On doit négliger la troisième, comme oppasée à la seconde. On trouve 
deux représentations du nombre MZ par la forme x°+2867*, dans 
lesquelles y est positif, savoir, ÿ=—105, x== 1113, qui donnent 
pour l’expression proposée les valeurs 1495445: et comme M 
n’est pas représentable par la forme (14, 6, 23), il s'ensuit qu'il 
n’y a que les deux valeurs que nous venons de trouver. 


5, Étant proposée l'expression y/—70 (mod. 997331); les 
classes T devront être contenues dans le genre dont le caractère 
est 3e15,8; R5; N7. Ce genre ne renferme qu’une classe dont 
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la représentante est (5,0, 14); or on trouve, en enfreprenant le 
calcul, que 997331 n’est pas représentable par cette forme; donc 
70 est nécessairement non-résidu de ce nombre. 


329. Le problème où l’on se propose de distinguer les nombres 
premiers des nombres composés, et de décomposer ceux-ci en 
leurs facteurs premiers, est connu comme un des plus importans 
et des plus utiles de toute l’Arithmétique; tout le monde sait qu'il 


. a été l'objet des recherches des géomètres tant anciens que mo- 


dernes, et il serait inutile de donner des détails à cet égard. Ce- 
pendant on ne peut s'empêcher de convenir que toutes les méthodes 
proposées jusqu'à présent sont restreintes à des cas très-particuliers, 
ou sont si longues et si pénibles, que même pour ceux de ces 
nombres qui ne dépassent pas les limites des Tables dont on est 


_redevable à quelques mathématiciens, c’est-à-dire, pour les 


nombres à l’égard desquels ces méthodes sont inutiles, elles fatiguent 
la patience du calculateur le plus exercé, et qu'elles ne sont pour 

ainsi dire pas applicables à de plus grands nombres. Quoique ces 
Tables, qui sont dans les mains de tout le monde, et que l’on doit 
espérer devoir accroître encore par la suite, suffisent dans la plu- 
part des cas qui se présentent ordinairement; il n’est cependant 
pas rare qu’un calculateur habile tire de la décomposition des 
grands nombres en facteurs, des avantages qui compensent -au- 
delà l’emploi du temps. En outre, la dignité de la science semble 
demander que l’on recherche avec soin tous les secours nécessaires 
pour parvenir à la solution d’un problème si élégant et si célèbre, 
Aussi nous ne doutons pas que les deux méthodes suivantes, dont 
nous pouvons affirmer la briéveté et l’efficacité d’après une longue 
expérience, ne plaisent aux amateurs de l’Arithmétique. Au reste, 
il est dans la nature du problème, que les méthodes, quelles 
qu'elles soient, deviennent d’autant plus longues, que les nombres 
auxquels on les applique sont plus considérables, cependant, pour 
les méthodes suivantes, les difficultés ne s’accroissent qu'avec 
beaucoup de lenteur, et les nombres de sept, de huit et même 
d'un plus grand nombre de chiffres, ont toujours été traités, sur- 
tout par M seconde, avec un succès très-heureux, et avec toute 
la célérité que l’on peut attendre pour de si grands nombres, 
qui, suivant les méthodes connues jusqu'à présent, exigeraient | 


. Un 
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un travail intolérable, même pour le calculateur le plus in- 
 fatigable, | 

_ Avant de se servir des méthodes suivantes, il est toujours très- 
utile d'essayer la division du nombre proposé, par quelques-uns 
des plus petits nombres premiers, commne 2, 3, 5, 7, etc. jusqu’à 
19, ou encore plus loin, non-seulement afin de ne pas s’exposer 
à regretter d’avoir employé des méthodes recherchées et des ar- 
 tifices délicats pour trouver. des nombres que la seule division au- 
rait pu donner (*), mais encore parceque dans le cas où aucune 
division ne réussit, la seconde méthode emploie avec beaucoup 
de succès les restes qui en résultent. Ainsi, par exemple, si l'on 
doit décomposer en facteurs le nombre 3141509265, la division 
par 5 réussit deux fois, et ensuite la division par 5 et par 7, 
d'où l'on tire . 

314159265 = 9.5.7.099733:; 


et il suffit de soumettre à un examen plus méthodique le nombre 
097331, qu’on trouve n'être divisible ni par 11, ni par 15, ni par i7;, 
ni par 19. De même, étant proposé le nombre 43429448, nous 
supprimerons le facteur 8, et nous appliquerons les méthodes 
au quotient 5428681. 


330. Le principe qui sert de base à la PREMIÈRE MÉTHODE 
est le théorème suivant lequel out nombre positif ou négatif 
qui est résidu quadratique d'un autre nombre M, est aussi ré- 
sidu de tout diviseur de M. On sait que si M n'est divisible par 
aucun nombre premier plus petit que M, M est certainement 
un nombre premier; donc si tous les nombres premiers au-dessous 
de cette limite, qui divisent M, sont p, g, etc., le nombre DZ 
sera composé des seuls nombres p, g, etc. ou de leurs puissances; 
ou bien il renfermera un seul facteur premier plus grand qve y M, 
qui se trouve en divisant M par p, q, etc. autant de fois qu'il 
est possible. Désignant donc par « l’ensemble de tous les nombres 
premiers au-dessous de M, il suffit évidemment d’avoir tous les 
diviseurs premiers de A7 qui sont contenus dans æ. Or si l'on 


(*) D'autant plus que, généralement parlant, de six nombres il y en a à peine 
un qui soit nou-divisible par tous les nombres 2, 3, 5,....19. 


G gg 
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sait d'une mañière quelconque qu’un certain nombre r, non- 
quarré, est résidu de #7, on pourra être sûr que tout nombre 
premier, dont r est nonu-résidu, ne peut être diviseur de M, et 
parconséquent rejeter de © tous les nombres qui se trouveront 
dans ce cas (ils composent le plus souvent presque la moitié de 
tous les nombres de w). Si l’on sait encore qu’un autre nombre 
7' est résidu de M, on pourra rejeter des nombres que la première 
exclusion a laissés dans w, tous ceux dont r’ est non-résidu, qui 
composent encore presque la moitié, du moins si les résidus r 
et r’ sont indépendans, c’est-à-dire, si l’un n’est pas par lui-même 
et nécessairement résidu de tous les nombres dont l’autre est ré- 
sidu, ce qui arriverait quand rr' serait un quarré. Si l’on connaît 
encore d’autres résidus de M, r”, 1", etc. qui soient tous indépen- 
dans de ceux qui précèdent (*), on peut faire avec chacun d’eux 
des exclusions semblables, au moyen desquelles les nombres cos- 
tenus dans « décroissent avec tant de rapidité que bientôt, ou ils 
sont tous effacés, auquel tas le nombre M est premier, ou il 
en reste si peu que la division peut être essayée sans peine; dans 
ce dernier cas, parmi les nombres qui restent se trouvent néces- 
sairement les diviseurs de M, s’il en existe. Pour un nombre qui 
ne surpasse pas beaucoup 1000000 , il suffit le plus souvent de 
six ou sept exclusions; et de neuf on dix, pour un nombre de 
huit ou neuf chiffres. 11 nous reste maintenant deux choses à 
faire, 1°. à trouver des résidus de M qui soient convenables et 
en assez graud nombre; 2°. à effectuer l'exclusion de la manière 
la plus commode. Mais nous inteivertirons l’ordre de ces questions, 
d'autant plus que la seconde nous apprendra quels sont les rési- 
dus qui conviennent le mieux. 

531. Nous avons enseigné avec assez de détails dans la Section IV; 
à distinguer les nombrès premiers dont un nombre donné r est 
résidu (r n'étant divisible par aucun quarré}, d'avec ceux dont 
il est non-résidu, c'est-à-dire, les diviseurs de æ°—r d'avec les 
Pa MEN Re 


x) S; AE à 

(D à le pr oduit de tant de nombres r, 7, r’, etc. qu'on voudra ést un quarré, 
de quelconque d’entre eux, r, par exemple, sera résidu de tout sombre dont 
és autres seront residus. Ainsi, pour que les résidus soient indépendans , il faut 


que leurs produits ne puissent être’ des 8 qu 
ohne P quarres, soft qu'on les prenne deux à 
) 018 à rois, ou quatre à quatre, etc, 
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son-diviseurs ; on a vu que les premiers étaient contenus sous 
des formes de cette espèce : 


rza, rz+b, etc., ou 4rz+a, 4rzb, etc 
et les derniers sous des formules semblables. Toutes les fois que 
r est un nombre assez petit, les exclusions pourront s’exécuter 
très-commodément, à l’aide de ces formules; ainsi, par exemple, 
quand r—1, il faut exclure tous les nombres de la forme 
42 +3; tous les nombres de la forme 8:43 et 8:45, quand 
r—=2, etc, Mais comme on n’est pas toujours maître de trouver 
de tels résidus du nombre proposé, et que l'application des for- 
_ mules n’est plus assez commode quand r est un grand nombre, 
on gagne beaucoup et l’on diminue prodigieusement le travail 
des exclusions, si pour une assez grande quantité de nombres (r) 
non-divisibles par des quarrés, pris positivement et négativement, 
on construit une table dans laquelle on ait distingué les nombres 
premiers qui sont résidus des différens nombres (r), d’avec ceux 
qui en sont non-résidus. Cette table pourra être disposée comme 
la petite table II qu’on trouve à la fin de eet ouvrage , et dont 
nous avons déjà donné la description (n° 99); mais pour qu’elle 
présente toute l’utilité convenable au but que nous nous proposons, 
les nombres premiers placés en marge, ou les modules, doivent 
être continués bien plus loin, par exemple, jusqu’à 1000 ou 10000; 
et en outre, on obtiendra un grand avantage, si l’on place en 
tête même les nombres composés et les nombres négatifs, quoique 
cela ne soit pas absolument nécessaire, comme on peut le voir 
par la Section IV. On atteindrait le plus haut point d'utilité, si 
les colonnes verticales dont elle est composée étaient détachées et 
rassemblées sur des lames ou bétons semblables à ceux de Neper; 
desorte que l’on pût considérer séparément celles qui sont néces- 
saires dans chaque cas, c’est-à-dire, celles qui répondent aux 
nombres r, r’, r”, etc. qui sont résidus du nombre à décomposer. 
En supposant ces bâtons convenablement placés auprès de la pre- 
mière colonne qui renferme les modules, c’est-à-dire, de manière 
que les parties de ces bâtons qui correspondent à un même nombre 
premier de la colonne des modules, soient dans une même ligne 
horizontale, il est évident qne les nombres premiers qui restent 


daus « après les exclusions faites avec les résidus 7, 7°, 7°, etc. 
| ee 
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‘&æ. recottiaftront immédiatement à l'inspection: en effet, ce sonf 
ceux de la première colonne auxquels répond dans chaque colonne 
le petit trait indicateur , tandis que l’on doit rejeter tous ceux 
auxquels répond un espace vide dans un quelconque des bâtons. 
Un exemple éclaircira suflisamment cette explication, 


Si l’on sait, d’une manière quelconque, que les nombres 
—6, +13, —14, H175 37; —53 


sont résidus de 997331, on doit rassembler la première colonne, 
qui, dans ce cas, doit être zontinuée jusqu’à 997, c’est-à-dire, 
‘jusqu’au nombre immédiatement moindre que 997331, et les 
bâtons en tête desquels sont inscrits les nombres —6, 13, etc. 
Voici une partie du tableau que l’on forme de cette manière 


etc. etc. erc. 


De la même manière qu’on reconnaît ici à l'inspection, que des 
nombres premiers contenus dans ce tableau, 127 est le seul qui 
reste dans w, après l'exclusion faite avec les nombres —6, 15, etc. : 
on reconnaîtra, en achevant le travail jusqu’à 097, qu'il n’en 
reste effectivement pas d'autre, En essayant la division par 127, 
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elle réussit ; et l'on a | 
997331 = 127 X 7853 (*). 

Au reste, il suit de ce que nous venons d’exposer, qu'il faut 
employer surtout des résidus qui ne soient pas très-grands, ou 
du moins qui puissent se décomposer en facteurs premiers de gran- 
deur moyenne, puisque l’usage immédiat de la table auxiliaire 
ne s'étend pas au-delà des nombres placés en tête, et que l'usage 
médiat ne s’étend qu’aux nombres qui peuvent se décomposer en 
facteurs premiers contenus dans la table. 


332. Nous donnerons trois méthodes différentes. pour trouver 
des résidus du nombre M; mais avant de les exposer, nous pré- 
senterons deux observations à l’aide desquelles on pourra déduire 
des résidus plus simples, lorsque ceux que l’on aura obtenus ne 
paraîtront pas convenables. 


1°. Si le nombre aX:, divisible par le quarré 4, que nous sup- 
_posons premier avec M, est résidu de M, a sera aussi résidu ; 
ainsi les résidus divisibles par de grands quarrés sont aussi utiles 
que les petits, et nous supposerons que les résidus trouvés par les 
méthodes suivantes aient été délivrés de leurs facteurs quarrés. 


2°. Si deux ou plusieurs nombres sont résidus, leur produit 
le sera aussi. En combinant cette observation avec Îa précédente, 
on peut très-souvent déduire de plusieurs résidus qui ne sont pas 
tous assez simples, un autre qui le soit beaucoup, pourvu qu’ils 
aient un grand nombre de facteurs communs. C’est pourquoi il 
est utile d’avoir des résidus composés de plusieurs facteurs qui ne 
soient pas trop grands, et il convient de les décomposer sur-le- 
champ en leurs facteurs. La force de ces observations se recon- 
paîtra mieux par des exemples et par un usage fréquent, que par 
des préceptes. 
mere mmmmmtreeemnermmemmmin 

(*) L'auteur a construit pour son propre usage une grande partie de l'appareil 
de cette table , etil l’aurait publié volontiers, si le petit nombre de ceux auxquels 
elle serait utile, suffisait aux frais d’une telle entreprise; cependant si quelque 
amateur, après s’être bien pénétré des principes , desirait se construire une pa- 
reille table, l’auteur se ferait un grand plaisir de lui communiquer, par lettres, 
les différens procédés et les artifices que l'on peut employer. 
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TI. La méthode la plus simple et la plus commode pour ceux 
à qui l’habitude a donné quelque dextérité, consiste à décom- 
poser le nombre M, ou plus généralement, un multiple quel- 
conque de ce nombre en deux parties quelconques, ensorte qu'on 
ait AM—a—+b, a et b étant tous deux positifs, ou l’un positif 
et l’autre négatif; le produit pris avec un signe contraire sera 
résidu de M; en eflet, on aura — ab=a*=b* (mod. M), et 
partant —abRM. On doit prendre les nombres a et b de manière 
que le produit soit divisible par un grand quarré, et que la di- 
vision donne un quotient assez petit, ou du moins décomposable 
en facteurs qui ne soient pas trop grands, ce qu’on peut toujours 
faire sans peine. On doit surtout recommander de prendre pour a 
un quarré, ou le double, ou le triple d’un quarré, dont la diffé- 
rence avec M soit petite ou du moïns décomposable en facteurs 
qui puissent être employés commodément. 


Ainsi, par exemple, on trouve : 


997331 = (999) — 2.5.67 =(994) + 5.11.13* 
= 2.(706)+3.17.3* = 3.(575) +11.51.4 
=3.(577)—7.13.4 =53.(578) —7.19.37 
= 11.(299)°+-2.3.5.29.4 = 11.(301) + 5.11°, etc. 
On tire de là les résidus : 


2.5.67,—5,11,=—2,3.17,—3.11.31, 3.7.13, 3.719.37, —2.8.5,11.29$ 
la dernière décomposition donne le résidu —5.11, que nous avons 
déjà. Au lieu des résidus — 35.11.81 et —2.5.5.11.20, on peut 
tirer de leur combinaison avec —5,11, les résidus 3,5.31, 2.5.20. 


IT. La seconde et la troisième méthode se déduisent de ce 
que, si deux formes binaires (4, B, C}), (4’, B', C') de même 
déterminant M ou —M, ou plus généralement Æ4M, appar- 
tiennent au même genre, les nombres 44’, AC, A'C sont ré- 
sidus de AM, ainsi qu’il est aisé de le conclure de ce que le 
nombre caractéristique de l’une des formes est également celui 
de l’autre, et que parconséquent, si l’on représente ce nombre 
par #2, les nombres m4, mC, m4’, mC' sont tous résidus de AM. 
Si donc (a, à, a’) est une forme réduite de déterminant positif M, 
ou plus généralement, de déterminant 4, «et que (a’, #, a"), 
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_ (a, b”, a"); etc. soient des formes de sa période, qui sont pars 
conséquent équivalentes à (a, à, a‘) et du même genre qu'elle, 
les nombres aa’, aa”, aa”, etc. sont tous résidus de M. On cal- 
cule avec facilité un grand nombre de formes d’une pareille pé. 
riode, à l’aide de l'algorithme du n° 187. On obtient ordinairement 
les résidus les plus simples en faisant a —1; on rejettera ceux qui 
 seraiént composés de trop grands facteurs. 

Nous joignons le commencement des périodes des formes 

(1, 098, — 1327) et (1, 1412, —018), 3 

dont les déterminans sont 907331 et 1994662 respectivement , 
c’est-à-dire, M et 2W: 


( 1, 098, —1327) ( 1, 1412, —918) 
(—1327, 329, 670) ( —018, 1342, 211) 
( 670, 341, —1315) Q 211, 1401, —151) 
(—1315, 974, . 37) (—151, 1917, +725) 
( 37, 987, —626) ( 1723, 406, —1062) 
( —626, 891, 325) (—1062, 656, 1473) 
( 325, 734, —1411) ( 1473, 817, —go1) 
(—1411, 677; 382) ( —go1, 085, 1137) 
( 382, 851, —715) Hot elc 
Ainsi tous les nombres: =-1327, 670, etc. sont des résidus dé 
097331 ; et en népligeant ceux qui renferment de trop grands fac- 
teurs, il reste les suivans : 
2,5.67, 37, 13, —17.83, —5,1 1.13, —2,5.17, 2.59, —17.53, 


Nous avions déjà trouvé le résidu 2.5.67, ainsi que —5.11, qui 
résulte de la combinaison du troisième et du cinquième. 


III. Si C'est une classe quelconque de déterminant négatif 
—M où —AM différente de la classe principale, et que sa période 
(n° 307) soit C*, C’, etc.; les classes C*, C4, etc. appartiendront 
au genre principal, et les classes C*, C5, etc. appartiendront au 
même genre que C. Si donc (2, b, c) est la forme la plus simple 
de C, et (a, b', c') une forme d’une classe de cette période, 
de C”, par exemple, on aura a’ RM, ou aa’ RM, suivant qne 7e 
sera pair ou impair; c’, dans le premier cas, ac', a'c et cc’, dans 


D Le 
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le second, seront encore résidus. Le calcul de la période ;' C’est: 


à-dire celui des formes les plus simples, .s’exécute avec une fa- 


cilité étonnante, quand a est très-petit, et surtout quanda—3, ce 


que l’on peut toujours obtenir si AM=2 (mod. 3) (*). Voici le com- 


mencement de la période de la classe dans laquelle est contenue 
la forme (3,1, 332444): 
C=( 3, 1, 332444), C'=( 9, —2, 210815); 
C'= ( 27; 7» 36940), Ci=( 81, 34, 12327), 
Ci (245, 34, 4109), Cf— (729, 209, 1428), 
C'= (476, 209, 2187), C'— (1027, 342, 1085), 
C5= (932, —437; 1275), C"= ( 425, 12, 2347)» 
_ etc. + 
On tire de là les résidus suivans, en rejetant ceux qui sont inutiles, 
3.476, 1027, 1085, 425, 
ou, en supprimant les facteurs quarrés, 
5.7.17, 13.79, 5.7,31, 17. 
Si l’o combine convenablement ces nombres avec les huit qu’a 
donnés la méthode II, on obtient facilement les douze suivans: 
< —2..3, 15, —2.7, 17» 37,  —53, 
—5.11, 79 — 85, —2.59, —2.5.31, -2.5.67. 
Les six premiers sont..ceux dont nous nous sommes servis n° 331: 
Nous aurions pu ajouter les résidus 19 et —29, si nous avions 
voulu nous servir de ceux qu’a fournis la méthode I; quant aux 


. autres trouvés. par cette méthode, il: sont dépendans des résidus 


que nous venons de déterminer. 


333. La seconde méthode, pour décomposer. en facteurs ùn 
nombre donné, se tire de la considération des valeurs de l’expres- 
sion W—D(mod. M), et repose sur les observations suivantes : 


I. Quand West un nombre premier, ou une puissance d’un 
nombre premier, impair et non-diviseur de D, —D est résidu 
ou non-résidu de A7, suivant que M'est compris dans une forme 


om mem, 2ù 


(*) Comme le cas où M est divisible par.3, ne peut se présenter (n° 329), 
il est aisé de voir que l’on est même toüjours maître de prendre k tel que kW 
soit æu2 (mod. 3). (Vote du traducteur). 


de 
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de diviseurs ou de non-diviseurs de z*ÆD, et dans le premier 
as, l'expression ÿ/— D (mod. W) n’aura que deux valeurs qui 
seront opposées. 

IT, Mais quand M est composé et ppp" etc.; p, p', p', etc: 
désignant des nombres premiers impairs et non-diviseurs de D, 
ou des puissances de tels nombres, — D ne sera résidu de Mque 
quand il le sera des nombres p, p', p', etc., c’est-à-dire, quand 


tous ces nombres seront contenus dans des formes de diviseurs 


de x°+ D. Or en désignant toutes les valeurs de l'expression 

V—D, suivant les modules p, p', p', etc., par r, 7’, r, etc. 

respectivement, on trouvera toutes les valeurs de la même expres- 

sion, suivant le module M, en déterminant des nombres qui 

soient =Ær (mod. p), ==k7" (mod. p'}, etc.; ainsi le nombre 
æ 


de ces valeurs sera 2, si l’on exprime par x le nombre des fac- 
teurs p, p', p’, etc. Si donc ces valeurs sont R, —R, R', —R, 


F', etc., la congruence R=R a évidemment lieu par elle-même, 
suivant tous les modules de p, p', p', etc. , et la congruence R=—R 
n’a lieu suivant aucun de ces nombres; donc le plus grand com- 
mun diviseur de R —R et de M est M, et celui de R+R et 
de M est 1; mais deux valeurs telles que À et R’, qui ne sont 
ni identiques, ni opposées, seront nécessairement congrues , sui= 
vant un ou plusieurs des nombres p, p',p", etc. mais ne le seront pas 
suivant tous, et l’on aura, suivant les autres, R=—R"; donc 
le produit des premiers est le plus grand commun diviseur des 
nombres M et R—R', tandis que le produit des derniers est le 
plus grand commun diviseur des nombres M et R4+R’. Il est 
facile de conclure de là que si l’on cherche ies plus grands com- 
muns diviseurs entre M et les différences d’une valeur donnée de 
l'expression y/—D (mod. M) à toutes les autres, l’ensemble de 
ces communs diviseurs contiendra les nombres 1, p, p', p", etc. 
et les produits de ces nombres pris deux à deux, trois à trois, etc. 
On parviendra donc de cette manière à déterminer les nombres 
pp p' éfc., à l'aide des valeurs de cette expression. 


Au reste, comme la méthode dn n° 527 réduit la recherche 
des valeurs de l'expression y —D (mod. M) à celle des valeurs 


qui sont de la forme — (mod, M), dans lesquelles le dénomi- 
Hhh 
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pateur 7 est premier avec W, il n’est pas nécessaire, pour parve- 

nir à notre but, de trouver ces valeurs; car le plus grand com 
mun diviseur du nombre M et.de la différence R—R, Ret K 


| 
.Mm m 0 
correspondant à + et 7, sera évidemment le plus grand commun 


diviseur des nombres M et nn (R—R"), ou des nombres M et 
ni=mn, puisque ce dernier. est congru à 2n'(R—R') suivant 
le module A. 

334. L'application des observations. précédentes au problème 
dont il s'agit, peut se faire de deux manières; la première non- 
seulement décide si le nombre proposé 47 est premier ou com- 
posé, mais encore donne dans le dernier cas les facteurs eux- 
mêmes; la seconde a l’avantage de l'emporter le plus souvent par 
la briéveté des calculs, mais quelquefois elle ne donne pas les 
facteurs des nombres composés, ‘à moins qu’on ne la répète plu- 
sieurs fois; au reste elle distingue avec autant de facilité que la 
première, les nombres premiers des nombres composés. 

I. On cherchera un nombre négatif — D qui soit résidu qua- 
dratique de M, et l’on peut employer à cette recherche les mé- 
thodes exposées n° 332, I et II. Il est indifférent en soi de prendre 
tel ou tel résidu , et il n’est pas nécessaire, comme dans la so- 
lution précédente, que D soit un petit nombre; mais comme le 
calcul deviendra d’autant plus simple, qu’il y aura moins de 
classes de formes binaires, dans chaque genre proprement primi- 
tif de déterminant — D, on trouvera de l’avantage à choisir, s’il 
est possible, un des soixante-cinq nombres cités au n° 303. Ainsi 
pour M—997331, parmi tous les résidus déterminés plus haut, 
le plus avantageux est — 102. On cherchera toutes les valeurs de 
l’expression /— D (mod. M), et s’il n’y en a que deux qui soient 
opposées, AI sera certainement un nombre premier , ou une puis= 
sance d’un nombre premier; s’il y en a un plus grand nombre, 


2, par exemple, M sera composé de y facteurs qui sont des 
nombres premiers, ou des puissances de nombres premiers. Or 
il sera extrêmement facile de reconnaître si ces nombres sont pre- 
miers, ou des puissances de nombres premiers, et dans ce der- 
nier cas, la méthode par laquelle on trouve les valeurs-de y—D 
(mod.WZ) indique d’elle-même tous les nombres premiers dont une 
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certaine puissance divise le nombre M; savoir, si M est divisible 
par le quarré d'un nombre premier + , le calcul conduira certai- 

nement à une ou plusieurs représentations du nombre M, telles 
. que M=am"+2bmn+4cn*, dans lesquelles le plus grand commun 
diviseur des nombres 73 et n est æ, et cela arrive parcéqu’alors 


— D est aussi résidu de Le mais quand il n’y a aucune repré- 
sentation dans laquelle 72 et z aient un diviseur commun, c’est 
un indice certain que À n’est divisible par aucun quarré, et 
que parconséquent p, p', p’, etc. sont des nombres premiers. 

_ Exemple. Par la méthode exposée plus haut, on tronve quatre 
valeurs de l'expression y —408 (mod. 997331) qui coïncident avec 
celle des expressions = 156*, 218%; les plus grands communs 
diviseurs du nombre 997331, avec 


3.1664— 113.28024 et 3.1664—+ 113.2824, 


ou avec 314120 et 524104 sont 7853 et 127, d'où l'on tire, 
comme ci-dessus, 997331 =7853. 127. 

II. On prendra un nombre négatif —D, tel que M soit con- 
tenu dans une des formes de diviseurs de x*+ D ; quoiqu’on puisse 
choisir ce nombre de telle grandeur qu’on voudra, il est avanta= 
geux de chercher à rendre le plus petit possible le nombre des 
classes contenues dans les genres de déterminant — D. Au reste 
on ne rencontre aucune difficulté dans la recherche de ce nombre; 
en effet, parmi une quantité considérable de nombres essayés , il 
yen a presque autant pour lesquels M soit dans une forme de 
diviseurs, qu’il y en a pour lesquels A soit dans une forme de 
non-diviseurs. Îl sera donc convenable de commencer les essais 
par les soixante-cinq nombres du n° 303, à partir des plus grands, 
et s’il se trouvait qu'aucun d’eux ne fût convenable (ce qui n’ar- 
rive, généralement parlant , qu’une fois sur 16384), on passerait 
à d’autres pour lesquels il n'y eût que deux classes dans chaque 
genre. 


On cherchera alors les valeurs de l’expression ÿ/—D (mod.#7), 
et si l'on entrouve, les facteurs de M se déduiront absolument 
de la même manière qüe plus haut; mais si l’on n'obtient au- 
cunes valeurs , c’est-à-dire, si — D n’est pas résidu de M, M ne 
45 a 
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sera certainement ni un nombre premier, ni une puissance d’un 
nombre premier. Quand, dans ce cas, on voudra connaître les 
facteurs eux-mêmes, il faudra recommencer l'opération avec une 
avtre valeur de D, ou recourir à une autre méthode. 


Ainsi, par exemple, on trouve que 097331 est contenu dans 
une forme de non-diviseurs pour x°+1848, z°—1365, x*+1320, 
mais dans une forme de diviseurs de x*+ 840. On parvient pour 
les valeurs de Speo y/— 840 (mod. 997331) aux expressions 


1273, 3288, d'où l’on tire les facteurs déjà connus. 


Ceux qui int un plus grand nombre d’exemples, peuvent 
consulter le n° 328, où le premier prouve que 5428681—307.17683; 
le second, que 4272 est un nombre premier; le troisième, que 
99733: est surement un nombre composé. 

Au reste, les limites de cet ouvrage ne nous permettent d’in- 
sérer ici que les bases les plus importantes des deux méthodes qui 
servent à la décomposition en facteurs. Nous réservons pour une 
autre occasion l'exposition. plus détaillée, ainsi que plusieurs tables 
auxiliaires, 
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SECTION SEPTIÈME. 


Des E quations qua déterminent les Sections circulaires. 


335. P AR M1 les accroissemens importans dont les travaux des 
modernes ont enrichi les Mathématiques, les fonctions circu- 
laires tiennent sans aucun doute le premier rang. Cette étonnante 
espèce de quantités, à laquelle nous sommes conduits à chaque 
instant dans des recherches qui y semblent tout-à-fait étrangères. 
et du secours desquelles ne peut se passer aucune partie des Ma- 
thématiques, a occupé avec tant d’assiduité la pénétration des 
plus grands géomètres, et ils en ont fait une théorie. si vaste, 
qu’on ne pouvait guère s’attendre qu’une partie de cette théorie, 
partie élémentaire et pour ainsi dire plaçée à l'entrée, pût rece- 
‘ voir des accroïssemens considérables. Je parle de la théorie des 
_ fonctions trigonométriques, qui répondent aux arcs commensu- 
rables avec la circonférence, ou de la théorie des polygones ré- 
guliers, dont on ne connaît jusqu’à présent que la plus petite . 
partie, ainsi qu’on Île verra par cette Section. Le lecteur pour- 
rait s’étonnér de rencontrer une semblable recherche dans un 
ouvrage consacré à une doctrine qui paraît au premier abord ab- 
solument hétérogène; mais l’exposition fera voir bien clairement 
quelle est la liaison de ce sujet et de l'Arithmétique transéendante. 


. Au reste, les principes de la théorie que nous enfreprenons 
d'exposer, s'étendent bien plus loin que nous ne le faisons voir 
ici, ils peuvent en effet s'appliquer non-seulement aux fonctions 
circulaires, mais aussi avec autant de succès à beaucoup d’autres 
fonctions transcendantes, par exemple, à celles qui dépendent de 


_ l'intégrale f: a et en outre à différens genres de congruences; 


mais comme nous préparons un Ouvrage assez étendp sur les fonc- 
tions transceudantes, et que dans la suite de ces Recherchcg 
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arithmétiques nous traiterons amplement des congruences, nous 
avons cru ne devoir considérer ici que les fonctions circulaires , 
et même quoique nous pussions les embrasser dans toute leur gé- 
néralité, nous les réduirons au cas le plus simple, comme on va 
le voir dans le n° suivant, tant dans le dessein d’abréger, que 
pour rendre d’une intelligence plus facile les principes tout-à-fait 
nouveaux de cette théorie. 


336. Si nous désignons par P la circonférence du cercle, ou 
quatre angles droits, que nous supposions entiers les nombres 7m 
et n, et » égal au produit des facteurs premiers entre eux a, 


b, c, etc.; l’angle A4=T peut, par le n° 310, être mis sous 
la forme à. 
A=(L+5+2+ etc.)P, 


et les fonctions trigonométriques qui en dépendent se déduiront, 
par les méthodes connues, des fonctions correspondantes aux par- 


ties SE , etc. Ainsi, comme on peut toujours prendre : pour 


a; b, c, etc. des nombres premiers ou des puissances de nombres 
premiers, il suffit évidemment de considérer la section du cercle 
en parties dont le nombre est premier, ou une puissance d’un 
-nombre premier, et le polygone de z côtés se déduira sur-le- 
champ des polygones de a, b, c, etc, côtés. Cependant ici nous 
bornerons nos recherches -au cas où l’on doit diviser le cercle en 
un nombre premier impair de parties. En effet, il est constant 
que les fonctions circulaires qui répondent à l’engle = » 36 dé- 
duisent de celles qui appartiennent à l’angle Te par la solution 
d'une équation du degré p; des premières on déduira, par une 
équation de même degré, celles qui appartiennent à l’angle Us 


de manière que, si l’on connaît déjà le polygone de p côtés, on 
a nécessairement besoin de la résolution de À—1 équations du 
degré p pour obtenir le polygone de p” côtés; et même si nous 
pouvions éteñdre notre théorie à ce cas, nous n’en serions pas 
moins conduits au même noïtibré d'équations du degté p, 
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qui ne peuvent se réduire en aüoune mauière, si p:est un nombre 
premier, d k 

Ainsi, par exemple, nous ferons voir Plus bas que le polygone 
de 17 côtés peut être constrnit géométriquement; mais pour dé- 
terminer le polygone de 289 côtés, on ne peut éviter d'aucune 
manière l'équation du dix-septième degré. 

337. Tout le monde sait que les fonctions trigonométriques 
des angles # » A désignantindéfinimentlesnombres (OP PE PÉDES ont D 
sont les racines d’une équation du degré n; ces équations sont: 


pour les sinus, | Dinan. D à) got OO Done pete = Ou... .(T), 


es es ; : : e 
cosinus, ana 10 D vu D CS) os poto = (I), 


— 


: He JS ER N: 
tangentes, Le — HIFI æ"4# + etc. 
RO ions ou eces ses (111): 


Ces équations, qui sont toutes vraies quand 7 est impair (la se- 
conde l'est même quand 7 est pair), se réduisent facilement au 
degré m, en faisant &=2#14 1, savoir, pour da première et la 
troisième, en divisant par æ et posant ensuite a =7y; quant à 
la seconde , elle renferme nécessairement la racine 2=1==008.0, 
et les autres sont égales deux à deux, cos Lcos 22 5 


(n—2)P 


cos = cos , etc. Donc l’équation est divisible par æ—1 
n 


et le quotient est un quarré. En extrayant la racine, l'équation 
devient 


D (ne > ne D!) TS 2 GLES Eu) 


re Cm) (m4) ms _ etc. —0, 


1.2 
À ; ] P 2P 3P nP 
dont les racines sont les cosinus des ang ES y pete 


On ne connaissait pas jusqu’à présent de réductions ultérieures 
de ces équations, même pour le cas où z est un nombre premier. 
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Cependant aucune de ces équations n’est si commode à a tait 
ni se prête tant à notre dessein , que l’équation æ*—1=0, dont: 
on sait que les racines sont intimement liées avec les racines des 
premières, En effet, si l’on représente par la quentité imaginaire 
y/ — 1, les racines de l'équation 4*—1=o sont représentées 
par la formule 


« KP 
cos + ésin rs 


où l’on doit prendre pour Æ tous les nombres x, 2, 3, ve mi; 


ainsi , comme on à 


1 KP KP? 
se COS — —2sin— ; 
r .& 


les racines de be (I) seront exprimées par 
ur 1), 0 y U—r) =D; 
celles de on. (EH) par = (r+ n = LÉ, 
ceHlés de l'équation (IT) par- {UD 
C'est pourquoi. nous établirons nos considérations sur l'équation 
x"1=0, en supposant que z soit un nombre premier impair; 


mais pour ne pas interrompre l’ordre de nos ner > nous 
commencerons pat le lemme suivant. 


338. PROBLÈME. Étant donnée l'équation (WW). ie 
“ etc. — 0, frouver une équation (WW), dont les racines soient 
des Dulsanre À de celles de l'équation (WW); À étant un nombre 
entier posilif donné, 


Désignons les racines de l'équation té ) par CR ” c, etc.; 


celles de l'équation (77) devront être a”, 8”, c, ete. Or, par le 
théorème de Newton , on peut trouver en cbon des coefficiens 


de l'équation (77), la somme des puissances quelconques des racines 
a, b,c, etc.; on cherchera donc les sommes 


“a + b* el © + etc., &” + + cp etc. etc. 
jusqu’à QT vf D me O7 me etc, y Fe 
d'où . 
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à d'où par le procédé inverse tiré du même théorème ; on pourra 
déduire les coefficiens de l'équation (7#7”). On voit en même temps 
que si les coefficiens de l’équation (47°) sont tous rationnels , ceux 
de l'équation (47) le seront aussi ; on pourrait même prouver par 
une autre voie, que si les premiers sont entiers , les autres le se- 
ront; mais comme ce théorème ne nous est pas RÉCeMaIe » nous 
ne nous y arrêterons pas iCi. 

339. L'équation x"— 1 — 0 (en supposant, commeil faut tou- : 
jours le faire par la suite, que z est un nombre premier impair), 
ne renferme qu’une seule racine réelle x= 1; les z3— 1 autres, 
qui sont donnés par l'équation 


TT fe AU LR etc. HR Thr=0,......(X) 
sont toutes imaginaires ; nous en désignerons l’ensemble par ©. Si 
donc r est une racine quelconque de X=0, on aura 
1=7"=7r"—=etc., et généralement 1= 7" 
pour toute valeur entière de e, soit positive, soit négative. D'où 
l’on voit que si À et u sont des nombres entiers congrus suivant 7, 
À e 0 e. Q = 
on aurar =1 ; mais si À et pe sont incongrus suivant le mo- 


dule 7, r” et rl seront inégaux. Dans ce cas, on peut déterminer 
un nombre entier », tel qu’on ait 


(Au) = 1(mod.z), et partant, To T 


donc 7“ ne sera certainement pas = 1: or il est clair que 
toute puissance de r est racine de l’équation æ"—:1=9; par- 
conséquent comme toutes les quantités 1= 7°, Tr, 7°, 7°....,7" T2 
sont différentes , elles représentent toutes les racines de l'équation 
_x'—1=0,etr, r*....r"* coïncident avec les racines Q, On 

conclut facilement de là que Q coïncide avec 7°, r", r#,..... 
76%, e étant un entier quelconque , positif ou négatif, ét non- 
divisible par 7. On aura parconséquent 


X=(x—1r)(x—1r") (ar)... (27e); 
d'où... hr ri OT mu] 3 
Et... 1er soon HOT EE 0 
Nous appellerons réciproques deux racines telles, . r et = ou 

: Xi 
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plus généralement r°,r7", et il % clair que le produit fe 


deux facteurs simples 2—7 et x — = est 


XL? == 220 COS Or I s. 


l'angle « étant — £., ou à un de ses multiples. 


340. Ainsi, comme en représentant une racine de X=—:0 parr, 
toutes les racines de l'équation x" — 1 — 0 sont exprimées par les 
différentes puissances de r, le produit de plusieurs d’entre ces ra- 
cines pourra être exprimé par r”, de quelque manière qu'il soit 
composé, À étant — 0, ou positif et < 7; et si l’on désigne par 

p(t,u,v,....) une fonction algébrique rationnelle et entière 
4. indéterminées 1; uw, », etc, dont les différens termes soient 
de la forme #° 2°»), ete, il est évident , qu'en prenant pour 
1, u, v, etc. quelquesunes des racines de l'équation 2"— 1 —0,’ 
par exemple, 142, u—=b,v=c, etc.;@(t,u,w....)pourra 
être mise sous la forme 


A AT + AP fe A Le ee Aya 


de manière que les coefficiens 4, 4’; etc. ( dont quelques-uns 
peuvent être —=0), soient des quantités déterminées; et tous ces 
coefficiens seront entiers , si tous ceux qui sont réprésentés indé- 
Don par À sont des nombres entiers. Si-ensuite l’on substitue 


» D, c'.... pour £, u, ».... respectivement, le terme tel que 
AD .. qui se réduisait à 7”, se réduira par la nouvelle 


à] 


substitution, à ri desorte que l'on aura 
(a, b*, 0°...) Ab Ar RE AT RAT he. SO, 


On aura de même en général, w étant ur nombre entier quel- 
conque 


EG" D, de A4 A AE Arr AOC IE 


proposition extrêmement importante , et qui sert de base aux re- 
cherches que nous allons faire, 


} suit de là que 
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ete 1,15...) @(a", b",c",...)—= A+ A+ A"., A, 
et que 


Pa, b,c...)+g(a”, bé...) Ho(a’,b5, c5...)-Letc.4g(a”, 87, Con Ae 
Ainsi cette somme est toujours divisible par z, quand tous les 


coefficiens déterminés (tels que À), dans œ(#, u, #.. .) sont des 
nombres entiers. 


341.. THÉORÈME. Si a fonction X (n° 339) est divisible par 
une fonction d'un degré inférieur 


PS HAxT ‘+Bx ? +etc.+Kx+L, 


les coefficiens À, B,...L ne pewwent pas être ous entiers ni 
rationnels. 


Soit X=—PQ, (x) l’ensemble-des racines de l’équation Po ; 
(x) l’ensemble des racines de l’équation Q=0, ‘ensorte que @ 
soit composé de (x) et de (x); soit encore (p) l’ensemble des 
racines réciproques aux racines (x) ,» et (c) l’ensemble des racines 
réciproques aux racines (x), et supposons que les racines conte- 
nues daæns (p) soïent dütinées ‘par l’équation R=0o, qui sera. 


évidemment - & 
z po 22 l het. +Éiti=o, 


tandis que les racines conteñues dans (6) seront données par 
l'équation S—0o. Il est manifeste que les racines (p) et (7) 
prises ensemble composent Q , et qu’ainsi l’on aura RS—:X,-Cela 
posé, nous avons quatre cas à distinguer : 

1 Quand (x) coïncide avec.(p) et qu’on a parconséquent 
P=—R. Dans ce cas les racines (x) seront réciproques deux à 
deux, et parconséquent P:est le produit de £ facteurs doubles 
tels que 

L'— 220080 1 == (x —Co8w) À sin° æ, 


d'où fl suit que quel qe soit æ, pourvu qu’il soit réel, P ob- 
tiendra ure valeur réelle positive. Soient 
P=o, P'=o, P'=0;... .P'—0 : 


les équations qui donnent les quarrés, eubés, biquarrés > etc 
: 2 
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ni puissances, des racines (x), et Ps Ps P'sce p les valeurs 
de P, P’, PT .P’ respectivement , quand on y fait æ=—1: par 


ee qui a été dit précédemment p, p'... p seront des quantités 

réelles et positives. Or p est la valeur qu’obtient la fonction 
(it) (i—u)(1—v) etc. 

quand on y substitue pour #, z, », etc. les racines (x); p' est 

la valeur de cette même fonction, quand ôn substitue pour #, 

u, v, etc. les quarrés de ces mêmes racines; et d’ailleurs la va- 

leur qui résulte de la supposition 41, 41, #=—1, etc., est 


évidemment —0; donc la somme p<+p+p'+ etc. + P sera en- 
tière et divisible par z: en outre on voit facilement que le pro- 


duit PPP'...=X", et partant ppp"... =n". 

Maintenant si tous les coefficiens de P étaient rationnels, tous- 
ceux de P’, P", etc. le seraient aussi, par le n° 338, et par le 
n° 42, ils seraient tous entiers; donc p, p', p”, etc. le seraient; 


comme d’ailleurs le produit de ces derniers nombres est 7”, et 
que leur nombre est 72—1>2, plusieurs d’entre eux devraient 
être. égaux à 1, et les autrès seraient égaux à z, ou à une puis- 
sance de 7. Si donc il y en a g qui soient égaux à 1, on aura 


p+p'+p"+etc.=£g (mod. »), 


et partant non-divisible par 7. Donc la supposition ne peut 
subsister. | 

2°. Quand (x) et (p) ne coïncident pas, mais contiennent 
quelques racines qui leur sont communes, soit (r) l’ensemble de 
ces racines, et T'—0 l’équation qui les donnerait; il suit de la 
théorie des équations que T sera le plus grand commun divi- 

seur des fonctions P et R. Or il est évident que les racines com- 
prises dans (r) sont réciproques deux à deux, d’où l’on eouclura - 
par ce quia été démontré précédernment, que tous les coefficiens 
de T'ne peuvent être rationnels. Mais cela arriverait nécessai- 
rement si tous les coefficiens de P et partant ceux de R étaient 
rationnels, comme on peut le voir par la nature de l'opération : 


par laquelle on cherche le plus grand diviseur commun; donc 
cette supposition est absurde, 
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3°, Quand (x) et (p) coïncident, ou du moins renferment des 
racines communes, on prouvera de la même manière, que tous. 
les coefficiens de Q ne peuvent pas être rationnels; or ils le se- 
raient nécessairement si ceux de P l'étaient; donc cette dernière 
Supposition est impossible. 


4. Si enfin il n’y a aucune racine commune ni à a (x) et (p), 
ni à (x) et (co), toutes les racines (7) coïncideront nécessaire- 
ment avec les racines (0), et les racines (x) avec les racines @, , 
et partant on aura P=S, Q=R; done 

À X=PQ=PR= (AD Kat D) (æ +Èx at 
d’où résulte, en faisant æ=—1, 

nL:=(i+ A+... A+ Ly. 
Or si tous les coefficiens de P étaient rationnels, ils seraient en- 
tiers (n° 42), partant ceux de R le seraient aussi; donc Z, qui 
devrait diviser l'unité, dernier terme de X, ne pourrait être que 
1, et il s’ensuivrait que x serait un quarré, ce qui est ab- : 
‘surde, puisque z est un nombre premier. 

I] suit évidemment de ce théorème, que, de quelque manière 
que l’on décompose X en facteurs, les coefficiens , ou du moins 
une partie d’entre eux, sont irrationnels, et parconséquent ne 
peuvent être déterminés que par des équations qui passentle pre- 
mier degré. 

‘342. Le but de nos recherches, qu'il n’est pas inutile d’an- 
noncer ici en peu de mots, est de décomposer X graduellement 
en un nombre de facteurs de plus en plus grand, et cela de ma- 
nière à ce que les coefficiens de ces facteurs puissent être déter- 
minés par des équations du degré le. plus bas possible, jusqu’à 
ce que, de cette manière, on parvienne à des facteurs simples, 
ou aux racines Q@. Nous ferons voir que si l’on décompose le nombre 
p—1 en facteurs entiers quelconques «, 8, y, etc. (pour lesquels 
on peut prendre les nor premiers), X est décomposable en « 


+. He) 


facteurs ‘du degré — — , dont les coefficiens seront déterminés par 
une équation du degré « ; que chacun de ces facteurs est décom- 
posable en B facteurs du degré a à l’aide d’une équation de 
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degré 8, etc. Desorte que » étant le nombre des: facteurs .« > 8; 


y>etc.s la recherche des racines (@ est ramenée à la résolution 
de » Equations des degrés «, B, y, etc. : 

1 Par exemple, pour 217, 00 à n—1=—2.2.2.2; il faut ré- 
soudre quatre équations du second degré; pour 7=75, il faut en 
résoudre trois du ‘second et deux du troisième. 


Comme nous aurons souvent à considérer par là suite des’pnis- 


sances de r dont les exposans sont eux-mêmes des puissances , et 
que ces sortes d’expressions se prêtent difficilement à l'impression, 
nous-userons de l’abréviation suivante pour r, r*, r°, etc. Nous 
écrirons [1], [2], [31, etc. et généralement [A] pour 7”, À étant 
un nombre entier quelconque. Ces expressions ne sont pas entiè- 
rement déterminées, mais elles lé devierment lorsque l’on prend 


pour You [1] une racine déterminée de Q. Aïnsi [Al'et [x] ce- 


ront en géhéral égaux où inégaux, suivant que À et w seront 
éongrus ot incongrus suivant le module x. En outre on a 


LoJ=:, Dllal=Ri+s], DID], 
et... [0] [A+ fan] [SA] ete. +[(r—1)a]=0, où 7, 
guivant que 4 est non-divisible on éivisible par. 

343. Si, pour le module 7, g est un de ces nombres que 
(Section III) nous avons appelés racines primitives, les n—41 
nombres 1, g,g8*,.….g"* seront congrus aux nombres 1, 2, 5,...7—1, 
suivant le module z, quoique. l’ordre ne soit pas fe même, c’est- 
à-dire que tout nombre de la première suite sera congru à uh 


de ceux de la seconde. Il suit de Jà que les racines 


| Œ], (e}, {s*l,..…..[e] 

coïnoident avec Q ; et de même plus généralement 
| LL D Del..Der] 
coincident avec Q@, si À est un nombre entier quelconque, mais 
non-divisible par 7. Et comme on a g"-'=1i (mod. 7), on voit 
sans peine que les deux racines (ag : Lg] sont identiques ou 
différentes, suivant que k et » soit-congrus ou incongtus suivant 


AN Re PAU s- SE FhÉrSis “ \ RTE L 
GR, FAT TE EURE & 4 i 
PUS A TU EN TEE S 

: D EVRÉ A S Ce TE ES Let dir > 

LE see À ; 
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| Sidonc G est une autre racine primitive, les racines [1], 
[g],-...[8" "1 coïncideront ainsi avec les racines [1], [G],.... 
[G"—1], abstraction faite de l’ordre. Mais en outre, on prouve 
facilement que sie est un diviseur de 7—:1, et qu’on pose 
n—1—=6f, g=h, G'=H, les f nombres 
ACER (SERIE (es 
sont congrus, suivant le modulez, à ceux-ci : 
1, M, H° H'....H—, 
sans avoir égard à l’ordre. Supposons: en effet G=£g" (mod. 7), 
ef-soit 4 un nombre quelconque. positif et < f, et » le résidu. 
minimum de po (mod.f), on aura re pue (mod. 7-1), done 


g =£g pt" (mod, #) ou H°=, 
c’est-à-dire que tout nombre de la première suite r, #, A*; etc. 
est congru à un de ceux de la seconde 1, Æ, AH, etc., ‘et ré- 

ciproquement. . | 
Il suit de là évidemment qu’il y 2 identité entre les racines 
[1], [#4], [h*l,... CAT et [r], [4], (4*],....[4£", 


ou plus généralement entre les racines 


D, D, A,..LR/-] et DA], A4], [AA]... [a]. 
Nous: désignerons. par ( f, À) la somme de: semblables racines, 
telle que | 

CA] + LAZ] + CAPT + etc. + [ak 


: et comme elle ne change pas, lorsque l’on prend pour g une 
autre racine primitive, elle doit être regardée comme indépen- 
dante deg, et l’ezsemble de ces racines s’appellera période ( f, À) 
dans laquelle on ne considère pas l’ordre des racines (*). 

Pour présenter une pareille période, il sera. convenable de 


réduire chacune des racines qui la composent à sa plus simple 
expression, en remplaçant les nombres À, Ah, Ah°, etc. par leurs 


(*) Nous pourrons dorénayant donner à la somme le nom de valeur numé- 
rique de la période, vu même celui de période, lorsqu'il n’y aura pas d'am= 
biguité à craindre. 
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” résidus minima , Suivant le module z; et si l'on veut, on Re 
ordonner les termes de la période suivant la grandeur de ces 
nombres. 


| Exemple. Pour Zz—19, 2 est racine primitive, et la période 
(6, 1) est composée des racines 


Er], (81, [64], [512], [4096], CS2768], 
OÙ... [11 [7], [81, [rx], [:2], [r8]; 


de Due Ja période (6, 2) eft composée des racines . 


(21, [3]; [D]; [r4], [16], [i7]; 


ie période (6, 3) coïncide avec la précédente, et la période 
(6, 4) contient les racines 


[4]: [6], [9]; [ro], (13), [15]. 
344. On remarquera, .au sujet de ces périodes, les observa- 
tions suivantes, qui se présentent d’elles-mêmes: 
… +, Comme on a AW=À, Ahft= Ah, etc. (mod. 7), il est 
évident que les périèdes 
CP N;: (ff; M); Cf, Nr), etc. 
sont composées des mêmes‘ racines, et généralement si À’ est. 
. une racine quelconque de (f, À), cette période sera identique 
avec ( 4 À). Donc deux périodes, de même nombre de termes 
(que: nous nommerons périodes semblables), seront identiques , 
si elles ont une seule racine commune, et parçonséquent il est 
. ‘impotsible que de deux racines contenues dans une certaine pé- 
riode , il ne s’en trouve qu’une seule dans une période semblable : 
et il est clair que si les racines [A], Lu appartiennent à la 


même période, la valeur de l'expression - — (mod. 7) sera congrue 
à une certaine puissance de #, ou de l'on pent supposer 
Næ=Ag" (mod. nr). 


2°, Sif—n—1, on a e1, et la période (f, 1) etui 
avec Q; mais dans les autres cas Q sera composé des e pé- 


riodes (f, 1, (fr 8) (Pg'hetc.,...(f, g‘—), et comme ces 
périodes sont toutes différentes entre elles, il est clair que toute 


autre période semblable (f, A) coïncide avec l'une d'elles, 
pourvu 
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Fa pourvu que [A] soit une des racines Q, c’est-à-dire; qué À ne 
soit pas divisible par z. Quant à la période ( f, o) ou ( Le Kn), 
elle est évidemment composée de f unités. On voit même que 
si À est un nombre quelconque non-divisible par #7, l’ensemble 
des e périodes 


CF, À) CP A8) (Ps 8) (Ps NE) (F5 Ag) 


coïncide encore avec Q. 


Ainsi, par exemple, pour 2—19 et f—=6, Q est composé 
des trois périodes (6, 1), (6, 2), (6, 4), à une desquelles toute 
autre semblable, excepté (6, o), peut être ramenée. 

3°. Si 7z— 71 est le produit des trois nombres positifs a, 8, ©, 
il est évidént que toute période de bc termes est composée de b 
périodes dont chacune a c termes; c’est-à-dire que (bc, À) est 
composée des périodes | 


(CHEF CHE DER CE ag" pr(cs Ag); 
c’est pourquoi nous dirons que ces re sont contenues dans 
(bc, à). 

Ainsi, pour z=—19, la période (6, 1) est composée des trois 
(2, 1), (2, 8), (2, 7), dont la première contient les racines r, r'*; 
la seconde, r°, r''; la troisième, 7’, r'*. 

345. THÉORÈME. Soient (F, À), (E, 7) deux périodes sems 
blables, identiques eu différentes, et [A], [A], [A], etc. Zes 
racines qui composent (f, À); le produit de (F, À) par (f, u) 
sera la somme. des f périodes semblables, c’est-à-dire, 

=, ap) HE, Au) + (E NH), etc. = W 

Soit comme plus haut 7—1=6/f, g une racine primitive 
pour Je module ? n,et Hors , On aura par ce . précède 

le produit cherché sera donc : 

GC; À) + Lu] CS, A) + [eh]. S, Ne) + ete, 
et partant 


Kkk 
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de x HHMiu An TE HO 1 
HA +uh J+ Dh +uh HA + uh fe. PEU +#h] 
HOT A Rue]. HA hs] 
+ etc. 
Cette expression contiendra en tout f* racines, et si l’on prend 
séparément la somme de chaque colonne verticale, on trouve 
que la somme totale est, comme nous l’avons annoncé, égale à 
(CF, Ah) +; Ah +) + (JS; A+ pb)... Cf, Mu); 
or N=AM, NA", etc., suivant le module z, et partant 
NHu=rhibps NHuEN Hp, etc. 
Nous joindrons: à ce théorème lès corollaires suivans : 
1° Æ étant un nombre entier ARE , le produit de (f, #2) 
par (f, Àu) est . | 
CF, AGHA)) CS A D)) + CP A +E)) + etc: 
2°. Comme les différentes parties qui composent ##f coïncident 
évidemment avec (f, o)—7, on avec une des périodes 
UP, 1), (5 8 (Jo 8h (Ps 8), 


il est évident que #7 peut se ramener à la forme suivante : 


AT TR ee de et 

où les coefficiens z, b, 2’, etc. sont: entiers ‘et positifs ou: quel- 
ques-uns 0; eter vuire, que le ‘produit de (75 AN) par (75 Rx) 
devient alors 


EUR DHECR D HECR get. +0 #2. 
Ainsi, pour z—19, le produit de la somme (6, 1) par eRe- 
même, ou le quarré de cette somme, est 


(6, 2)+(6, 8)+-(6, 9)+-(6, 12)+(6, 13) 4(6, 39). | 
DUe.s...... 6+2(6, 1) + (6, 2)+26, 4). 

8°. Comme le produit de chacun ‘des termes de #7°par une 
période semblable ( f, ») peut être ramené à une forme analogue, 


il est évident que le produit (f, A).( f; 4).(f, ») peut être re- 
présenté par 
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HAS HAS 8) + ete. + d(P gr), 


€; d » d’, etc. étant tous entiers et positifs, et qu’en outre , SX 
est entier, on a | | 


CPAM). Wk).(P, 4) = + AS, K)+ete. +9 (f gi). 
On étendra de la même manière ce théorème aux produits de 
tant de périodes semblables qu’on voudra, et il importe peu 
que ces périodes soient toutes différentes, ou en partie diffé- 
rentes, et en partie identiques, ou même toutes identiques. 


_ 4 II suit de là que si dans une fonction algébrique ration- 
nelle etentière F—® (1, u, v...), on substitue pour les indé- 
terminées £, , v, etc. respectivement, les périodes semblables 
(f, À), (fm), (f»), etc., la valeur de cette fonction est 
toujours réductible à la forme 


AH BP 3) + BR 8) + BE) BR 8), 
_et que les coefficiens 4, B, PB’, etc. seront tous entiers, si les 
coefficiens de la fonction F le sont eux-mêmes. Si ensuite on 
. substitue pour £, z, w, etc. respectivement les périodes ( f, A4), 
(Jf, mk), (f, vk), la valeur de F sera de la forme 
AHES AH BUS h)tete 

346. THÉORÈME. S1 l’on suppose que À est un nombre non- 
divisible par n, et.que pour abréger' on fasse (F, A)=p, 
toute autre période semblable (F, m) où p est aussi non-divi- 
sible par n, péut étre mise sous la forme 


a+ Bp + 7p°+ ec: + pt, 
de manière que les coëfficiens a, B, y,...8 , soient rationnels 
et déterminés. 

Désignons par pp’, p' etc. les périodes ( NÉ VEG Àg°) , etc. 
jusqu’à (7; Ag‘), dont le nombre este—1, et avec une des- 
quelles (f; æ) coïncidera nécessairement. On aura sur-le-champ 
l'équation. 

O—1—+p—+p + p" + p" + etc... PP (L); 
et en formant, d'après le n° précédent, les puissances de p jus- 


. qu’à p‘=!, on aura les e— 2 autres équations 
; 2 
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oO == pt + A4 + ap + ap + ap" + a"p" + efc.*. .(ET) 
o=p°+ BE bp+bp + br LP"p"— etc... (IE) 
o=pt+ C + op + cp + cp" pe cp” etes. .(EV); 


etc. 


où tous les coefficiens À, a, a’, etc., B, b, P’, etc.;, etc. sont 
entiers et indépendans de À, ainsi qu’on peut le conclure du 
n° précédent; c’est-à-dire, que les mêmes équations auront lieu 
quelle que soit la valeur que l’on donne à A: cette remarque 
s'étend à l'équation (I), pourvu que À ne soit pas divisible par ». 


Supposons maintenant (f, u)=—=p'; si (f; u) était égale à une 
autre des périodes p”, p”, etc., il’ est évident que l’on pourrait 
employer des raisonnemens analogues. Comme le nombre des 


équations (1), (II), (III), etc. est e— 1, les quantités p”, p",etc., 


dont le nombre est e—2, pourront être éliminées de manière à 
ce qu’on ait une équation telle que 


0= A4" + Bp+ Cp +etc. +<M'p + Np...... (Z), 


dans laquelle 4’, B’,...N” sont entiers et ne sont pas tous nuls 
à-la-fois. Or si N° n’est pas — 0, il est clair que cette équation 
donnera pour p’ une valeur de la forme annoncée; ainsi il ne 
nous reste plus qu’à démontrer que l’on ne peut avoir N=0o. 


En supposant N'—0 , l’équation Z devient 
M'p‘— + etc. + Cp + Bp+4=0, 


à laquelle ne peut satisfaire au plus qu'un nombre e— 1 de va- 
leurs de p. Mais comme les équations dont on a tiré Z sont 
indépendantes de À, il est clair que l’équation Z elle-même ne 
dépend pas de À, c’est-à-dire qu’elle a lieu pour toute valeur 
de entière et non-divisible par 7. Cette équation sera donc sa- 
tisfaite par les valeurs des e périodes 


1), Ge, eh Ca) 


d’où il suivrait que les valeurs de deux de ces périodes au moins 
seraient égales entre elles. Supposons qu’elles contiennent respec- 
tivement les racines 
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Le, (81, (67, ete; Or], En], nl, etc; 


ef que les nombres ©, ©’, €’, etc., , w, »', etc. soient positifs 
et 7, ce qui est permis; il est évident qu’ils seront tous diffé- 
rens , et qu'aucun d’eux ne sera —0. Désignons par F la fonction 
| L'RSATERS Det CU AL 
TX Hæ HT etc. —xz —x —2x —etc., 
dont le terme le plus élevé ne surpassera pas æ"-"; il est clair 
- qu’on aurait F—0o, si l’on faisait [1]; donc F contiendrait 
le facteur æ— [1], qui lui serait commun avec la fonction déjà 
désignée par X (n° 339): or il est facile de démontrer l’absur-- 
dité de cette dernière supposition. En effet, si X et ÆF° avaient un 
diviseur commun, il s’ensuivrait , par la nature de l’opération , qui 
sert à chercher le plus grand commun diviseur de deux fonctions 
semblables dont les coefficiens sont rationnels, que ce plus grand 
commun diviseur aurait tous ses coefficiens rationnels; car il est 
d’ailleurs évident qu'il ne peut être du degré z7—1, puisque F 
est divisible par x. Mais nous avons Ft voir (n° 341) que X 
ne peut être divisible par une fonction de degré’ inférieur à 7—1, 
dont les coefficiens soient ratiounels; donc on ne peut supposer 
que l’on ait N'=0. 


Exemple. Pour n=19 et f—6,0ona 
O=1+p-+p+ps,  p=6+2p+p+ap", 
d'où l'ontire.....p—4=—p",  p'=—5-p#p; 
ainsi 
(G, 2) = 4 — (6, 1); (6, 4) = — 5 — (6, x) + (6, 1)° 
(6, 4) = 4 — (6, 2); (6, 1) = — 5 — (6, 2) + (6, 2 
(6, 1) = 4 — (6, 4; (6, 2) = — 5 — (6, 4), + (6, 4). 
347. THÉORÈME. 82F—@ (t, u, v..…)estune fonction invariable'(*} 
algébrique rationnelle et entière de f indéterminées t,u,v, etc., 
et qu’en substituant à la place de ces indéterminées les f ra- 
ne nn M he a oc 


(*) On appelle fonctions 'invariables celles où tontes les indéterminées entrent 
de la même manière, ou plus clairement, celles qui ne changent pas, de quelque 
manière que les indéterminées soient permutées entre elles ; Hess sont la somme 
des indéterminées , leur produit, la somme de leurs produits deux à à deux, etc. 
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cines contenues dans. la période (f, À), on ramène cette fonc: 
tion à la forme 


A-HAT:]-+ A2] si etc. =W, 


_ d'aprés ce qui a été dit: (n° 540); les racines qui, dans cette 
| Expression y appartiendront à une même période quelconque de 
f termés, auront des coeficiens égaux. 


_. Soient [p], [9] deux racines qui appartiennent à une même 
; période , et supposons p et g positifs et moindres que 7; il s’agit 
de démontrer que Cp] et [9] auront dans F7 le même Ré 


‘Soit encore 9=p£ * (mod. n), etnommons [A], [A], [x], etc. ;les 
racines contenues dans (7, À), où nous supposons, À, À, À, etc. 
positifs et moindres que »; soient enfin . PAR hr etc. te ré- 


sidus 772nima positif des nombres Àg A g° s V8 » etc. suivant 


le module 25 u, pr, etc. seront évidemment identiques avec À, 
x’, etc., si l'on ne fait pas attention à l’ordre, Or il suit se 
n° de , que la fonction 


(le, De], De"... (D) 


peut être ramené à la forme 


A+ATS" HA gere. où A+ A8 AT Tete. 77"; 
en SEEN par 8, #, 0", eté. les résidus minima des nombres 


ve 
g',2g", etc. suivant le module 7; il est évident, d’après cela, 


que [9] aura dans #7" le même coefficient que [ p] dans 7#. Mais 
on voit sans peine que le développement de l'expression (1) donne 
le même résultat que le développement de l'expression 


.@{lul], Lw], [w],.etc.}, 


puisque u= \g FU = » etc. (mod. 7); mais cette expression 

donne le même résultat que - Fa TE 
e LA], (7, [A], ete.},. 

parceque les nombres uw, w', u°, etc. ne: différent des nombres 

À, À, À’, etc. que relativement à l’ordre ; qui n'influe en rien 
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dans une fonction invariable; donc #7’ et FF seront identiques , 
et partant [p] et [9] auront même coefficient dans #7  - 


Il suit évidemment de là que 77 peut être ramené sous la forme 


A+a(f 1)+a(f, DH R get ha ($ ge): 
les coefficiens Z, a, a’, etc. seront entiers et déterminés, si tous 
les coefficiens de F sont rationnels et entiers. 
Ainsi, par exemple, si 2—19, f—6 et A—1, et que la 
fonction @ désigne la somme des produits des indéterminées prises 
deux à deux, sa valeur se ramène à 


3+(6, 1) +(6, 4). 
De plus, il est facile de voir que si l’on substitue ensuite 
pour #, u, w, etc. les racines d’une autre période (f, 4), la 
valeur de F devient 


A+Ha(f, }+a(f, Kg)+a(f; kg°), etc. 
- 348, Comme dans toute équation 

af arf Æ Ba — af L etc. —0 
les coefficiens «, B, y, etc. sont des fonctions invariables des 
racines, savoir, æ la somme, B la somme des produits des 
racines prises deux à deux, 7 la somme des produits trois à 
trois , etc. ; il en résulte que dans l'équation qui donne les racines 
contenues dans la période ( f, ?), le premier coefficient sera { f, 2.), 
et chacun des autres pourra être ramené à la forme 


f À / Lu 2 €) nd | 
Ata(f 1)+e(f 8) +2 8) +ete.+a CP 87), 
où 4, a, a’, etc. sont des entiers. D'ailleurs il est clair que 
l'équation qui donnerait les racines que contient toute autre pé- 
. riode (f, A4) se déduirait de celle-là, si dans chacun des coeffi- 
ciens on substituait (ff, À) pour CS 1), (f, Ag) pour (F8) ; 
et généralement (f, p) pour (f; p). On pourra donc de cette 
manière assigner un nombre e d'équations 

"2—0, 4—=0, 2—0; etc. 
qui donnerontrespectivement les racines contenues dans les périodes 


(fs1): (PS8); (J, g'), ete. ; 
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aussitôt que l’on nantes sommes (f,1),(f,g), ( fg*),ete.; 
ou même, que l’on en connaîtra une seule, puisque (n° 346), 


la valeur de chacune d’elles pent s'exprimer rationnellement en 


fonction d’une seule. Cela fait, la fonction X sera décomposée 


en € facteurs du degré f: le produit des fonctions z, z’, z”, etc. 
sera évidemment = X. 


Exemple. Pour n=—19, la somme de toutes les racines con- 
tenues dans la période (6, 1) est — (6, 1)—2:; la somme des 


produits deux à deux est —3+ (6, 1)+-(6,4)—8; la somme. 


des produits trois à trois est —2+2(6, 1)+(6, 2)—7; la somme 
des produits quatre à quatre est =3+(6,1)+(6, 4,)=d; la 
somme des produits cinq à cinq est —(6, 1) =; le produit de 
toutes = 1; donc l'équation 


2 af — ax + Pat + yat + d'xt— eti—0 


donnera toutes les racines’ contenues dans la période (6, 1). Si, , 


dans les coefficiens «, B, >, etc. on substitue 


(6,2), (6,4), (6,1) pour (6,1), (6,2), (6,4) 


respectivement , il en résulte l’équation z =—0, qui donnera les 
racines contenues dans (6, 2); 3 si l’on fait dans celle-ci le même 


changement, on a l’équation 7 — 0, qui donnera les racines con 
tenres dans (6, 4), et le produit zz'z” sera égal à X. 

349. Il est souvent plus commode, surtout quand f est un grand 
nombre , de déduire les toefficiens «, B, >, etc., des sommes des 
_puissances des racines. Il est évident que ia somme des quarrés 
des racines contenues dans (f, À) est —(f, 2A), que la somme 
_des cubes est — (f, 5A), étc.; ainsi en faisant pour abréger, 


Cf A)=9) (jf; Ne C5) = 9 etc., 


on aura 


aq, 328—aq—, 3y—/fBq—ag +q",etc.; 


expressions dans lesquelles on doit convertir sur-le-champ (n° 345), : 


les produits de detix périodes en sommes de périodes. Ainsi, dans 
notre exemple , si l’on fait pour abréger, 


(G6,1)=—p,:(6,2)=p', (6, 4 =p", 
on trouve g—=p, g=g=q"=p, =" =p'; 
ee, donc 
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donc a=p, 
 28=p—-p=6+2p+ap", « 

87=(5+p+p)p—pp +p=6+6p+5p, 

4 =(2+2p+p)p—(5+p+p")p+pp—p=12+4p#4p", 

etc. 
Au reste, il suffit de calculer de cette manière la moitié des coeffi- 
ciens, Car on prouve sans difficulté que les derniers sont égaux aux 
premiers dans l'ordre inverse, savoir le dernier — 1, l’avant- 
dernier = «a, l’antépénultième = 8 , etc. ; ou qu'ils s’en déduisent 
en substituant pour (f, 1), (f, g), etc., les périodes (f,—:), 
(F, —g), etc., c'est-à-dire (f,n—g), (f, n— 1). Le premier 
cas a lieu quand f est pair, le second quand f est impair; mais 
le dernier coefficient est toujours — 1. Cette propriété se tire du 
théorème du n° 79, mais nous sommes forcés de ne pas nous ar- 
rêter sur ce sujet. 


350. THÉORÈME. Si n—1 est le produit de trois nombres 

: se ; \ 
entiers positifs «, (8, y, et que la période (By,2), gui a By 
termes , soit composée de B périodes (y, À), (>; X'), (>, x"), etc., 
dont chacune a y termes; st de plus, en substituant les sommes 
(À), On À), (7, A7), etc. à la place det, u, v, etc., dans une 
fonction F=œ@(t,;u, v...) telle qu'au n° 347, elle se réduit à 


Aa 1)+a 68) 80 Ge Da 8 = W 5; 
en supposant d'ailleurs que F soit une fonction invariable; les 
périodes comprises dans (WW), qui appartiendront à une méme 
période de By termes , c'est-à-dire, en général celles qui seront 


C44 d , Û 
‘telles que (7, g")et(>, & mie ), » étant un entier quelconque, 
auront nécessairement les mémes coefficiens. 


La période (B7, 18") étant identique avec la période (By, à), 
les périodes plus petites (y, ag"), (> Ne”), (9 Ne”), etc. dont 
la première est évidemment composée , doivent coïncider avec 
celles qui composent la seconde , abstraction faite de l’ordre. Si 
donc on suppose que par la substitution de ces périodes à la place 
des indéterminées 4, , », etc., le facteur F se change en FF, 
J7' devra coïncider avec 7, Mais (n° 547) on a 

LA Cp 
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W=dta( ete Get. 0 og). tat0 ep, ET 
atete+e Ge t).+a0 6, r3....+0 07,87. 
Ainsi, puisque cette expression doit coïncider avec #7, le pre-. 
mier coefficient de 77 (en commençant par a) devra être iden- 
tique avec le a+ 1°", le second avec le ab 2°", le troisième 
avec le a 3", etc., et généralement les coefficiens des périodes 


Ge) Or), Greene y 
qui sont les | 
+ 10, ape at, aa pe ue, paper 
respectivement, devront être identiques. 
J1 suit de là évidemment que #7 peut être ramené à la forme 


Ata(By,1)+e (By:8)+.... a (By, 87) 
où tous les coefficiens 4, a, etc. seront entiers, si fous ceux 
de F le sont. On voit en outre que si l’on substitue dans F à la 
place des indéterminées, les 8 périodes de y termes qui constituent 
upe autre période de By termes , telle par exemple que (By; A4), 
périodes qui sont (y7,Ak), (7, \'A), (y, A"A), etc., la valeur 
qui en résulte est 


_A+a(ly, k)+a (By, LOT + a® (B}, g k). 

Au reste, il est clair que ce théorème s'étend aussi au cas où 
aæ—1, c’est-à-dire, où By —=n7— 1. Alors tous les coeffciens 
de FF sont égaux, et 7” se ramènera à la forme 


A+a(ky,s). 

851. Ainsi, en conservant la notation du n° précédent, on 
conclura que les différens coefficiens de l’équation qui donnerait 
les B sommes (y, A), (y, N), (>, À), etc. peuvent être mis 
sous la forme | | 

_A+Ha(By,1)+a(Ry;g) +... Ha (8,8), 
et que les nombres 4, a , etc. seront entiers. Or l’équation qui 
donnerait les 8 périodes de y termes qui composent une autre 
période (By, 41), se déduira de la première , en remplaçant dans 
tous les coefficiens la période quelconque (B>, m ) par (By; Au). 
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Si donc «= 1, les 8 périodes de y termes se détermineront-par 
une équation de degré B, dont les coefficiens peuvent être mis sous 
la forme Z+a(By > 1), et sont parconséquent des quantités 
connues. Si « > r1,les coefficiens de l'équation dont les racines 
- sont toutes les périodes de y termes contenues. dans une période 
donnée de By termes, seront des quantités connues, dès que l’on 
connaîtra les valeurs numériques dés périodes de By termes. 


Au reste le calcul devient souvent plus facile, sortout quand 8 


n’est pas un petit nombre, en .-calculant d’abord les sommes des 
puissances des racines, et en déduisant les coefficiens par le théo- 
rème de Newton, comme ci-dessus, n° 349. 


Exemple I. On demande pour # = 19, l'équation dont les 
racines sont les sommes (6, 1),/(6, 2), (6, 4). | 

Désignons ces racines par p, p', p' respectivement , et l'équation 
cherchée, par “ 

a — Ax + Bx — C—=0; 
on aura | NE 
A=p+p+ps B=pp+PP+PP' CE ppP'i 
donc 4=(18,1)—=—1;0orona PARA 
pp=p+2p +53, pp=2p+3p +p, Pptp + 2p'; 
donc B=6(p+p+p") =6(18,1)—=—6; 
enfin C=(p+#2p+3p"})p" =53(6, o}Hi 1(18,1)=18—11=7; 
donc l’équation cherchés” est 
x + x — 6x —7—=0. 
En employant l'autre méthode, nous avons 
PHP Hp =—1:; 

p°=6+ap+p+ap",p=6+2p+p"#+2p;p"=6+2p+p+2p; 
A ATNE EE Ces pPEp+p"— 18 + 5(Pp+P+P)= 13. 
De même.. p°+p" +p"=36+ 34(p+p+p)=2. 
De là, à l’aide-du théorème de Newton, on tire la:même équation 
-que ci-dessus. é | + 

Exemple 2. On demande pour 7:= 19, l’équation-: dont les 


racines sont les sommes {2, 1), (2, 7), (2 8)- 
6 d ; 2 
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Désignons-les par 9, g', g" respectivement , on aura 
g+g +9 (6, 1), gg +99 +7 q=(6,1)+ (6,4), gg'g"=24 (6,2); 
‘denc gn conservant la notation de l’exemple précédent, l'équation 
cherchée sera 

a pat + (p-+p')z—2—p=0. 

L'’équation dont les racines sont les sommes (2,2), (2,3}, 
(2, 5) contenues dans (6,2), se déduit de la précédente, en. 
substituant,p', p”, p pour p, p', p' respectivement ; et en faisant 
encore une fois la même substitution, on obtient l'équation dont 
les racines sont les sommes (2, 4), (2,6), (2,9) contenues dans 
(6, 4). 

352. Les théorèmes précédens, avec leurs corollaires, contiennent 
les bases principales de toute la théorie, et le moyen de trouver 
les racines @ peut s’exposer maintenant en peu de mots. 


On doit, avant tout, prendre un nombre g qui soit racine pri- 
mitive pour le module z ; et trouver les résidus r727ima des puis- 
sances deg jusqu’à g"—*. On décomposera 7 — 1 en facteurs, et 
même en facteurs premiers, si l’on veut réduire le problème à des 
équations du degré le plus simple possible. Soient a, B,7,..... € 
les facteurs de 7 — 1 , et soit fait 


n— 1 FRERE 


= Ày....ê=a, PT ps 04, ec 


On distribuera les racines Q en à périodes de a termes; chacume 
de celles-ci en B périodes de » termes ; chacune de ces dernières 
en > périodes, etc. On cherchera, par le n° 350, l'équation (4) 
de degré « qui aura pour racines ces à sommes de a termes, sommes 
dont on connaîtra les valeurs par la résolution de cette équation. 


Mais il se présente ici une difficulté; car on ne voit pas à quelles 
périodes on doit égaler chaque racine de l'équation (4), c’est- 
à-dire, quelle est la racine qui doit être représentée par (a, 1}, 
quelle est celle qui doit être représentée par (a, g), etc. On 
remédiera à cet incenvénient de la manière suivante. On peut 
désigner par (a, 1), une racine quelconque de l'équation CALE 
en effet, comme une racine quelconque de l'équation (4) est 
Ha somme de a racines Q , et qu'il est absolument indifférent que 
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l'on ait représenté par [1] telle racine de Q plutôt que telle autre, 
on sera libre de supposer que [1] soit une des racines qui constituent 
une racine quelconque donnée de l'équation (4) , desorte qu'alors 
_ cette racine de l’équation (-4) deviendra (a, 1). Mais la racine [1] 
n’est pas encore par-là tout-à-fait déterminée , et le choix de 
celle des racines comprises dans (a, 1) que nous prendrons pour Ci} 
est absolument arbitraire. Au reste, une fois que (a ; 1) est dé- 
terminé , toutes les autres sommes de a racines peuvent en être 
déduites rationnellement ( n° 346) ; d’où il suit qu’il n’y a qu’une 
racine de l'équation (-4) qu’il soit nécessaire de trouver. On peut 
aussi employer pour faire cette distinction , la méthode suivante 
qui est moins directe. On prendra pour [1] une racine indéter- 

miuée , c’est-à-dire, qu’on fera 
MP A AP 

| G=cos—+ 2sin—, 
l’entier Æ étant pris à volonté, pourvu qu’il ne soit pas divi- 
sible par z. Alors [2], [3] , etc. indiquent des racines déterminées, 
et parconséquent (a, 1), (a, g), etc. Si par les tables des sinus 
on calcule ces quantités , seulement avec assez de précision pour 
pouvoir décider quelles sont les plus grandes et les plus petites, 
il ne restera plus de doute sur la distinction à faire entre les racines 
de l'équation (4). 

Quand on aura trouvé de cette manière les « sommes de a ra- 
cines, on cherchera (n° 350) l’équation (2), dont les racines sont 
les 8 sommes de à termes contenues dans (a, 1); les coefficiens 
de cette équation seront des quantités connues. Comme il y a 
encore de l’indétermination dans le choix de celle des racines 
contenues dans (a , 1), que l’on désignera par [1], toute racine de 
l'équation (B) peut être représentée par (5, 1), parceque l'on 
peut évidemment supposer qu’une des racines qui la compose soit 
désignée par [1]. On cherchera donc une racine quelconque de 
l'équation (B) par sa résolution ; on la supposera égale à (b, 1), 
et on en déduira , par le n° 346, toutes les autres sommes de b 
racines. De cette manière, nous avons un moyen de vérifier le 
calcul, puisque les périodes de D racines qui appartiennent à cu 
même période de a termes, doivent produire des sommes que l’on 
connaît, Dans quelques cas, il est aussi expéditif de former 
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les à — 1 autres équations de degré B , dont les racines sont res- 
pectivement les différentes périodes de à termes contenues dans 
les autres périodes de a termes (a, g), (a, g°), etc. , et de chercher 
par la résolution les racines de l'équation (3) et de ces différentes 
équations. Mais alors il faudra , comme plus haut, décider à l’aide 
de la table de sinus, à quelles périodes de & termes doivent être 
égalées les racines qui en résultent. Au reste, il existe encore 
‘pour cette détermination différens autres artifices, que nous ne 
pouvons pas expliquer ici complétement, On pourra seulement dans 
les exemples suivans , remarquer un de ces procédés, pour le cas 
où 8— 2, qui est le plus utile , et qui sera mieux connu par des 
exemples que par des préceptes. 

: Quand on aura trouvé de cette manière les valeurs de 48 périodes 
de à termes, on déterminera de même par des équations de degré 
les aBy périodes de c termes, et cela par deux procédés : 1°. en 
formant (n° 350) une équation du degré 7 dont les racines soient 

. des > périodes de c termes qui composent (b, 1), cherchant une des 
racines de cette équation, l’égalant à (c, 1), .et déduisant de là 
n° 346) toutes les, autres périodes semblables ; 2°. en formant les 
««fB équations de degré y, dont les racines sont respectivement les 
7 périodes de € termes qui sont contenues dans les différentes pé- 
riodes de b termes, résolvant toutes ces différentes équations, et 
déterminant l’ordre dés racines, comme plus haut, par les tables 
de sinus, ou comme dans les exemples suivans, si > = 2. 

En continuant de cette manière, on parviendra enfin nécessai- 
Ps 1 

ve 
par le n° 348, l'équation de-degré { qui donne le ( racines de Q 
‘eontenues dans (0, 1), les coefficiens de cette équation seront des. 
quantités connues; et si l’on tire une seule racine par la résolution, 
en faisant cette racine —{1],.ses puissances donneront toutes les 
racines @. Si on le préfère, on peut chercher toutes les racines de 


rement à connaître les péfiodes de ê termes. Cherchant donc 


TD — 1 


cette équation , et la résolution de — ] autres équations sem- 
blables , donnera toutes les racines ©. 

Au reste, il est clair que dès qu’on &,résolu l'équation ( A), 
c'est-à-dire, dès qu'on alles valeurs des à périodes de a termes, 
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on est parvenu à décomposer la fonction. X en « facteurs de a 
dimensions; de la résolution de l'équation (2), suit la décompo- 
sition de chacun de ces facteurs en B, et partant, celle de X en 
af facteurs de B dimensions ; etc. 


353. Exemple x. Pour n = 19. 


Comme on a ici z—1—3.5.2, la recherche des racines QG 
doit pouvoir se ramener à la solution de deux équations du troi- 
sième degré et d'une du second. Cet exemple se comprendra d’au- 
tant plus facilement, que les opérations nécessaires sont contenues 
pour la plus grande partie dans ce qui précède. En prenant 2 pour 
la racine primitive g, on trouve 


pour les puissances 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, .9, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, 16, 17, 

les résidus minima 1, 2, 4,-8, 16, 13, 7, 14, 0, 18, 17, 15, 13, 
3, 6, 12; 5,10: 

De là, par les n°’ 344, 345, on déduit facilement la distri- 


bution suivante de toutes les racines SE en trois périodes de six 
termes, et de chacune de ces périodes en trois aufres de déux 


termes. 

(2, : RE AE NA fr], » [18] 

(6, 1) (2, 8).......[8], [ir] 

(2 D. re [7], [2] 

(73) 12l 017) 

NO —(18,1)....... (6,2) 4 (2:16)....... [5], [16] 

(2:14) M Un [5], [14] 

| C9. la 

(6,4) € (2:15)..., [6], [13] 
(2, 9).......[9], [ro]. 


L’équation (A) ae les racines sont les sommes (6, 1), (6, 2), 
(6, 4) se trouve être (7oy. n° 351, ex. 1.) 


x +x—62+7=0, 
et une des ses racines ——1,2218761623; en exprimant cette 
_ racine par (6,1), ontrouve 
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(6,2)=4— (6, 1 = 2,5070186441 ; 5 
(6,4) =— 5 — e 1) + (6, 1} = — 2,2851424818. 


Donc , si l’on substitue ces valeurs dans les formules du n° 348, 
X sera décomposé en facteurs du sixième degré. 


L'équation (2), qui a pour racines les sommes (2, 1), (2, 7), 
_ (2, 8) ést (n° 351, Ex. 2), 


a (6, 1)2° + {(6, 1) +6, 4)} x —2—(6, 2)=0, 
ou....æ'-#1,2218761623z—53,5070186441z—4,5070186441—0. 


On trouve pour une de ses racines x —— 1,3545631433; nous 


l’exprimerons par (2, 1),et si l’on fait pour abréger (2: 1) =9 
on aura (n° 346) 


(2, 2)=9—2; (2, 3)=9°—5g ; 

(2, 4)=q"—49"#2 (2, 5)=9°—59 +59, 

(2, 6)=g—6qgf+ 992, (2, 7)=9—79 149 — 79, 

(2, 8)=—47°—89" +207 —167+2, (2, 9)=—9—099"+27g"—307°+099. 
On peut, dans le cas actuel, trouver ces valeurs plus commo- 
dément, de la manière suivante : 


Supposons . [1]=cos _. —+isin = 
on aura 
[18] == cos up, sin n TE = cos - —ÿisin + 
et partant 


(2, 1) = 2 cos: 
on a de même en général, 
ere cos + js an en 
et partant 
(2, A) = [A] + [18] = [A] + [A] = 2 cos Fe 


Si donc :g=—=cose , l'en résulte 


US 


(2, 2) = 2 cos 20, (2, 3) = 2cos3w,. etc.; 


d'où, par les. équations connues qui donnent les cosinus des arcs 
multiples, on tirera les mêmes formules que ci-dessus. Ces for- 
mules donneront les valeurs numériques suivantes : 


CE) 


a 
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3) = — 0,1651586909, (2, 6) —  0,4909709743, 
a 5) 10 1,9702010188, (2, 7) = — 1,7589475024, : 
(2, 4) = — 1,9727226068, (0) — 1,8916344834, 
RARE 1,0958963162, (2, 9) =.  o,8033908493. 
Les valeurs de (2, 7), (2, 8), peuvent aussi se tirer de l’équa- 
tion (B) dont elles sont les deux autres racines, et l’on déter- 
. minera laquelle des deux appartient à (2, 7) et laquelle appartient 
à (2, 8), ou par un calcul approché d’après les formules suivantes, 
ou par les tables des sinus, qui, avec une légère attention, 


P 
prouvent que si l’on fait o = = , na (2, 1) = coso; donc il 


faut faire 
P 


(2, 7)=2 cos P— 20081, et (2, 8)=ac08 ÉP=2c08 Se « 
Les sommes (2, 2), (2, 5), (2, 5) se trouveront de même par 
l'équation . 

Li (6, 2)x° + {(6, 1)H+(6, 2)}x—2—(6, 4)=0, 
dont elles sont les racines, en levant : d’ailleurs l'incertitude ; 
comme nous venons de le faire. Les sommes (2, 4), (2, 6), (2, 9) 
se trouveront par l’équation 


x°—(6, 4)2°4{(6, 2) + (6, Dye2—6, 1)=0. 
Enän [1] et [18] sont racines de l’équation 
L'un (2, Tri 0; 

dont l’une est 

z=1(2, 1) Hi {ii 1}, 1) +iVG—i(, 2)}, 
et l’autre...,........ GARE 232, 1) —iV(—3(2 2)}, 
d'où résultent les valeurs numériques 

| —0,6772815716 Æ 0,7357239107 i. 

Les seize autres racines se tireront de l'élévation aux puissances 
de l’une ou de l’autre de ces deux premières , où de la solution 
de huit équations semblables, dans laquelle, si l’on emploie la 
‘seconde méthode, on décidera du signe de la’ partie imaginaire, 


soit par les tables de sinus, soit par l’artifice que nous allons ex- 


pliquer dans SANCE) suivant, C’est de cette manière qu'ont été 
Mnam 
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trouvées Jes valenrs suivantes, dans lesquelles le signe supérieur 

appartient à la première, .et le signe inférieur à la seconde. 
{1] et [18] = — 0,6772815716 Æ 0,7357239107 i 
[a] et [17] = — 0,0825793455 = 0,9965844950 z 
[lez (14]=  0,7891405094 = 0,6142127127 à 
[él et 5]  — 0,9863613034 Æ 0,1645945903 z 

flefi4jr=  0,5469481581 Æ 0 8371664783 È 
[6] et [13] = 0,2454854871 Æ 0,9694002659 Q 
[7] et [12] = — 0,8794737512 = 0,4759475930 x 
[8] et [11] —  0,9458:1792417 Æ 0,3246094692 z 
fo] ef Lio] — — 0,4016954247 Æ 0,9157733267 1. 
384, Exemple II. Pour n—17. 


On aïicin—1=2.2.2.2, ainsi le calcul des racines @ pent 
se ramener à quatre équations du second degré. Nous choisirons 
3 pour racine primitive; ses puissances fournissent, suivant 2e 
module 17, les résidus minima Suivans : 


0, 1, 2, 9, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, tt, a, 13, 14, 15 
4,5, 0, 10, 15, 5, »5, ri; 16, 14, 8, 9, 4 12, 2, 6, 
_ d'où résulte la distribution suivante en deux périodes de huit 
termes, quatre périodes de quatre termes et huit de deux termes : 


CE 1) made [11], [16] 
. : (4 NC 15) Se Res F4}, H13] 
| in, | 1C25 NO) en [8], [ 9] 
Q = (16, 1) ee ? ee 15) ... Pl RE 
, : 7 3) a 3) CR .[8], É 14] 
; à . , (259) PRET SES [12] 
Es a (2, 10) eu [7] [ro] 
(4 ne tr) -.[6}, [rx]. 


L'équation (4) dont les .racines sont les sommes st 1), (8, 5), 
se trouve (n° 551) être 


Lx 4=o, 
et 3es racines sont : : 


—!+1y/175=13,5615528128 et ii Vi7=— 2561552828; 
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nous supposerons que la première soit (8,1), l'autre sera né- 
cessairement (8, 3). 


L'équation’(B), dont les racines sont les sommes A 1) et 
(4 9), est 
X° (8, 1)}1—1=0, 
et ses racines sont 
2 (8, 12E 54H, 1); (8, 1) 5 V{124-3(8, r)+4(8, 3)}; 
nous supposerons égale à (4, 1) celle de ces deux racines dans la- 
quelle le radical est affecté du signe plus; on aura ainsi 

(4, 1) = 2,049481 17773. (4, 9)=— 0,4879283649. 

Les autres périodes de quatre termes, (4 3) et (4 10) peuvont 
être calculées de deux manières, savoir: 


°. Par la méthode du n° 346, qui donne les formules sui. 
STE en faisant, pour abréger, (4,1) =p, 
(4 3)=—i+3p—3p —0,5441507314, 
(4, 10) = + 2P—p—3p=— 2,9057035442. 
La même méthode donne aussi la formule 


(GG 9=—1—-6p+p+pt, 
d'où l'on tire la même valeur que plus haut. 


2°. En résolvant l'équation dont (4, 3); (4, 10) sont les ra- 
cines ; cetté ru est 
2— (8, Fit es T1—0 
et donne 
æ—:(8, 3}H://{4+(8, 3}}; 
ou....... t==1(8, 3)HiV/{r2+4(8, 1) +3(8, 3)}, 
et... 2 3(8, 3)—14/{1244(8, 1) +3(8, 3)}; : 


nous déciderons, par l’artifice suivant annoncé au n° 352, la- 
quelle de res deux racines doit être prise pour (4, 3). Faisons le 
produit de (4, 1)—(4, 9) par (4, 3) —(4, 10), il est, calcul fait, . 
—2(8, 1)—2(8, 3). Or la valeur de cette expression est posi- 
tive, puisqu'elle est —2ÿ/17; d’ailleurs le premier facteur 
(4, 1)—(4, 9) est aussi positif, comme égal à ÿ/{12+-4(8, »)+-3(8,3)}; 
donc le second facteur doit aussi être positif, et partant (4,3) 
2 
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doit être la racine dans laquelle le radical est positif, et (4, 10) 
_ l’autre racine (*). Au reste, il < en résulte les mêmes valeurs que 
plus haut, 

Connaissant toutes les sommes de quatre termes , nous passons 
maintenant à la recherche des sommes de deux termes. L’équa- 
tion (C), dont les racines sont (2, 1), (2, 15), périodes con- 
tevues dans (4, 1), est 


2 —(4, 1)z+ (4 5)=0, 


æ=}(4, 1)2:y {—4(%4; 3) + (4 1)'} 
=: (4 1)Æ3V {44 (4 9) —2(4, 3)}; 
nous prendrons pour valeur de (2, 1) celle de ces deux racines 
dans laquelle le radical est positif, et il en résulte 


(2, 1)—1,8649444588, (2, 13) —0,1845367189; 
si l’on veut chercher les autres sommes de deux termes par la 
méthode du n° 346, on pourra employer pour 
(2,:2), (2, 5), (2,4), (a 5); (2, 6); (2, 7): (2 8), 
les formules que nous avons données pour Îles quantités dési- 
gnées de la même manière dans l'exemple précédent , savoir : 
(2, 2) (ou (2, 15))= (2, 1} —2, etc.; 

mais, si l'on préfère les. déterminer deux à deux par des équa- 
tions du second degré, on trouve pour (2, 9) et (2, 15) l'équation 


L'— (4 9)x+(4 10) =0, 


qui donne 


qui donne 


LE ;(4, 9) E:V{4+ (4 13)—2(4, 5)} 
et l’on déterminera le signe comme plus haut . savoir : le dévelop- 
pement du produit de (2, 1)—(2, 13) par (2, 9) —(2, 15) donne 


TU (4 1)+(4 9) — (4 3) + (4, 10); 
oo 


(*) Le fond de cet artifice consiste dans une propriété facile à prévoir, d’a- 
près laquelle le développement de ce produit ne contient plus de périodes de 
quatre teïmes, mais se trouve exprimé par des périodes de huit termes ; les 


gens instruits en découvriront facilement la raison que l'envie d'abréger nous pre 
d'omettre, 
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quantité évidemment négative; mais (2, 1)—(2, 13) est positif; 
donc (2, 9) —(2, 15) doit être négatif; ainsi, dans la valeur 
de æ que nous avons trouvée, le signe supérieur doit être pris 
pour (2, 15), et le signe inférieur pour (2, 9). Il en résulte 
(2, 9)=—1,9659461994, (2, 15) == 1,4780178344. 
De même, comme on a 
{C2 1)—(2, 13)}X{(2 3) —(2, 5)} = (4, 9) —(4, 10), 
quantité positive, nous en concluons que (2, 3)—(2, 5) doit être 
positif. De là, en faisant le calcul nécessaire, on trouve 
(2, 3)=2 (4 3)+3iV{4+ C4 10)—2(4,9)}= 0,8914767116 
(2 5) =; (4 3) — V4 +; 10) — 2(4, 9)} = —0,5473259801 ; 
on obtient enfin, par des opérations tout-à-fait analogues, 
(2, 10) = 1 (4, 10) —2 {44 (4, 3)—2(4, x)} —=—1,7004342715 
(2, 11)= 2 (4, 10) +5 V{4+ (4, 3) —2(4, 1)} = —1,2052692728. 
Il reste encore à descendre aux racines ( elles-mêmes. L’équa- 
tion (D), dont [1] et [16] sont les racines, se trouve être 
L'—(2,1)4+1=0; 
qui donne | 
x=1(2, 1)Æ1p/{(2, 1) —4}=t (2, 1) EH {4— (2, 1)'} 
—=1(2, 1) Hiiy/{2—(2, 15)}. 
Nous prendrons le signe supérieur pour [1], et partant le signe 
inférieur pour [16]. Les quatorze autres racines se déduiront des 
puissances de [1], ou de la résolution de sept équations du se- 
cond degré, dont chacune donnera deux racines, pour lesquelles 
on lèvera l'incertitude, comme nous lavons fait plus haut. Par 
exemple, [4] et [13] sont les racines de l’équation 
X—(2, 13)+1=0,. 
qui donne 
x=}(2 13) Hip {2— (2 9)}; 
or on trouve ; 
| G]—06)x(41—013)= 6; 5— (3); 
quantité réelle négative; ainsi comme G}—06]=: vt2—(2, 15)}, 
c'est-à-dire le produit de l'imaginaire z par une quantité réelle 
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positive, [4]—[13] devra être aussi, à cause de #=1, le 
produit de À par une quantité réelle positive ; d’où l’où conclura 
que l’on doit prendre pour [4; le signe supérieur, ei pour [1 3] 
le signe inférieur. De la même manière ; on trouve pour les ra- 
cines {8] et [9}, 
(a, 9) £1/ÿ{2— (2, 1)}, 

et comme 

(i;— (16) xX([8j — 9) = (2, 9) — (2, 10), 
quantité négative, on prendra pour (8] le signe supérieur, pour 
[g} le s:gne inférieur. En calculant de la même manière les 
autres racines, on frouve les valeurs numériques suivantes, dans 
lesquelles le signe supérieur appartient à la première, et le signe 
inférieur à la seconde. | 


[r}, (16]..... 0,0324722294 Æ 0,3612416662 à, 


ER) Ne 0,7390089172 = 0,6736956456 à, 
(SD ARE 0,4457385558 + 0,8951633914 i, 
VARIE 0,0922683595 Æ 0,9957341763 à, 


[5], [12,...— 0,2736629901 + 0,9618256432 x, 
[6!, [11]...— 0,60260346364 Æ 0,7980172273 à, 
71, [1o!...— 0,8502171357 Æ 0,5264321629 à, 
[8], [ 9]...— 0,9829730997 Æ 0,1837495178 2. 


EE 


Ce qui précède pourrait sufhire pour la solution de l'équation 
z"—1—0, et parconséquent pour trouver les fonctions trigono- 
métriques qui correspondent aux arcs commensurables avec la cir- 
conférence. Cependant, à cause de l'importance du sujet, nous 
ne pouvons terminer nos recherches sans ajouter quelques-unes des 
nombreuses observations qui peuvent l'éclaircir , et des consé- 
quences aussi nombreuses que l’on en peut déduire. Nous choisi- 
rons de préférence celles qui n’exigent pas beaucoup de recherches 
étrangères, et l’on ne doit voir dans ce que nous allons exposer 
qu’un apercu de cette immense doctrine dont nous nous DEODO TS 
de parler par la suite avec détail. 


LEA 3 L . . 
355. Comme z est toujours supposé impair, 2 sera facteur de 
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n—1,et Q sera composé de - 


- périodes de deux termes. Une 
. pareille période, telle par ne que (2, À), sera formée par les 


deux racines [A} et [Ag * |, g'étant, comme ci-dessus, une racine 
‘primitive quelconque suivant le module 7. ue g* =—1 (mod.r }; 


donc Ag * = A (n° 62), et partant, Cg * =l—a]; donc si 
l’on suppose 


(=cos P+isin®, et partant , [— A] = cos Pi sin À re 


la somme (2, À) —2cos—. Nous nous bornons ici à conclure de 


là que la valeur de toute période de deux termes est une quantité 
réelle. Comme d’ailleurs toute période. dont le nombre de termeg 
est pair et = 2a, peut être décomposée en périodes de deux termes, 
il est clair qu’en général la valeur de toute période dont Je nombre 
de termes ëst pair, est une quantité réelle. Si donc, dans le n° 552, 
on réserve 2 pour le dernier des facteurs a, B, y, etc. , toutes les 
opérations s’exécuteront sur des quantités HAE » jusqu’à ce qu’on 
soit arrivé aux périodes de deux termes , et les imaginaires ne s’in- 
troduiront , que lérsque l’en vondra passer de ces périodes aux 
racines elles-mêmes. 


856. On doit surtout remarquer les équations auxiliaires par les- 
quelles on détermine, pour une valeur quelconque de 7, les sommes 
des périodes qui forment l’ensemble Q: elles sont liées d'une manière 
étonnante avec les propriétés les plus abstraites du nombre 7. Mais 
ici nousrestreindrons no$ considérations aux deux cas snivans : 1° à 
l'équation du second degré qui donne les sommes des périodes 


de — = termes ; 2° quand z— 1 est divisible par 3, à l'équation 
— ] 


3 


du troisième degré qui donne les sommes des périodes de = 
termes, 

Faisons, pour abréger, 1(7—:1)=—=7", el désignons par g une 
racine primitive quelconque » sera composé de deux périodes 
(z, 1) et (m1, g); la première contenant les racines [1], [g*], 
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Cet], .... [g=*], et la seconde les racines [g], [2°], [g°]s.... 
[g*=*]. Supposons que les résidus minima positifs des nombres g*, 
g‘-.... g" suivant le module z, soient R, R', R”, etc., abstrac- 
tion faite de l’ordre, et que les résidus des nombres g, g°...g"T* 


soient N, N', N°, etc.; les racines des périodes (m1, 1) et (m,g) 


coïncideront avec | 
[1], CR], CR], [A], ete, [N], [N7, (NT, etc. 
respectivement. Or il est clair que tous les nombres 1, R, R, 


R", etc. sont résidus quadratiques de n; comme ils sont différens, 
Mo | 


moindres que z et au nombre de » il s'ensuit que ce sont 


effectivement tous les résidus quadratiques de 7, positifs et plus 
petits que lui (n° 96). Il suit de là en même temps , que les nombres 
N, N',N", etc. qui sont tous différens entre eux, et des nombres 
1, R, R, etc., et qui, joints à ces derniers , épuisent les nombres 
1,2,3...7n— 1, sont tous les non-résidus quadratiques positifs 
de 7 et plus petits que lui. Si l’on suppose maintenant que l’équa- 
tion dont (%, 1), (m1, g) sont racines , soit 
d— Axzt+B=0O, 
on a 
A=(m,;1)+ (n,g8)=— 1, B=(mi)xX(m,g); 
or (n° 345), - 
Gn1)x(n,8)=(m,N+i)+(n,N' Hi) + (mn, N°'+ i)etc.= 7%, 
<t peut parconséquent être mis sous la forme 
a (1m, 0) + 8 (m, 1) + y (m, g). 
Pour déterminer les coefficiens «, 8, y, observons : :°. qu'on a 
a+ B4+7—0, puisque le nombre des périodes de F7 est m; 
2°. que 8— 7 (n° 550), puisque (m, 1) X (m, g) est une fonction 
invariable des sommes (m1, 1) et (m, g) qui composent la période 
plus grande (m— 1,1), 3°. que tous les nombres N-+ 1, N'+ 1 
N'+ 31, etc. étant compris entre les limites 2 et 21, il est 
clair que nulle période de #7 ne coïncidera avec (7, 0}, ou qu’il 
n°ÿ en aura qu’une, par exemple (73, 7); on aura donc a=—1, ou 
0, Suivant que Zz — 1 sera ou ne sera pas parmi les nombres 
N, N', etc.; il suit de là que dans le premier cas on aura «1, 


=} 
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L—y= ——», et dans le second &a=0, B=y=T; et comme B 


M1 


et > doivent être entiers , le premier cas aura lieu , c’est-à-dire que 
7—1 Où —1 se trouvera parmi les non-résidus de » lorsque 77 sera im 
pair, c’est-à-dire lorsque sera de la forme 47-53; le second aura lieu 
au contraire quand sera pair, c’est-à-dire quand 2 sera de la forme 
4n+1. Ainsi, commeona(m,0)=—m, et (ni, 1) ÆH(m, g)=—15 
le produit cherché sera donc , suivant les mêmes circonstances , 


1 — |] À e e 
=(m+H1), ou —— 771, et l'équation sera, dans le premier cas, 


L'Hr+Ei(n+1)=0, qui donne x=—iHi;pn, 
et dans le second 
T'H+x—;(n—1)=0, qui donne x=—1"Æif/n. 

Ainsi, quelle que soit la racine que l’on ait prise pour [1], si 
l'on désigne par Z{[R] la somme de toutes les racines [1], [AR], 
[R”’}, etc., et par Z[N] celle des racines [N], [N]', etc. On aura 

Z[R|—Z[N|=—Eyn, ou =+iyn, 

suivant que z = 1 ou = 3 (mod. 4). Il suit facilement de là que 
k étant un nombre entier quelconque non-divisible par z, on a 


Z cos IE 5 cos + y/n, où =0, 
f 
sin AP Sn NP, ou Æy/7, 


suivant que 71 OÙ Æ 3 (mod. 4), théorèmes remarquables par 
leur élégance. 


Au reste, nous ferons observer que le signe supérieur a lieu 
quand x est l’unité, ou plus généralement quand # est résidu qua- 
dratique de », et le signe inférieur, quand Æ est non-résidu. Ces 
théorèmes conservent toute leur élégance, ou plutôt en acquièrent 
encore davantage, lorsque 7 est un nombre composé quelconque; 
mais nous sommes forcés de supprimer ces recherches qui deman- 
deraient trop de développement , et de les réserver pour une autre 
occasion. 

357. Soit 

D" um ALT! fe DL = Ce = 0, OÙ ZOO, 


l'équation de degré m qui donne les racines coutenues. dans la 
Nnun 
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période (im, 1); on aura a = (m, 1), et chacun des autres coefñ- 
ciens pourra être ramené à la forme 


A+B(m;1)+C(m g), 
où À, B, C sont des entiers (n° 348). Désignons par z’ ce que 
devient z, quand on y remplace (m1, 1) par (m,g), et (m,g) 
par (m,g)—{(m, 1); l'équation 7 = 0 donnera les racines con- 
tenues dans (m1, g), et l’on aura 
21 == 2, 


On peut done mettre z sous la forme | 
z=R+S(m, 1)+T(m,g), 
où À, S, T'seront des fonctions entières de x, dont les coefficiens 
seront entiers. Cela fait, on aura 
Z'=R+HS(m,g)+T(m, 1). 
Faisons, pour abréger, (m,1)=p,(m,g)=—=9g; on tire de ces 
équations 
22 = 28 + (S4T) (p+9)—(T—S) p—7)=2R—S—T—(T—S) (p—6), 
CYR 0 Mate SE es sat Nude ble =2R—S = T+(T—S) (p— 9); 
donc posant 2R—S—T—=F,T—S—Z,ona 
4X=F—-(p—-qg)Z = F'ÆEn?2, 
puisque (p—g) = 27 (n° précéd.), le signe supérieur ayant 
lieu quand 7 est de la forme 44 + 1, et le signe inférieur quand 7 
est de la forme 44 + 3. C’est le théorème dont nous avons promis 
la démonstration au n° 124. 
On voit facilement que les deux premiers termes de F sont 
22" + x", et que le premier terme de Z est x"='; quant aux 
autres coefficiens , qui sont évidemment entiers , ils varient suivant 


la nature du nombre n, et ne peuvent être soumis à une formule 
analytique générale. 


Exemple. Pour n = 17, l'équation qui donne les huit racines 
contenues dans (8, 1), se trouve être (n° 348), 
D pa (4 + p+2g)2$— (4p + 39 )25 + (6 + Sp + 5g) xt 
—(4p+ 39)2" + (4 + p+ag)a pri, 
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qui donne | 
R= 2 +4 +Gxtp ri, 
Sax + 26 — Gas + Bat — pa Ru nC en 
T= 2% — 3x5 + 5xt — 52 + 2x ; 
et partant, 
Fa 22e a + St qui p bat qe Sama, 
Z= x +at+ gare DH x 2 NX 


Voici encore d’autres exemples : 


4 Z 
de ESP RAT De nn nus 4 nine 00e CUS RE 
LITRES CR Ne RTE ee NE PR EE 
BAS CËR El ve mena TT Te ; 
Re » DIS HI DL HALL mn guess 2 x. 
ue QLÊ HIS Ar th trte............. D + tr 
SSTTÉS 229 xt 4x +316 + 5x —5rit Br 
+4 —x-2............ pe Toorooes D tt dl pr, 
Fe 4 VER 2x La 57 Bal 18 TS | 
Hat 8r br 2x2... ee tn 


358. Passons à la considération des équations du troisième degré 
qui, dans ke cas où 7 est de la forme 34<+ 1, donne les trois pé- 


riodes de _. - termes dont { est composé. Soit g une racine pri« 


mitive quelconque pour le module z, et EE = mn qui sera un 
nombre pair; les trois périodes qui composent f seront (m,1), 
(mn, 8), (nm, g*) que nous désignerons par p, p', p', et qui con- 
tiennent respectivement les racines 
Qi], Let, Cet, cars [gl Ce, Lee. fe; 
Ce, [8°], [g*l,-.. [81 
Supposons que ie cherchée soit 
as Az! + Br es C= 0» 
on aura A 
A=p+p+p", B=pp +pp+PPl'r CE=pPPP's 


d'où l’on tire sur-e-champ A=—1. Soient «, 8,7 etc.) les 
2 
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résidus minima des nombres g°, g°,...g"7# suivant le noie 2, 
abstraction faite de l'ordre, et X leur ensemble, en y comprenant 1; 
soient de même «’, 8’, >’, etc. les résidus r7/7ima des nombres g*, 
g,... g"7#, et X’ leur ensemble; «”, f”, >”, etc. les résidus mini- 
ma de g°,g°...g"*, et K' leur ensemble. Tous les nombres de XX, 
. &’, K" seront différens, etils coïncideront avec la suite x, 2, 3,... 
n — 1, On doit observer avant tout que le nombre 7 — 1 se trouve 
toujours dans K, puisqu'il est facile de voir qu’il est résidu de 
£° 7, T1 suit de là aussi que les deux nombres A et 7—h se trouvent 
toujours dans la même des trois suites X, X’, Æ”; enefet, sil'un, 


est résidu de la puissance g’> l'autre sera résidu de la puissance 


RC ou g°” enr , Si A >> 3m. Désignons par le signe (KX) la 


multitude des nombres de la série 1, 2, 3.... p—1,qui tant 
pareux-mêmes qu’étant augmentés del’unité, sont contenus dans Æ; 
par (KX”) la multitude de ceux qui sont contenus dans Æ par 
_ eux-mêmes , et dans Æ” lorsqu'on les augmente de l'unité; on jugera 
assez par là de fa signification des symboles 

(KK"), (KK), (KA), (X'X7); (K'K), (K'X'), (K'K'). 
Cela posé, je dis d’abord qu'on a (XX”)=(X"Æ). Supposons 
en effet he h,k', h', etc. soient tous les nombres de la suite. 
1,2,3,....p—1, qui par eux-mêmes sont contenus dans X 
et dans x' lorsqu'on les augmente de l'unité ; c'est-à-dire que 
h+1, h+1, h"+4 1, etc. sont supposés tous contenus dans Æ'; 
il est évident que 7—h— 1, n—h—1, m—h"— 1, etc. seront 
tous contenus dans Æ’, et que ces nombres augmentés de l'unité, 
savoir, 2—h,n—h,n—kh", etc., le seront dans X; d'où 
il suit que (X’X) n’est certainement pas plus petit que (ÆÆ'); 
mais comme on démontre de la même manière qu’on ne peut avoir 
(KEÆ') <(X°X), il s'ensuit qu'on a nécessairement (XX')—(X" 
et de même (XX”")=(K'X"), (K'A')=(K'X"). 

Ensuite, comme en considérant un nombre quelconque de K, 
n— 1 excepté, le nômbre immédiatement plus grand doit être 


contenu ou dans X, ou dans X”’, ou dans Æ”, il s'ensuit que la 
somme 


(KK)+(KK)+H(RK")=m—>:, 
c’est-à-dire, au nombre de termes de À diminué d’une unité, Par 
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une raisoh semblable , on aura 
CRA)H (EX) + CAE ')= m, (K'K) + (KR) (HA) = 
Développons maintenant d’ après les règles du n° 345, le produit 
pp° en 
(ma +3)Hm, B +1) +(m, y +1) ete; 
on verra facilement que cette expression peut se ramener à la 
forme 


(Æ'K)p + (K'K')p + (K'K*) p'; 
et comme (n° 345) le produit p'p" naît de pp’, en changeant (m, 1), 


_ (m,g), (mn, g*) en (rm, g), (m, g°), (m, 1) respectivement , c’est- 


à-dire, p, p', p', en p',P', P, on aura 
PP=(EE)p+(KK)p + (KA), 
et de même 
PP =(Æ'K) p'+ (X'Æ')p + (Æ'A)p'; 
d’où résulte sur-le-champ 
B=m(p+p+p}h=—m. 


De plus, comme on aurait pu développer directement pp" | de même 
qu'on a développé pp', ce qui aurait donné 


pp =(Æ"K) p + (Æ°'K°) p +-(K°'Æ")p', 
et que cette expression doif être identique avec la précédente , il 


s’ensuitqu’on anécessairement GS, =(X'KÆ')et(X"K")=(K'K), 
Si donc nous faisons i 


(X'K)=(K'A")=a, (K'AN)=(K'K)=(RK)= D, 
(KX)=(K'A)=(KE")=0, 
uous aurons 
(KK)-+ (KK)+ (BK) = (KE)+b+o=mr, 
et atb+c=m;, 
d’où (KK)=a—1. 
Desorte que ces neuf quantités inconnues se réduisent à trois, ou 
plutôt à deux, à cause de l’équation a+b+c=m. 
Enfin il est clair que le quarré p"se développe en 
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(nm, 11) + nm, a + 1) +(m, B+i1)+(m, 7-1) +etc. 

. Parmi les différens termès de cette expression, on trouvera (771, 7) 
qui se ramène à (m1, o)—=m; le reste se réduira évidemment à 


(KX)p+ (KA)p +(EKVp", 
d'où l’on tire... p°=m-k{(a—1)p+86p Hop" 
_ Ainsi, par les réductions précédentes, nous avons trouvé les 
quatre équations 
p=m+(a—i)p+ bp + cp", 


PP = bp + cp + ap", 
PP = cp +ap'+ bp", 
| PP= cap+pb+ cp", 
où les trois inconnues &, b, c sont liées par la relation 
Gb Cm... sense. (D, 


et sont certainement des nombres entiers. On tire de là 

C=p Xpp'"=ap"+ Bpp'+ cpp'=am+(a+ b'+c—a)p 

+ (ab-bo+ac)p+ (ab4-bc-at) p'. 
Mais comme pp'p" est une fonction invariable de p, p', p', les 
coefficiens de ces trois périodes doivent être les mêmes (n° 350), 
ce qui donne une nouvelle équation 
a"+b+c—a=abbpactbc.....,...([D, 

_ et partant 

C=am+(ab+ac+bcXp+p+p")= a — be... (IT), 
à cause de l'équation (1), et de l'équation p-p+p'=— 1. 

Quoique © dépende de trois inconnues qui ne sont liées que 
par deux équations, la condition qui exige que a, b, c soient 
des entiers, suffit pour les SRE LS Afin de le prouver, nous 
mettrons l'équation (IT) sous la forme 
1244120120 4—564"+56b"+36c—364b—36ac—36bc—24a 

120 Hiac +4, 
qui devient 
ân = (Ga — 5b— SE 2} 27(b—c), 
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à cause de n7=—3mhiSat 3b3cbi: ou, en faisant 
2a—b—c=k, 


 4n=(5k—2) +27(b—<c). 


Il suit de là que le nombre 4», c’est-à-dire le quadruple de tout 
nombre premier de la forme 371, peut être représenté par la 
forme x°—+27y°; et quoique ce résultat puisse se tirer sans diffi- 
culté de la théorie générale des formes binaires, il n’en -est pas 
moins étonnant qu’une telle décomposition soit liée si intimement 
avec les nombres a, b, c. Or. nous démontrerons, comme il suit, 
que le nombre 47 ne peut être décomposé que d’une, seule ma- 
nière en un quarré et le produit d’un autre quarré par 27 (*) 
Si l’on supposait 
lhaoqu=4n et 'Hoqu =4n, 
on en tirerait 


se are aqua) + 27({u+ lu) =16n° 


2... .(Ht+ aquu)æ+ a7(tu— vu) =16n° 
do (udHru)(tu—lu)=4n(u"— 10). 


La troisième équation prouve que 7, qui est un nombre premier, 
divise l’un des deux nombres 7u'--fu, tw— lu; mais la première 
et la seconde font voir que éhacun de ces nombres est plus petit 
que 7; donc celui que 7 divise est nécessairement nul, ce qui 
donne u—uw"—0, ou L°=u"* et 1'=1", c'est-à-dire que les 
deux décompositions sont les mêmes. Si donc nous supposons 
connue la décomposition du nombre 47 en un quarré, et le pro- 
duit d’un autre quarré par 27, décomposition que l’on peut trouver 
soit par la méthode directe de la Section V, soit par la méthode 
indirecte des n° 325, 324; si, par exemple, on a 47=M°+27N?, 
les quarrés(3k—2}, (ë—c)" seront déterminés, et on aura deux équa- 
tions aulieu de l'équation IT. On voit clairement, non-seulement que 
le quarré.(34— 2)" est déterminé, mais que la raçine 5k—2 l'est 
aussi; en effet, 4 devant être un nombre entier, on devra prendre 
3k—2—+M ou ——M, suivant que M sera de la forme 


ot 


(*) Cette proposition peut être démontrée plus directement par les principes 
le la Section V. 


473 | RECHERCHES 
3zL1 où 5z--2 (*). Cela posé, comme on 

_k=2a—b—c=3a—m, 
on en tire 


a="tr, b4c=m—a=;(1m—k), 


d’où 
Cabot (be) +5)" = (md) (amh)" +3 N° 
= SRE + | 
et ainsi tous les coefliciens de l’équafion cherchée se trouvent 
détermités. | | 
Cette formule devient encore plus simple, en substituant pour 
N° sa valeur tirée de l'équation : 


(54—2) +27N°=4n=12m+ 4; 

ce qui donne 

C=;(m+kt+3km)=;(m + An). 

Cette valeur peut encore se représenter sous la forme 
C=(5k—2)N°4 k— 2 +R mm, 

qui est d’une application moins facile, mais qui fait voir par 

elle-même que C est un uombre entier, comme il le faut. 

- Exemple. Pour n= 19, on a 4n7=—49<+27, d’où 3k—2=7, 

k=3, C=;5(6+57)=7, et l'équation cherchée est | 

L+ax—6r—7=vu, 
comme ci-dessus (n° 351). | 


De même, pour z=—7, 13, 3r, 37, 43, 61, 67, on trouveres- 
pectivement £=1, —1, 2, —3, —2, 1, —1et- 


C1, —1, 8, —11, —8, 9, —5. 


Au reste, quoique le problème que nous venons de résoudre soit 


(*) M ne peut être de Ja forme 3z, car alors 4n serait divisible par 3. Quant 
à l'ambiguité de signe qui porre sur b—c, il est inutile de s'y arréter, et même 
cette détermination est impossible par la nature même de la chose, puisqu'elle 
dépend du choix de la racine g, de manière que pour quelques racines primi- 
tives bc est positif, tandis que pour d'autres il est négatif. 


assCz 


EEE ON RNA 


ARITHMÉTIQUES. 45 
assez compliqué; nous n’avons pas, vonlu le shpprimer ; fat à 
cause de. l'élégance de la solution , que’ parceque-les artifices qu’il 


nous a donné wccasion d'employer peuvent être d'une très-grande 
utilité dans d’autres problèmes. 


359. Les recherches précédentes avaient pour but de trouver les 
équations auxiliaires; nous allons maintenant exposer sur leur réso= 
lution une propriété digne de remarque. -On sait que tous. les 


travaux des plus grands géomètres ont échoué contre la résolution 


générale des équations qui passent le premier degré, ou pour 
mieux définir Pobjet de la recherche, contre la réduction des 
équations complètes à des équations à deux termes, et il est à 
peine douteux si ce problème ne renferme pas quelque chose d’im- 
possible, plutôt qu’il ne surpasse les forces actuelles de l'analyse. 
(Voyez ce que nous avons dit sur ce sujet dans le Mémoire in- 
titulé Dernonstratio nova, etc. p. 22). Il est certain‘ néanmoins 
qu'il y a une infirité d'équations composées dans chaque degré, 
qui admettent une telle réduction,. et nous espérons faire plaisir 
aux géomètres, en prouvant que nos équations auxiliaires sont 
toujours dans ce cas. Mais à cause de l'étendue du sujet, nous 
ne présenterons que les principes les plus importans qui sont né- 
cessaires pour démontrer cette possibilité, différant à un autre 
temps l’exposition plus complète. Nous mettrons en avant quelques 
observations générales sur les racines de l’équation æ‘—:1=0o, 
en comprenant le cas.où 6 est un nombre composé. 


1. Ces racines sont données; comme on ie sait, par les élé- 
mens, par la formule 
LE] kP 
æ=cos + isin, 


dans laquelle on doit prendre pour € les nombres 0,1, 2, 3...6—1, 
ou d’autres nombres quelconques congrus avec eux. Une seule 
racine est —1, celle que l’on obtient en faisant £—o, ou plus 
généralement 4=0 (mod.e); mais à toute autre valeur de 4 ré- 
pondra une valeur de x différente de r. 


_2°. Comme on a 
.. kP xhRP520.: ie 
(cos +3 isin — +) =t0: hi sin —— 
O oe 
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sé R est une racine qui corresponde à une valeur de À première 
aveu e, le terme de numéro & dans la progression R, R°, R°, etc, 
sera 1, mais fous les autres seront différens de 1; il suit de là 
que toutes les quantités R, R°, R°,.etc. sont différentes, et comme 
chacune satisfait à l'équation x°—:1=—0, elles sont les racines 
de cette équation. 


5°. Fhfin dans la même supposition, on a 
AR CEORS CRT CDI Ent 
pour toute valeur de entière et non divisible par €. en effet cette 


expreséfon équivaut à , et le numérateur de cette fraction 


1—R" 
EL À 
est 0, tandis qué le dénominateur ne l'est pas, Mais quand À 
est divisible par €, cette somme est évidemment =e. 


360. Soit, comme dans tout ce qui précède, z un nombre 
premier, g une racine primitivé pour lè module » , et 7 —1 Îles 
produits de trois nombres entiers positifs «, #,'>. Pour abréger, 
hôus comprendrons en même térmps dans nos recherches le cas, 
où l’on aurait « ou y=1; quand y=1:1, il faut remplacer 
5 1), (y: g), etc. par [1], [g], etc. Supposons dono que les 4 


périodes de By termes, (B}, 1), (By,g8); (By: g°):.. (By, gi) 
soient connues, et que l’on veuille en déduire les valeurs des pé- 
riodes de y termes, opération que. nous avons réduite plns haut 
à la résolution d’une équation complète du degré 8, et qu’il s'agit 
maintenant de ramener à une équation à deux termes de même 
degré. Pour abréger, nous représènterons respectivement les va- 
leurs des périodes | 


Ga} 8°), G8%), O8" par a,b,c,...m, 
(8), Get", CRC Der) de DR me 
(8°) Os Far DRE Het D D} ere LA 


jusqu'à celles qui composent la période (B>, 8" 5 


1°, Soit R ure racine indéfinie de l'équation es 1==0, ct 
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supposons que le développement de la puissance @ de la fonction 
t= at Rb+ Ro... Rom 
soit, par. ce qui a été dit (n° 345), 


N+ Aa + Bb + Cc...... + Mm 
+ d'a + Bb + Co... SL FOR 
+ d'a + BE HE Ce Mt ? 
+ etc. 


où les coefliciens N, 4, B, A', etc. seront des fonctions ration« 


nelles entières de R. Supposons aussi que la puissance 8 des deux 
autres fonctions 


u= bHRc+ R'a..... TRËmER a 
se développe en U et U’, on verra facilement (n° 55a) que #’ se 
tirant de £ en changeant a, b, c....menb,c,d....u respec- 
tivement, on aura 


N+ Ab +Be + Cd.....:+ Ma 
+ AE + Be + Cd'.....+M'a Ex : 
+ AD + B'o" + Cd... ME 
etc. 


d'ailleurs = Ru, ainsi U — RU’; et comme F° = 3, les 
coefficiens correspondans seront les mêmes däns Ù ét VU"; enfin, 
comme 4 et z ne diffèrent qu’en ce que « est multiplié par l'unité 
dans f, et dans z par # » on voit facilément que les coefficiens 
correspondans, c'est-à-dire ceux qui multiplient les mêmes pé- 
riodes, sont les mêmes dans T-et dans U, et partant dans T'et 
dans U'; On a donc | 

A=B=0C, etc. = M, 4A'=B'=0C,etc.,Ad"=B'z= 0", étc. ète. 
et partent, T'se trouve réduit à la forme 

TN + 4(8, 1) A'By,8) + Ar, 8) ete, 

üù chacun ‘des-coefficiens N; 4, .4', etc. peut être ramené à la 


forme 
4 
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— PRE PRÊTS p'RT TH etc. 
Ps Ps P'r etc., étant des nombres entiers donnés. 


2°. Si l’on prend pour À une racine détegginée de l'équation 


d—1—0 (dont nous supposons avoir déjà la solution), et telle 


que sa puissance B soit la plus petite qui soit égale à l'unité, 
T' sera aussi une quantité déterminée dont on pourra tirer £ par 


l'équation à deux termes a — T=0. Comme cette équation a B 
racines, REP 
PRE RTE, 


le choix de la racine que l’on doit employer reste douteux ; mais 
on peut prouver comme il suit que cela est indifférent. On doit 
se souvenir que , toutes les valeurs des périodes de By termes étant 
‘supposées connues, la racine [1] n’est déterminée que par la con- 
dition d’être une des By racines contenues dans (7, 1), et que 
parconséquent nous sommes parfaitement maîtres de représenter 

par a la valeur d’une quelconque des périodes qui éomposent (8, 1); 
et si la valeur d’une de ces périodes étant représentée par a ,.on 
at—7T; et qu’ensuite on représente par a la valeur de la période 
que l’on représentait par à, c, d,....a,b, deviendra D, c...m,a, 


Q . T bn ë e 
ce qui donnerait alors t=r= rR°T!, De même ; Si l’on veut 


représenter par & la valeur de la période qui était auparavant 


représentée par ©, la valeur de z deviendra F7 : SA et ainsi de 
suite ; £ pourra donc être supposé égal à une quelconque des quan- 
, Ê Cnam à B— % . « « 

tités T, rR° » TR ,etc., c'est-à-dire à celle qu'on voudra 


des racines de l'équation To > pourvu que nous suppo- 
sions que l’on prenne pour (y, 1), tantôt l’une , tantôt l’antre des 
périodes contenues dans (B>, 1). 


5°. Lorsque la quantité # a été déterminée de cette manière, 
il faut chercher les B — 1 autres: qui se déduisent de £ ,.en sub- 


rs successivement EF, FR, R,... # à la place de R, c'est- 
Ke 1re » E à 
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fat RH RC. +R y, 
SR RCE m. etc. 
On connaît déjà la dernière, puisqu'elle devient évidemment 
=atb+e...bm—=(ly, 1), et les autres se détermineront 
comme il suit. 


Si, en suivant les règles du n° 345, on forme le produit Pr 5 


8 . 
comme (1°.) on a formé Z , on prouvera d’une manière absolu- 
ment analogue à la précédente, qu’il peut se ramener à la forme 


N+ Ax(By; 1) +4, (By); 8) + A;'(B}y; g*)+ etc. = T", 


N,, À,, A, etc. étant des fonctions rationnelles et entières de R, 
et parconséquent T” une quantité connue ; d’où Fon tire {= F. 


De même si le développement du produit £—"? est supposé égal 
à T°, T° aura une forme semblable, et une fois sa valeur con- 


TE; # se dé l'é ne 
nue, on aura {’— prit se terminera par quation £” re 


où T° sera une quantité connue, etc. ; 
Cette méthode cesserait d’être applicable, si l’on pouvait avoir 
1=—0, ce qui donnerait T=T'=T'=etc. —0; mais nous pour- 
‘xions prouver que celte supposition est etes si nous 
m’étions forcés d'abréger, IL existe aussi des artifices particuliers 
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‘par lesquels les fractions He 7» etc. peuvent être converties en 
fonctions entières de R, et des méthodes plus abrégées pour trou- 
ver 7, 1”, etc. lorsqu'on à a=—1; mais nous ne pouvons nous ar- 
rêter à ces détails. 

4°. Enfin, dès que l’on connaîtra £, ?’, 1”, etc., on aura sur- 
le-champ, par la troisième observation du n° précédent, 
1+t+l+etc. = fa, 
équation qui donnera la valeur de à, et de cette valeur on 
pourra (n° 346) déduire celle de toutes les périodes de y termes. 
Les valeurs de à, c, d, etc. peuvent aussi se trouver, comme 
chacun pourra s’en assurer par une légère attention, au moyen 
des équations suivantes : 
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Bb=R AT | 


Bo Re is Rp + eto 
Pd= RP, +R ue Hetc., etc. 


Parmi les nombreuses observations relatives à la recherehe pré- 


| cédente, nous ne nous arrêterons que sur une seule. 


On voit facilement que T'obtient le plus souvent une valeur 
imaginaire de la forme P + iQ, desorte que la solution de l'équa- 
tion dépend de la division en f parties, 1° d’un angle dont la 


tangente est 8 2° d’un rapport qui est celai de ï à y/(P*+Q"); 


et il est digne de remarque que la valeur da VCP+Q) peut. 
taujours s'exprimer rationneÏlement par des quantités déjà con- 
nues, desorte que lon n’a besoin que de la division de l’angle.et 
 de’r'extrtacian d’une racine quarrée (nous ne faisons qu’indiquer cette 
remarque, que nous ne pouvons détailler ici), par exemple, pour . 

== 3 on n’a besoin que de Îa trisection de l'angle, tandis que 
pour la plupart des équations du troisième degré dont toutes les 
racines sont réelles, on ne peut éviter d'employer la trisection de 
l’angle et du rapport. 


Enfin, comme rien n'empêche que nous ne supposions «ar; 
>= 1, et partant B=n— 1, il est évident que la solution de 
l'équation x"—1—=0 peut être réduite à la solution. de l'équa- 
tion à deux termes du degré 7—1,2"— T0, où T'se déter- 
minera par les racines de l’équation PE D'où il résults, 


à l’aide de l'observation que nous vegons de faire, que la divi- 
sion du cercle en z parties exige: 


1°. La division du cercle en 7—1 parties; 


2. La division en 7 —1 parties d’un arc qui peut se construire, , 
lorsque la première division est faite; 


3°. Enfin l'extraction d’une racine quarrée, et lon peut prouver 
| que cette racine est toujours ÿ/7. 


351. Il nous reste à examiner de plus près la liaison qui 
existe entre les racines et les fonctions trigenométriques des 
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arigles | 


La méthode que nous avons exposée pour trouver les racines Q, 
laisse de l'incertitude sur celles de ces racines qui répondent à 
ces différens angles, c’est-à-dire, sur celle que l’on doit épaler 
à cos? +isin L , celle que l’on doit égaler à cos si sin??,etc., 
à moins que l’on ne fasse usage des tables de sinus, ainsi que 
nous l’avons indiqué, ce qui peut ne pas sembler assez direct. 
Mais cette incertitude disparaît aisément, si l’on fait attention 
que les cosinus des angles 

P 2P SP (r—1)P 

né "n ? A NS TBE es 
vont continuellement en décroissant, pourvu que l’on tienne compte 
du signe, et que les sinus sont positiff, tandis que pour les angles 


Gr1)P (n—2)P (n—6)P GHV2 - 
PR nie ? DNE, CFE 


qui ont mêmes cosinus que les premiers, les sinus sont tous ‘né- 
gatifs, quoique de même grandeur que les autres. Ainsi, parmi 
les racines Q ,_les deux qui ont même partie réelle et pour les- 
quelles cetfe partie ‘est la plus grande, répondront aux angles 


L et EX, savoir, au premier celle où la quantité imaginaire 


est positive, au second. oelle où elle est négative. Parmi les 
n—3 autres racines, les deux qui auront la plus grande partie 


2P (n—2)P 
CE 


réelle répondront aux angles —, et ainsi de suite. 


D'ailleurs , aussitôt que l’on connaît la racine à laquelle répond 
l'angle £ , on pourra distinguer les autres , en rémarquant que 
si on la désigne par [A], aux angles = ÿ _ _ > ete. répon- 
dront évidemment les racines [2A], [3A], [4A], etc. Ainsi dans 
l’exemple du n° 353, on voit sur-le-champ qu’il n’y a pas d’autre 
racine que [11] qui puisse répondre à l’angle Æ P, et à l’angle 
1$P la racine [8]. De même aux angles &P,P, 55P; 
16 P, etc. répondent les racines [3], [16], [14], [5], etc. Dans 
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l'exemple du n° 354» la racine 1 répond évidemmént à l'angle 
PP, la racine [2] à l'angle ee , etc. Ainsi de cette manière 


; . RARE: 2P $ + 

les sinus et cosinus des angles +, —, etc. sont entièrement dé- 
terminés. 

361. Quant àce qui regarde les autres fonctions trigonométriques 
de ces angles, on pourrait les tirer des valeurs des sinus et co- 
_ sinus, par les méthodes connues, savoir, les sécantes et les tan- 
gentes en divisant respectivement l’unité ou les sinus par les 
cosinus ; et les cosécantes etles cotangentes , en divisant le rayon 
ou les cosinus:par les sinus. Mais le plus souvent il sera plus 


commode d'employer les formules suivantes, qui n'exigent que 
de simples additions. 


_ Soit © un quelconque des angles _ PER HE , et 


nm nm 
coswzsinw—R; R sera une des racines , et l’on aura 


cosw=r(R+T) =, er (r—) = 
et partant 


2R ii) _. aRi RH) 
TER fango—= , Coca, cotu—- ET. 


séco—= 


Nous allons donner le moyen de transformer les numérateurs de 


ces quatre fractions, de manière à les rendre divisibles par les 
dénominateurs. 


1. Commeona R=R"+: = R"+, il en résulte 2R=—R+R"*#, 


expression qui est divisible par 1+R*, puisque z est un nombre 
impair; donc 


séco—R—R+RS—RI'+. Ne +R"; 
et partant , puisqu'on a sino——sin(22—1)æ, sin 30 — 


—sin(27—3)0, etc., et parconséquent sinæ—sin3 -sin5e.... 
+ sin(22—1)w=0, 


séc © = COS © — cos 3 œ cos 5w.... + cos(27—1) ©, 
ou enfin, puisque cos — cos(27—1)œ, COS3w—cos(277—3)w, etc. , 
sÉC& = 2 {cos —cos 3w+cos5w...æcos(7—2)} cos re, 


le signe supérieur ou inférieur ayant lieu, suivant que » est 
de 
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de la forme 47 1 ou 42+ 3. Cette formule peut évidemment 
se présenter comme il suit : 


séco = + {1—2cos20-2c0540. ...—H2 cos (n1—1) w}. 
2°. Substituant de même 1—R"+* pour 1—R*, on trouve 
tangæ—71(1— R'+ R— RS... —hR), 
ou, comme 1—R*"—0, R°— R°"=—2j5in20, R—R"—aisin4o,ete, 
tang © — 2{ Sin 20 — sin 4 4-sin6w.. ..æsin(2—1)æ}. 
3°. Comme on a 


1H RH RE... RO, 


on en tire 


n=n—1—R RE... —RV = (1 —R)+(i—RE).. HR), 
expression dont les différentes parties sont divisibles par 1 —R", 
d'où il résulte | 
(RGP R). HR RE... R°A) 
=n—1-#(n—2) RH (n—3) RH RS; 
si l’on multiplie par 2, que l’on retranche le produit 
(n—1) (iHR +R... +R"—)=0, 
et que l’on multiplie de nouveau par R,ona 
anR 


(nr) Rn—5)RHn RS. (05) RUES (0 1 )R 
d’où résulte sur-le-champ, 
coséca==" {(n—1)sina-+(n—5)sin3e. .....—(n—1)8in(27—1 )# } 


== = {(n—1)sinw+-(7—3)sin30 — etc.+ 25in(7—2)w}, 


formule qui peut encore se présenter ainsi 


COSÉCH—=— 2 { 2 sin 20 +4 sin 4o—+-6sin6æ. . . (1) sin(rz—1)»}. 


4. En multipliant par :-+R* la valeur de — que nous avons 


AR? 

donnée plus haut, et en retranchant le produit 
(n—1) (G+R + Rt+..... RAR") = 0. 

P pp 
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il vient 


ROAD C2) RO (4) CRE) RE (rm), 


d’où 
cotu—!| (n—2)sinco+(n—/}sinfe +(n—6Jein£u..... RAA te 
== 2{(n—2)sinse J{n—{yinée. ...... +HBsin(n—3)e-+sintr—1)e) , 
formule qui peut encore se présenter ainsi qu’il suit: 
cot © = —; {sin œ@—3sin3%....+(n—2)sin(7—2)0 }. 


363. De même qu’en supposant 72—1—e/f, la fonction X peut 


_ être décompasée en e facteurs de degré f, aussitôt que l'on con- 


némétrique des Bree 


naît les valeurs des e périodes de f termes (n° 348), si nous sup- 
posons maintenant que Z —0o soit une équation du degré 7—+y 


dont les racines soient les sinus, ou toute autre fonction trigo- 


P 2P (a—1)P 


: l8 fonetion Z pourra 


n 2 


se décomposer en:e facteurs. de degré Îf. 


Soient pz<{ f, 1}, p', p’, etc. les périodes de f termes dont Œ 
est composé, et que p, p', p', ete. contiennent respectivement 
les racines te 
[1], [a], [6], [cl, etc.; [a], (87, [c’], etc; [a], [87], [ce], ete: 
supposons encore que l'anple réponde à la racine [1], et pare 
tant les angles 

| ao, bo, etc.; a'w, bo, etc.; ao, b'w, etc. 
aux racines " 

Le], [23 etc; Le, [#7], ete; [a]; (7, etc. 
On verra facilement que ces angles pris ensemble coïncident (9); 
quant à leurs fonctions trigonométriques, avec les angles 


das 2P 3P (G—1)F, 
PR RTS ASE PERD? 


C() Deux angles-coïncident sous ce pojnt de vue, quand leur différence est égale 
à la circontérence on à une ses multiples, c'est-à-dire, lorsqu'ilà sont congrus 


suivant la circonférenae » # nous voulons prendre l'expression dr congruence dans 
un sens plus étepgdu. 


ROUE eUEs MALE AR 
si de la fonction dont il s’agit est désignée par le signe ® 
placé deyant l’angle, et que l’on fasse 
 (æ—@o)(z—pau) etc. = F', (x—pa'w) re «)etc, == F”, 
| CEA &) (x—?b'a) etc. = F", etc., 

‘on aura nécessairement 
| FF F'...…..=2, 


II nous reste à faire voir que fous les coefficiens, dans les 
fonctions F, F', F", etc. peuvent être ramenés à la forme | 

AHB(F, 1)+X SF, 8) HD(S, 8)... + LS, 87). 
car alors ils devront être regardés comme connus, dès que l’on 
connaîtra les valeurs de p, p', p", etc. Or nous le prouverons 
de la manière suivañte. 


Le n° précédent fait voir que de la même manière que l'on a 
cosæ=—=2}[1]+ifil, Sin @ == — 01]+ AR 


les autres fonctions trigonométriques de l'angle æ sont réducr 
tibles à la forme 
A+B]+ Cf] + DT} +etc., 

et l'on voit sans la moindre difficulté , que la même fonction 
pour l’angle kw est alors | 

A + B'[kw]+ C'[ko] + D'[ko] + etc., 
# Etant un entier quelconque. Or comme les différens coëfficiens 
de F sont des fonctions invariables rationnelles et entières dé 
Po, Qaw, Pbw, etc., il est manifeste que si, à Ja place de ces 
quantités, on substitue leurs valeurs, les différens ceefficiens de 
viendront des fonétions invariables de [r], [a], [5], etc., et 
partant (n° 347) réductibles à la forme 


AHB($ 1)+C(f 8) +D(f,8')+ete.; 
il en est de même des coefficiens F”, F”, etc. 
364. Nous ajouterons encore quelques observations à l'égard 
du unes du n° précédent. 
. Comme les racines de la période P°—( f; a’) entrent dans 
Le Éoctheiens de F', de la. même manière que les racines de 
la période 2 entrent dans les coefficiens de F, il suit du 


+ n°547 que F° peut se déduire de F', pourvu que l’on substi- 
2 
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tue dans F | 


Che} VA ae, (agi), ete. au lieu de (£ 1), CP > ( g°) ete. 


De la même manière F” se déduira de F en substituant 


(fa), (A ag), (F; a'g), ete. au lieu de( f, 1), (f, 8), (f, 8°), ete. 


Ainsi, dès que la fonction Fest trouvée, les autres suivent de 
celle-là sans aucune peine. 
2°. Soit F=axf— arf + fxf-— etc. 

Les coefficiens «, B, y, etc. seront respectivement la somme des 
racines de l'équation F—0o, la somme de leurs produits deux à 
deux, etc. Mais souvent ces coefficiens se déterminent plus com- 
modément par une méthode semblable à celle du n° 349, c’est- 
 à-dire, en calculant la somme des racines 9w, Quw, be, ete., 
la somme de leurs quarrés, la somme de leurs cubes, etc., et 
déduisant de là ces coefficiens par le théorème de Newton. Toutes 
les fois que @ désigne la tangente, sécante, cotangente ou cosé- 
cante, on peut encore employer d'autres moyens d'abréviation, 
mais nous sommes forcés de les passer sous silence. 


3°. Le cas où f est un nombre pair mérite une attention par- 
ticulière; alors chacune des périodes P, P’, P”, etc. est composée 


def périodes de 2 termes. Soient (2, 1), (2, a,), (2, b,), 


(2,.c.), etc. celles qui composent P, les nombres 1, 4, , D,, €, , etc. 
et —1, n—a4,, n—b,, etc. pris ensemble, coïncideront avec la 
suite 1, a, b, c, etc., ou du moins, ce qui revient au même 
quant à nos considérations, seront congrus à ceux-ci, suivant le 
module 7. Mais on a p(n—1)0 —Æpu, q(n—a,)o —#+@uo, etc. 
en prenant les signes supérieurs, quand @ exprime le cosinus ou 
la sécante, et les signes inférieurs, quand @ exprime le sinus, la 
tangente, la cotangente ou la cosécante. Il suit de ]à que dans 
les deux premiers cas, les facteurs de F seront égaux deux à 
deux, et que parconséquent F sera un quarré — y, si l’on fait 


JS = (r—Po)(x—paw) (x—pb0), etc. 


Dans les mêmes cas, F”, F”, etc. seront des quarrés, et si l’on 
suppose que P’ soit composé des périodes (2, a/), (2, b;}, 
(2, cv), etc., P° des périodes (2, a”), (2, b;"), (2, c;'), etc., 
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et que l'on fasse | | | 
(4 » 5 Es. LA Fr R 
Y= (492 à) (a—pb' 0) (x—9c;'«), etc., 
Ra = (x—@a'ow) (z—pbl'o) (x—pc'o), etc., 
on aura F'=—y", F'=y", etc, et la fonction Z elle-même 
sera un quarré (voyez n° 337) dont la racine est égale à yy‘y", etc. 
Au reste, on voit facilement que y’, +”, etc. se dérivent de Y 
de la même manière que F', F”, etc. de F (I); et que chaque 
coefficient de y peut aussi se ramener à la forme 
AHB($ 1)+ CS 9) +D( 8), ete. 
puisque les sommes des puissances des racines de l'équation y=—0 
sont les moitiés des sommes des puissances des racines de l’équa- 
tion F—0o, et partant réductibles à cette forme, 

Dans les quatre autres cas, F sera le produit des facteurs 
x'—(pw)", x'—(pa,w), x’—(phw), etc. et parconséquent de 
la forme 

LÉ ne AA EDEN mn EC. 3 
les coefficiens À, w, etc. peuvent se. déduire de la somme des 
quarrés, des biquarrés, etc. des racines @w, pa, @bo, etc., 
et de même pour les fonctions F”, F”, etc: | 

Exemple I. Soit n—17, f—8, et que ® désigne le cosinus. 
On a 

Ze +0 ut né mt Eat Lo), 
et il faut parconséquent décomposer y/Z en deux facteurs du qua- 
trième degré y et y. La période P=—(8, 1) est composée des 


périodes 
(2, 1) (25 9)s (25 13)3 (2, 15); 


d’où 
J = (x—20) (x—p9) (x—p150) (x—p150). 


Substituons 2[4]+ :[7—*] pour kw, et désignons indéfiniment 
par S,, la somme des puissances 77 des racines go, 9», etc., 


nous trouverons 

S,=2(8, 1); S—a2+i(8 1); Ss—i(Br) +581); Sir (8 1): 
et déterminant par là les coefliciens de y, à l'aide du théorème 
de Mewion, 
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y = 48,1) 4((8,1)+808,5) }r—5((8,1)-+3(8,3) }5+15{(8,1)+-(8,3)}- 
y’ se déduit de y en changeant (8, 1) en (8, 5) et réciproque- 
ment; ainsi substituant les valeurs 
(B,1)=—i+iyi7, (8 5)=—i—i V7» 
où & : | 
JG V7) (HV 7) CV 17 )T re » 
= (GHViT)eG—iVir)e+G—V17)x— re 
yZ peut de la même manière être décomposé en quatre facteurs 
du second degré, qui seront 
(x — pa) (x — p130), (z— pe) (x — p15), 
(x—9350) (x — phow), (x—pio) (x — prie), 
et tous les coefficiens de ces facteurs s’exprimeront au moyen 
des quatre périodes (4, 1), (4; 9); (4, 3); (4, 10). Or il est 
évident que le produit des deux premiers. facteurs est y, et ce- 
lui des deux derniers y. | 
Exemple IT. Si, toutes choses d’ailleurs égales, @ est supposé 
désigner le sinus, ensorte qu’on ait 
Zn AP EE 6 
à décomposer en facteurs du huitième degré y et y, y sera le 
produit des quatre facteurs du second degré 


x— (po), x'—(pgw), Æ'—(pi3w), x°—(p15œ}). 
Or comme on a...pkw =—{{4] + int; il en résulte 
Qoka)=— 4 [k]+{n]—1lan—añ}t [2%] —1fan—0À]; 


4 
de là , en désignant indéfiniment par S,, la somme des puissances m3 
des racines Po, P9w, ®13&, 15, on tire 
.—2—; (8, 1); S=i—$ (8, 1); « 
Se i—#(8, 1) — #1 (8, 3); = — 37 (8, 1) 7 3x (8,3), 
et partant 


F=s— (ai @ 1)}at+ (À G 1)-E 3 (6, 3))at 
(6, 1)4+ (8, 3)}a+5—25 (6, 1) +5 (8, 3). 

3j’ se déduit de y en échangeant entre eux (8,1) et (8, 3) u 

desorte que par la substitution des valeurs de ces périodes, 
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on 4 | a ne 
D 7) GE at an | 
SE +: PALÉDE nm rar | 
On pourra de la même manière décomposer Z en quatre facteurs , 
dont les coefficiens s’expriineront au moyen des valeurs des pé- 
riodes de quatre termes; le produit de deux d’entre éux sera y, 
le produit des autres y’, 


865. Nous avons ainsi réduit par les recherehes précédentes 
la division du cercle eu » parties, si & est un nombre premier , 
à la solution d’autant d'équations qu'il y a de facteurs dans Île 
nombre 7—:1, et dont le degré est déterminé par le grandeur 
des facteurs. Ainsi, toutes Îles fois que 7—3 est une puissance 
de 2, ce qui arrive pour les valeurs:de » 

3, D, 17, 257, 65537, ete., 


la division dn cercle-est réduite à des équations du second 
degré seulement, et les fonctions trigonométriques dés angles 


P 
Cas : _ , etc. peuvent être exprimées par des racines quarrées plus 


ou moins compliquées, suivant la grandeur de 7; donc, dans ces 
différens cas, la division du cerele en 7 parties » Ou la descrip- 
tion du polygone régulier de »# côtés, peut s’éxécuter par def 
constructions géométriques. Par exemple, pour #— 17, on tire 
facilement deg n% 354, 56: 


ce eh 17 + Gain) WAV Cha Vin) 
Er batanh 
les cosinus des multiples de eet angle ont une forme emblables 
les sinus ont &a radical de plus. Il ÿ a certainement bien lieu” 
de s'étonner que la divisibilité. du cercle en 5 et 5 parties ayant 
été connue dès le temps d'Euciide, on n'ait rien ajouté à ces 
découvertes dans un intervalle de deux mille ans, et que tous les 
géomètres aient annoncé comme certain, qu’excepté ces divisions 


et celles qui s’en déduisent (les divisions en 2,15, 5.2,3.2, 


15.27 parties), on ne .pouyait en. effectuer aucune par des 
constructions, géométriques. 
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Au reste on prouve facilement que si un nombre premier n 
est —2"+1, le nombre m lui-même ne peut avoir d’autres di- 


viseurs que 2, et qu’il est parconséquent de: la forme 2”, En effet 
si "7 était divisible par un nombre impair ( plus grand que 


l'unité, et qu'on eût ainsi m—(n, 2" 1 serait divisible par 


2", et partant composé. Toutes les valeurs de z qui ne con- 
duisent qu'à des équations du second degré, sont donc contenues 


sons la forme 2 +1; ainsi les cinq nombres 3, 5, 17, 257. 
65537 s'en déduisent en faisant »—0, 1, 2, 5, 4 ou m—1, 2, 
4 8, 16. Mais la réciproque n’est pas vraie, et la division du 
cercle n’a lieu géométriquement que pour les nombres premiers 
compris dans cette formule: A la vérité Fermat, trompé par 
l'induction , avait affirmé que tous les nombres compris 
sous cette forme étaient nécessairement premiers; mais Æz/er a 


remarqué le premier que cette règle était en défaut dès la sup- 
position »=5 ou m=—52, qui donne 


2 + 174294967297; 
nombre divisible par 641. 


Toutes les fois que 7—1 renferme des facteurs différens de 2, 
on est toujours conduit à des équations plus élevées, par exemple; 
à une ou plusieurs équations du- troisième degré » 3i 3 est une 
ou plusieurs fois facteur; à des équations du cinquième degré, 
quand 2— 1 est divisible par 5, etc., et NOUS POUVONS DÉMON- 
TRER EN TOUTE RIGUEUR QUE CES ÉQUATIONS NE SAURAIENT 
EN AUCUNE MANIÈRE ÊTRE ÉVITÉES NI ABAISSÉES, et quoique 
les limites de cet Ouvrage ne nous permettent pas de développer 
ici la démonstration de cette vérité, nous avons .cru devoir en 
avertir, pour éviter que quelqu'un ne vonlût.essayer de réduire 
à des constructions. géométriques d’autres divisions que celles 


données par notre théorie, et n’employât inutilement son temps 
à cette recherche 


366. Si l’on veut diviser le cercle en a” parties, a étant un 
nombre premier et & > 1, il est aisé de voir que la construction 


géométrique n'est possible qu’autant que a= 2. En effet, si a>2, 
outre leséquations nécessaires pour La division-du cercleen aparties, 


il 
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il faut encore résoudre «—1 équations du degré a, que l'on 
ne peut non plus ni éviter, ni abaisser. Ainsi le degré des équa- 
tions nécessaires se connaîtra généralement par les facteurs pre- 


miers du nombre (a—1)a" (y compris le cas où «= 1). 


Enfin si l’on doit diviser le cercle en N—a“8"c?.. . parties, 
a, b,c, etc. étant des nombres premiers, il suffit de savoir 


effectuer les divisions en a”, Poe 4 s'etc. parties (n° 336). Ainsi, 


pour connaître le degré des équations nécessaires, on doit consi- 
dérer les facteurs premiers des nombres 


fa—ra ; CE » (c—1)ce” *, etc, 

eu, ce qui revient au même, les facteurs de leur produit. On 
remarquera que ce produit indique combien il y a de nombres 
moindres que Wet premiers avec lui (n° 38). Ainsi la division 
ne pourra s’exécuter géométriquement que lorsque ce nombre 
est une phsiance de 2; mais quand il renferme d’autres facteurs 
premiers p, p', etc., on ne peut éviter en aucune manière les 
équations de degré p, p', etc. 


I1 suit de là généralement que pour que la division géométrique 
du cercle en N parties soit possible, AN doit être 2 ou une puis- 
sance de 2, ou bien un nombre premier de la forme 2"+1, 
ou encore le produit d’une puissance de 2 par un ou plusieurs 
nombres premiers différens de cette forme; ou d’une manière plus 
abrégée , il est nécessaire que N ne THE aucun diviseur im- 
pair qui ne soit de la forme 2"<+1, ni plusieurs fois un même 
. diviseur premier de cette forine. 


On trouve de cette manière , au-dessous de 300, les-trente-huit 
valeurs suivantes pour le nombre N': 
1,79; 4) he 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 2 32, 34, 40, 
48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128, 136, 160, 170, 
192, 204, 240, 255, 256, 257, 272, 


Q4q 


4ça 


+ 


ADDITIONS DE L'AUTEUR. 


N° 28. L A solution de l’équation indéterminée ax + by = 1 
n'a pas été trouvée pour la première fois par Eu/er, comme nous 
l'avons dit, mais par Bachet de Meziriac, géomètre du dix- 
septième siècle, célèbre par l'édition de Diophante qu'il a pu- 
bliée avec des Commentaires. C’est Lagrange qui lui en a restitué 
l'honneur, dans ses Additions à l’ Algèbre d'Euler, p. 525, 
où il indique en même temps le fond de la méthode. Bachet a 
publié sa découverte dans la seconde édition de son ouvrage 
intitulé : Problèmes plaisans et.délectables qui se font par Les 
nombres, 1624; elle n’existe pas dans la première édition (im- 
primée à Lyon en 1712), qui est la seule que j'aie vue, mais 
elle y est annoncée. 


N° 151, 296, 297. Legendre a nouvellement exposé sa démons- 
tration dans un excellent ouvrage intitulé: Essai d’une théorie 
des nombres, p. 214 et suiv., mais cependant de manière à n’y 
rien changer d’essentiel, ensorte que cette méthode est encore 
sujette à toutes les objections que nous avons faites n° 297. Il est 
vrai que le théorème (qui set de base à une supposition) qué 
dans toute progression arithmétique 7, 24%, Z2k, ete., on 
trouvera des nombres premiers , si X et / n’ont pas de diviseur 
commun, a été exposé avec plus de détail dans cet ouvrage , 
p. 12 et suiv.; mais il ne paraît pas encore avoir satisfait à la 
rigueur géométrique. D'’ailleurs, quand même ce théorème serait 
complétement démontré, il resterait encore l’autre supposition, 
, qu’il éxiste des nombres premiers de la forme 4745, dont un 
uombre premier donné positif de la forme 42-+-1 est non-résidu' 
quadratique, et j'ignore s'il est possible de démontrer cette pro- 
position sans supposer le théorème fondamental lui-même. Au 
reste, nous devons faire remarquer que ce célèbre géomètre 


 ADDITIONS DE L'AUTEUR. Lot 
n’a pas fait tacitement cette supposition, et qu'il en convient 
lui-même, page 221. 


N°" 288 — 293. Ce sujet, qui est présenté ici comme une 
application particulière des formes ternaires, et qui, sous le 
rapport de la rigueur et de la généralité, semble ne rien lais- 
ser à desirer, a été traité bien plus amplement par Legendhe, 
dans la troisième partie de son ouvrage (*), p. 321—400. Il s’est 
servi de principes tout-à-fait différens des nôtres; mais par la 
route qu’il a suivie, il a rencontré plusieurs difficultés qui l’oné 
empêché de démontrer rigoureusement les théorèmes principaux. 
Il a lui-même indiqué avec franchise ces difficultés; mais, si 
nous ne sommes dans l’erreur, elles pourraiënt être levées plus 
facilement que celle qu'il rappelle encore dans cette recherche 


(p. 371, en note à la fin), savoir que dans toute progressio 
arithmétique , etc. 


N° 306, VIII. Dans là troisième chiliade de déterminäns né- 
gatifs, noùs en avons trouvé trente-sept irréguliers , parmi les- 
quels dix-huit ont 2 pour indice d’irrégularité, et les dix-neuf 
autres l'indice 3, 


Idem, X. Nous venons de parvenir à résoudre complétement 
Ya question que nous proposions ici, et nous publierons cette re- 
cherche, qui éclaire singulièrement plusieurs parties de l’arith- 
métique transcendante et de l’analyse., lorsque nous aurons occasion 
de mettre au jour la continuation de cet ouvrage. Nous avons 
trouvé en même temps, que le coefficient 77 (n°: 304, p. 376) est 


m=y"x = 2,3458847616, 


y étant le même qu’au n° 302, et æ toujours la demi-circonfé- 
rence du cercle dont le rayon est 1. 


(*) Les lecteurs ont à peine besoin d'être prévenus de ne pas confondre nos 
formes ternaires avec ce que Legendre appele Les formes ternaires d'un nombre, 
. car il n'entend par là que la décomposition d'un nombre en trois quarrés. 


NOTES DU TRADUCTEUR. 


Note relative au n° 162. 


Nr hasardons de placer ici une solution différente du même problème, 
solution qui nous paraît à quelques égards plus simple que celle de l'auteur. 
Le principe dont nous nous servons se présentait naturellement, mais nous de- 
vons observer qu'il est employé dans l'ouvrage pour un problème analogue 
(n° 285, 3°). 
Supposons d’abord que la forme F' et la forme f soient équivalentes. 


Si l’on connaissait toutes les transformations propres de la forme F' en elle- 
même, .et une transformation de f en F, en combinant chacune des premières 
avec la seconde (n° 159), on obtiendrait évidemment des transformations sem- 
blables à cette dernière. Or il est extrêmement facile de démontrer, 1° que chaque 
combinaison donnera une transformation différente des autres; 2° que toute trans- 
formation pourra naître de la combinaison d’une transformation de F en elle- 
même avec la transformation donnée de F en f. 


Cherchons donc d’abord quels doivent être les nombresp, q, r,s, pour 
que la forme F' se change proprement en elle-même par la substitution 


ap +, y=r#+sÿ, 
on aura les équations 
Ap° + aBpr+ Cr A... (a) 9 LÉ DO RE 5) 
Aj + 2Bqs+ CS =C......(c), ps—qgr—=:1........ (d). | 


Les équations (a) et (c) peuvent se mettre sous la forme 
(A4p + Br) —Dr— #4, (Cs+Bq) — Dq* = C* 
ou bien, m étant le plus grand commun diviseur des nombres 4, 2B,.€, et 


+ 
en divisant la première par = » la seconde par —, 
m 


(CL JE D (7) = m°: (SE E9) D (2)= m*.. 


Si l’on fait 
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0 LEA m(Cs+ Bag) _, mg _,, 


Da Te Gus con 


ces équations deviennent 


ED = m, sn Du = mm; 
or on à 
_t— Bu Au Cu’ t—Bu 
= ; =— , =—, S$ ; 
m m m m 


substituant ces valeurs dans les équations (b) et (d), il en résulte 
BW—D(uf+u't) + BDuu—=Bm, tf— B(uf+ ut) + Duu=m"; 


C4 


qui donnent uf+u’t—0o; donc = Cette valeur, substituée dans l'é- 
quation t#— Duu—=m*, donne f—t, et partant u——". 
Il en résulte donc 
t— Bu Cu _ Au .__t+ Bu 


a m Lu q— m ? Tim” Rae m ? 


or il est aisé de démontrer que t, u doivent être entiers, si p, g, r, s le 
sont, et réciproquement. 


1°. Sip, q, r,s sont entiers, comme il est nécessaire pour notre question, 
comme ou tire des valeurs précédentes 


ALTER q 
TL: 1 or NOT 51 LE 
m m 
on peut en conclure 


A A 
Fi Sim FRE, 
g _ C?’ s—p° 2B? 

m mn 


mais l’une des deux fractions qui servent de second membre est nécessairement 
irréductible , donc r est divisible par £, où 7 =u sera un nombre entier, 


_ en sera un aussi; de là il est aisé de voir que t est également un nombre 


entier. 

2°. On démontrera, comme l’auteur le fait au même numéro (4°.) , que toutes 
les valeurs entières €: t, x donneront des valeurs entières pour p, q, r,s. 

Il suit donc de tout ce qui précède, que la solution de notre question dépend 
de la résol»tion de l'équation #— Du=m* en nombres entiers, et que réci- 
proquement une transformation d’une forme quelconque de déterminant D en 
elle-même, fournira une solntion en nombres entiers de l'équation #*—Du'—m?, 
pourvu que m soit le plus grand commun diviseur des trois coelliciens de cette 
forme. 


34 NOTES DU TRADUCTEUR. . 

Si maintenant «, 8, y, d sont des nombres pour lesquels F se change en f, 
on trouvera par len° 159, pour les nombres &’, 8’, 5”, à, qui donnent une trans- 
formation quelconque semblable, 

‘ma! —= at — (Ba + Cu, mE — Bt — (BB + Chu, 

my = yt + (4e + Byjü, md — dt + (48 + Bu; 
or il faut observer qu'ici les valeurs de æ', BR’, y, d’ sont nécessairemént entières, 
puisque #, B, y» à et Pr4»rT, s le sont. | ; 

Si l’on compare les valeurs de Tet de U, que l'anteur déduit (n° 199), avec 
celles auxquélles nous parvenons directement, on verra qu’elles sont identiques, . 
mutatis mutandis. 

Mais si F et f n'étaient pas équivalentes, on se convaincra aisément que ces for- 

 ules ne donneraient plus toutes les transformations , à moins que l’on n'admette 
des valeurs fractionnaires de t et u dans lesquelles le dénominateur serait le quo- 
tient du plus grand commun diviseur des nombres a, 2b, c, divisé par le plus 
grand commun diviseur des nombres 4, 2B, C, Si nous nommons m’ le plus 


l4 
. d " mn 

grand commun diviseur des nombres a, 2b, c, et que nous fassions — — kw, 
m 


oh trouvera pour ce cas, en substituant dans les formules “ et — , à la place 
CRe7 


detet u, des formules semblables dans lesquelles, à la place de m, on doit mettre 
af, où t et u seront fes nombres qui satisfassent à l’équation 4 — Dw—m", 
comme il résulte de l'analyse de l’auteur. Nous insistons peu sur çe second cas, 
qui est d'une moins grande utilité. 


Note relative au n° 164. 


On peut encore faire cette recherche d'une manière qui nqus paraît en quelque 
sorte plus directe. 
Nous supposerons qu'on ait démontré, comme l’auteur , les relations qui existent 
entre «, 8, y, S, «, &', y’, 4’, et qui.sont, en faisant usage de sa notation, 
a+d=o, e+e=o, bc—ad—e, où a + bc—e, 


Cela posé, soit (F, G, H) la forme ambiguëé cherchée, que nous désignerons 
£ 2 G Ë à 
par @; faisons — — R, k sera un nombre entier. Or puisque F doit se changer 


en ®, F renfermera @ proprement et improprement, et si la transformation 
propre est AE 
x—mt#nu, y—pt+ qu, : 
on obtiendra une transformation impropre , en combinant la transformation propre 
avec une transformation imprepre de œ en elle-meme. Alors si @ se change en Fr: 
par la transformation propre 
em Hay, up +qy; 

en passant d'abord de Æ à @, et ensuite de @ à F”,.on obtiendra deux TE 2h 
mations de F° en Æ, l'une propre et l'autre impropre (° 159), et qui devront 
toincider ayec les transformations données. 5 : 
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La forme @ se chasge en elle-même par la transformation impropre t —#+hu, 
u——uw; ainsi: 1°. F se change en F” par la transformation propre 
æ= (mm + np}a+ (nr ng)ÿ, y = (pa + qp)x + (pr + qd )y'; 
et partant, on aura | Eye ds # 
mm + np=e, mm'+ng 6, pn'+qp=y, pn'+qd =... (1). 
2. F se change en F” par la transformation impropre 
ie + Gmk—n)p'}x + {mn + (mk—n)g }y, 
3={Pm" + (Cph—q)p}e + {pr + Cpk—9)q'}y, 
et l’on a parconséquent 
mm + (mk—n)p=«, mn + (mh—)4 8, 
pr +(ph—9p=Y, pi +(ph—gg =#..:...,....() 
Les équations (1) donnent par l'élimination, en faisant mg —np—k, 


,_eqg—yn ,_Bj=—dn , = ym—ap, dm—8@ 
7, = ETES) Hess À PRÉ, g =, 


Les équations (2) donnent 


m7 +hk@ map), y Eg—dn + R(J'm—6p) 
— h ps h $ + 


PR D ue Om ; ge! PAT 
<= IT , gq = LE. 
De ces doubles valeurs de m’, »’, p', g', on tire les équations 
(y+y)m=(a+a)p, (S+I)me(8+E)p.......(3) 


(G—a)g—Q—7y)n= PTE G—8)q— (à }n=Rk (0 m—8'p)...(4) 
= ++; = = & Or il est aisé de voir. 
que l’équation de condition É résulte de ces deux valeurs est toujours satisfaite, 
car elle revient à 

(G@+a) CH) — (+8) (7+7)=0, où ee +a+d=o, 
en essayant d'éliminer q ou n entre les équations (4), on voit facilement qu’elles 
rentrent l’une dans l’autre ; car il en résulterait dans l’un ou l’autre cas des équa- 
tions qui s'anéantissent d’elles-mêmes, leur premier membre étant multiplié par 
(a—#) (f—S#)—(B—8) (y—7) qui est égal à ete —a—d, quantité 
nulle, et leur second membre étant multiplié, pour l'une, par cm+ (d +e)p, 
- pour l'autre, par (a 6) m—- bp, quantités égalenient nulles, comme on peut s'en 
assurer facilement. Il suffirait pour cela de multiplier par S L première des équa- 
tions (3), et d'en retrancher la seconde multipliée par y; de.multiplier encore la 
première par 8 ,-et d'en retrancher la seconde multipliée par «&. On trouverait 

cm+(d—+e)p=o, (a+e)m+bp—=o.........(5) | 

I1 suit de là qu'entre les cinq inconnues m,n, p,q, k, il n'y a réellement que 
deux équations. Ainsi le problème est indéterminé ; mais il faut que les valeurs de 
ces inconnues soient telles que m’, n’, p', q’ soient entiers. 


Les équations (3) donnent — — 


FE D 
> +7 


Disposons des nombres m etp dont le rapport seul est connu et égal à 


&5 NOTES DU TR ADUCTEUR. 
où EL et prenons pour m et p les termes de ce rapport réduit à sa plus simple 
expression. ; 

On aura évidemment dans tous les cas des nombres entiers pour m et p”, si 
l'onfait g=mh; n—#h, où hest indéterminé jusqu'à présent. Cette supposition 
change l'équation mg — RE, en MmU—p#—1 qui servira à trouver pm et 7. 
Quant à p’ et g’, au moyen des valeurs de a,b,c,d ou —a, ontire faci- 
lement par l' élimination 
de——(ybhaa), Be—(Îb4la), ye—=ya—ac, de=fa—kfec; 
or à l'aide des équations (5), on a 


ee cure Gare ee 
ne pu Lame yep=— GIP, 


On trouverait de même 


FR ete 


Si r est le plus grand commun diviseur des nombres a, b,c, et partant des nombres 
b, c, e, comme il test aisé de le prouver par l'équation a*+-bc=—+*, un des nombres 


c : e : rh 
tt sera premier avec = Supposons que ce soit ri Comme on a 


(a—# )m © (G—8)m° 
bem ee EDR ET » 
r Fr 


il s'ensuit que («— «’)m est divisible par 7, ainsi que Re puisque p'# 
et g'h”sont essentiellement entiers. Donc en prentnt. h= =» P et g’ seront 
entiers. 


_ D'ailleurs des valeurs précédentes de p’h, on tire &—a/— _ Ph,3—y = Sy, 


et comme y'm— æ'p——p'h, la première des équations (4) dorer q + ee 
me 


-e Bb: 
ee k, ou, puisque qg=uh=usnmeh=s, ut = — k. Mais 


: d ,e Bb. 
EN LEEDS cl ci b tr Éd c 
: P C ate e ser e? et partant = Ses di- 
& r & r 


isible par ui bone 1 
|: par p, et par m, ou RU et — sont entiers. Donc cette équation 


donne une valeur ctière pour k, qui varie ot les valeurs que l'on attribue 
à met 7. 
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2. 3. 5. 7.11 13.17.19.23.2q 31.37.41.43.47 


53.59.61.67.71 


25.32.34.44.45 
28 


47:.42.14.23.45 


DTVI7 


#, 3. 1.10. 5 


DEL AS 

29. 9.39. 7.61 
554,20 
58.18.14.33.43 
59.29.37.11 
RO Tr -03.00 
53. 5.58.50.44 
50.71.34.19.70 
7.17.75.54.33 
25. #,35.22. 1 
45.53. 4.20.33 
-3.52.81.24.72 
13.20.34.53.17 


72.87.18. 7. 4. 
.10,45.19.32.26 


86. 2.11.53.82 
14.65.32.51.25 


73.79.83.89 

25.14.22.27. 4 
20.49.22.59.25 
19-12. 71411 
23. 9.20.10.22 
27-27-0004 


59.21.62.46.35 


74. 90.10.52. 1: 


4 


38.15.12. 5. 7 


48.52 

67. 4.59.16.36 
43.47 
65.82.53.31.29 
68.46.27 
85.19.27.79.47 
20.42.01.18 


7.1- 2-19.03 
13.33.18.41.40 


8: 9-14:13%12 


45.44.19.63.64 


13.50.55.44.17 k 
11.64. 4.561.311 


76.23.21.47.55 | 


.14:24.29.10.13|f 


32.60.38.49.69 || 
5777-67 59.34 |] 


26.41.71.44.60 
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Le] 
= + 
= ee 
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_— EST 
2. a ] 
Rs 
ES 
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Rae ms 
+ erres 


+... 


23(2)..43 (3)..8; (4)..7; (5)..5 


095 (1). 183 (2). ss di: 725 (4)..45. 


076028; (1). -46153 

0588235294 ue 

0526315789 4736842: 

0434782608 6956521739 

037; (1)...074; (2)...148;. (3). 

(4) 7002 219).:109 

0544827586 2068965517 24137051 
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5483870967 74193 
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(4).-891; (4)..459; (6)..297; (7). 
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02439; (1)..14634; (2)..87804 ; (3). .26829; 
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0252558139 5348837209 53. 
6511627906 9767441860 4 
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0425531914 893617 

0204081632 6530612244 8979591836 
7346938775 51 
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SUITE DE LA TABLE III. 


(0 ee 0149253731 3432835820 8955223880 


597 

(HP. 1791044776 1194029850 7462686567 
164. | 

(o)......0140845070 4225352112 6760563380 
28169 

D Er 8732394366 1971830985 9154929577 
46478 

(0):T re 01369863; (1)..06849315; (2)..34246575; 

(S) He .71232876;.(4)..56164383; (5)..80821917; 

(6). 04109589; (7)..20547945; (8)..02739726 . 

Cr) RE 0126582278 481; (1)..3670886075 949; 

(Brie 6455606202 531; (3)..7215189873 417 ; 

HYERES ANS 9240506329 113; (5)..7074683544 303 

(0) san: 0129400705 10) 135802469 ; 

(Dance 493027100608 (3) 432098765 ; 

AS 7530864193; (5)...... 283950617 

(0)... 0120481927 7108435754 9397590361 
4457831525 3 

(ÉD PE er 6024096385 5421686746 9879518072 
2891566265 o 

(0):...«0112559550 5617977528 0898876404 
4943820224 7191 

(Se 3570786516 8539325842 6966292134 
8314606741 5730 

(0) 0103092783 5051546391 7525773105 
8762886597 9381445298 9690721649 
4845360824 7422680412 3711340206 
185567. 
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